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Théorie générale des densités (***)

The Genesal Theory of Densities
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Iytique usuclle d'une partic de N* qui est d'une rare souplesse; il permet par
cxemple de montrer en une ligne que I densité snalytique usuelle de l'en
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semble 7, des entiers admetant £ comme premier chifive dans sa représents-
tion décimale est Logy, (1 + &), k& {1, .., 9).

- DiFnmion aixixais s pExsiTis

Les diffiveates notions de adensité » qui ont éé érudiéos dant la litséra-
tute peuvent dire facilement ramenées 4 un schéma commun, de Ia fagon
suivante. On se donne un ensemble T dindices, muni dun Gltre 7, et une
famille {4,z de mesures posiives ex barnées sur Vensemble N* des eatiers
strictement positifs. On suppose que, suivant e fltre 7, I famille (u) con-
verge vers 1 sur N*, ¢t vers 0 sur toute partic de N* réduite 4 un seul éément
(done aussi sur route partic finie).

Dirusinios 1.5 Seit (udup #ve familie de sesres e N* girifiont s bppe-
ci-deana,

Fitant downts wwe portie A de N, ou Sintireise 3 la limite, sivant Jo
Jilire &, de I fomsion 1 p(A). Lorsgee ette laite excete, on Pappelie le den-
sird de A (relativesent & ls famile ().

(0) D fa pls il i et m fsin i i (v
e de N dons R), positive, ou cossidive, pane domt 1, Cintigrale de f par
rapperd @, Cortbdine Je pambre

wAf) = = X b ()

of d'em s'intéresse & Ja [imise, suivans de filve . de fa fosction ¢ - (f). Lorsgme
cette Lmite exigte, o Loppelle i demsiti o f (rebetintment & fa famille (u)). .f.
T=1, n retreme Ja ).

Voici quelques co immésliates. de ceme aéfnition.
Soit ()r une famille quelconque de mesures sur N* vérifiant les hypo-
«ci-dessus,
9 Toue puiie ﬁ...= (cofinie) de N* admer, paz ragport & (u), tae
demsité nulle (gale &

W) Sifest m!nndnnld.ﬂ-nﬂ\qu qui ssndvmunellmrz.‘lm-quc
= o5, alors [ adees, par zapport & (), la densité /.

2. - Les cas Ciassiques

Dane Ia suite  désigners une fonetion arithmérique positive.
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Demsuri. Armmstrigur; L dowsitd arithmitigue de [ ext
mwdbndn)

tim § 5708

mhmmml!a—d;hnﬁniulm1l.hm-mpn—:mm
de. mesuzes | e ()0 par

wsige

‘désigne 14 mesure de Dirsc sur N* définic par Ia masse uniré placte au
& Par conséquent 1, désigoe ln loi de probabilité uniforme sur Vinter-
[L, #] des entiers, L filtre ¥ et nanurellement le fltre constiné pas les
<ofinies de N*,

1 3=
b 2
: 2.3, Dexsred on Scozmarava (9], La dewstf de Sengzafosa de |
G s ot (5 ol )
T
3 tim e 3 @) as(14).
Cest Ia densité relative 4 la siite (i) dc micsures définic par
Fo g S1ew(1+
. Dérremos 24, Dissivi LOGAMTIMIQUE ITIRIE.  La derrit? logaritberique
itdete do f i Ia liwite swivante {ci ele xiet)

5 s S, K e

Clest I densiné relative & Lu mie (), de mesures définie par

1 < e
= oL A FLAR:
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DEFINITION 2.5, DENSTE i SCOmAVAVA DE 2° BSHiCE. Lt deasitd de Seug-
ans do 2* wiphee de f st la dimite sudsaxte (i elle exitte)

. 10 s Log (+1
e g Togs & B L& LngT)'
Crest I densitd rlative & la suite (s, de mecssces définie par
¢ k4 1y
= tagtogs e (R

Déritrion 26 Dissiré n'Aver. La dowrité 4" Abel ds f vt o fimite 2
nante (s olle existe)

lime 3 [ () exp = 1h—1]

1l Pagit encore d'un cas particulicr de ls Définicion 1.1, Tei Ja famille
(ear €5t définie par

ISR 4ol 4 e RO - =4

Le filtre 7 st asurcllement le filtre indoit sur 10, ocf par e flire des voiti-
nages de 0 dans R.

Resanque. Lossque 10 on 81— exp [— /] ~/ La densivé d'Abel de f
peut donc également dere définie comme la linite (s elle cxiste)

In(i—api-r) Z R ep]-E—1)].
En posant exp (] = on obtient Ia défnition classique
lim (1) 3 /(0.

Diasmos 2.7, Desseré aALTQUE ou b Dimener, L densité ane-
Iytigue de f eit la limite swivanie (ui ells existe)

Py
lim# 3 48
Clest 1a densiné relative & I famille {ar ol
Tl b oely - mymt T A0,
=

le filkre ¥ éant le méme que dans Ia Définition 2.6.




Resanour.  Lorsque 40 on & 2(1+ ) ~1ft, ol £ est Ia fonction datea
Ricmann, L densité analytique de / peut o
(s elle existe)
1 s
o R B A0

Diérramion 28, Dissrre avan e piwabar esvbcr, La densité
iy .pﬁ-t;urhmm(myrm)

s % g

Soit u une mesuze por sur N, de mase setale -+ o0,
gﬂwx(mumnquuﬁ([l n])>0)hmedepw‘hbﬂn!p.

P L

> o 14 suite (,) converge vers 1 sur N* et vers 0 sur toure

' clair que Ia notion de pdensité st pas modifiée i, dans (1), on remplace
Al ]) pae un’ nombre récl S, 0, e (S, vidfans

O<Sdtw,  So~a(lal)  (reo).
Dizrvmiow 3.1, Dassonrmons.
(a) i, wme sesare. positice sur %, de masse totale + o5,
() (S Dus st sute de sombres riels Hirictomens pasifs sicifiont
0<S Ao, Somp(ial)  farres)
Grastdirans ls it (1).ny e socares bicnles sur N°, difie por

mm g @,
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St f N® —~R” wnr foncrioa arichmdtique pesitive et pasoni

)= o =3+ 5 i)

O dit gue £ adwet 10 comme y-donsité i ol f) 1 fovsg 1 —= o6

Nous avons déjh signalé que h1 notion de densiné que mous venons de
définit ne dépend pas da choix de L mite (5), st (1 el ne dipend
que de Ia mesure p; c'est |a raison pour laquelle nous Vappelons j-dmire

us nous- proposons 4 présent de montrer que cette notion n'est pas
modifiée 5i l'on remplace u par une mesure v telle que 'on sit (pour = —= c=)
(fa}) ~ar{{a)) ob ¢& 0, + oof. De fagon précise nous allons démantrer le
théoréme suivant:

Toskndam 3.2, Soient v deicx messres positives sr N*, de s efale 4 ==,
de support N*. Sappessns que Fou st (arsgre » - c<)
alfwl) ~e ()
P e constanty ¢ comemable (avee Vo< o< 4 o). Sait d'ame pard f: N =R*
ne faucrien aritbuitigre pesiive (sen wicessairement borute). Alirs, V0, les senx
propeiisic sivanter s iquivaleates:
(o) f adenet § comme ju-densité.
(8) f adwet | comme -seasi,

Démonstaarion. . Nous allons commencer par démontrer Je lemme sui-
vants

) Ll.u;m 3.3 (Crsano). S5 u(fo]) ~ov({n)) (n = oo), alers w([1, 0 ]) ~er((1, o}
(0 23).

Diésonstaarion oo Lesss. Quitte i templacer v par v nous suppascrons
1. Par hypothise Yo 0 3p(r) e N* tel que YAz p

Ao {fAD) <ulfR) <1 + o) -
On a alors, ¥ap
(= (ipoel) <sllp D < (1 +rll, 2D -
On a d'autre part (puisque les mesures , v sont sse berwéer),

4 AD~a(puD, ol 2D ~¥(pa] .




T en césulic
(b-)u‘ligi_!_-f"H‘:: climag

= la démonstration du Théoréme 3.2 Quirte & remplacer »
"mows supposeroas ¢ = 1. Coasldéroas alom ls deus quanthes

D) = ey S R
0 = i £ -

Z/EmEN< e (done XS <+ =)

5 5.(f] +0, 7.(f) D e £ admet 0 & I fois comme -demité et comme

SO e (done T oA = + ).

= SO (A1), By = AP ({H). Or (), (b) sont dew suites de nonw
positifs vérifiunt yg;,c.- k;}.- +eo. En outre

a._ﬁ?‘%g%_%..l (]

Riee ol e s i i)
1 s lors dhun théoréme clsique de Cétaon que

dm%—l (=)




o le Théostme.

Exewrs. Soient (shae (hlsa deux suitcs. convergentes de nombres
récls positifs vérifitnt

avh hes),  Fa= Fheto
Le Théortme 3.2 sapplique sux deux: mesures
"'.;.""' r-é‘l-nsll+-de..

[(I[;)l.ogﬂ+l) 50,
1

sl 1m0,

Log(l +a)~ahy  (hrod).
Cer exempk nous permet d'éuablir les Corollaires suivants du Théortme 3.2,
COROLLAIRE 3.4, Sait fi N* = R” ane fasction arithatigue & salears posifives
(i advessaicement brnit). | Abees, V0, s deos propritsis. svwantes sont igni-
ralentts:
(@) S admet { camme densité agarithmique
(B) £ admt | comm deasiti de Seeafors,
Déosstaarion: Prenons o, = by w 1k ¢t obscrvons que, pour 1 = o,

“zs .g.lb.‘-a{ng .

ConouLAIRE 3.5, Sait fi N* - R me fouction arithaisigen 3 salurs pasitves
(sew wincsscivemest bormie). Alows, Vi=0, lis dewxc peogrittis. swinewies sont igui-
i1
(a) /.Jm I comaee demiti ogorithmigue.itiric,
(8 f adwet | comme densité de Scovgafava de dewcitme explee.

Dinoxsaanos.  Prenons «, = Log (1 + 1A} Log & &, = 1tk Log &)
(k=2) ct obscrvons que, ponr m = =

F sy~ 3 by e Log Loga .
i




4. - LE3 NOTIONS DE j-DEMSITE ANALTTIQUE BT EXPONENTTELLE

m....umm,mu.n.mmpmama schéma_ineroduit xu

phe 1, qui , ceste fuis-ci, Je cas de I densité d'Abel ex eelui
lecsne analytique. St scujoiic s e miecaré pasiive'vir NV, de mesi
e + o, €t désignans par F e fonction de répantition

F@=p(lad,  w>1,  F}=0.

supposerons ce pangraphe que fa suite (g(py)) est bornée.
wu:l>nulodnmlpludmmmspodm meu..-.mn-
par

syt 3 p(ih) exp () ey,
n= 3 e ) —ep = G+ DD
La mesure v, est en outre une mesure de probabilitd veérifiant
s, + =) = exp l—1F()]

taubérien 9.10 que Von ‘":‘Uqu pour s, = u(Uh}), 4 = F(A).
;;- 2) Lossque 10 chacune des familles ()4 (7)o cORVerge vers 0 sur
‘partic de N* séduite & un scul élément (donc aussi sur toute partic finic).
ﬂ-ﬂmdlm&m}ﬂuvﬁﬁbu:lnpﬂﬂhwlhnpﬂp’pkl
déini une densité, Nows appellerons udusité asalptigse la densite asso-
ée & I suite (), o et jedensitd exposenticile celle sssccide I suite (v)y, o
Rescanour 4.3. On est amené i remplacer dans les Définitions 4.1 et 42
ui,unz (Pm),,, PpAr une suite sroisamie (3], de nombres récls strictement
‘:AA: S S~ (1) -
1l sésulte alors du Lemnue 3.3 de Gésato que

5 S FR)b o=




e
d'ols pulsque par hyposhése Ia suite (u([})) est barnée
.6) Sy =Sk (S =S~ 50

Dérnerrion 4.7, Deweonr-sost

) wue e posiive i sur ¥, de masse fotale -+ oo, of dlle gue be. svite
(.(u.:)]mn...n

2) swe swide erviscamie (5,) de womiwes piels urictement positfs wirifiant:
Sei—S~p (04 -

Pour tout sombre réel ¢ 0, introdritsas fer dewe wpriees posiviver Barwdes iy v,
ane N* difinics par

8 =t pA e,
49 w=Z lep =8 apl=tiaa-
Sait i N* = R* ums fuonction aritimbtique & ralevrs: paritives,

(@) f admet 10 comme p-demiité anshyiigue 5t

BN =1 Z (B =l =l 0
(B admet ) comame p-densité expeneniielie b
Y= E0E =] —op =) < ().
Reatngor 410, Nous montrerons dans la puite (Corollaire 5.9) que les

notions de p~densité analytique <t exponentielle ne dépendent pas du choix
paticulier de la suite croissante (5,), pourvu quelle verifie (44}, Ces notions
ne dépendent donc quc de Ja mesure y ¢t I rerminologic de j-densité est plei-
ne:na[ziuni& Nous montrerons également dans fa suite {Application 7.2)

que ces nntions sont Equivalentes e nous Enoncerons:

Tuwionists 4,11, Adsptons s mosations o8 e hypochises e Ja Difinition 4.
Aldars, panr tout 1520, Jes dee propeiitis suivamter st iquivalentes;

(a) J slwet | comme p-diowitd amebyiue;
(8)  adever | omwe pu-dessiti excponensiels,

Exesmin 4.12. Prenons pour u la mesure qui compte les points, u({£]) =1,
et pour suite (S, I uite 5y = FE) =£—1.
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i que la soke (1{4]) st bornée et que s 8y = 1= p(14]).

(‘) ET SRy st ({0;
® E‘!(*)(q!l- — )] exp [ 4] =7 (H0).

popﬂ-ue(‘)mn_n-fmbhm‘l‘mkj,mm
A la mesite » qui compre
expanertielle associée

| Bxwsmi .13, Prenons pour s 13 mesure défsie par a({8]) = Uk, et pour
u’.).,.l---nwf ok P T4 12 L W1,
uc La suite. (u{k) st bornée et que

:,._:.-Lan(Hij—’un(m.

&ﬁW+K‘HMM3WIWL Alsrs, povr tast
wmmmmmw

@ 1 5,16 g~ (0
@ /0 (G gi) -1 @0
La propriéeé (4) exprime que / est la deasité analytique (ou de Dirichler)
cetic demibre 4

spat dome omme s dessié ssalpigue asosite § b
=g = 1k L.pmpﬂmquu:m.m
la méme mes

et pout suite (5, b uite

Sy= Ial‘-nl&-v-?(k)“;',—,;‘—,

- :«{H e o) -
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Soit f2 N® = R ane fourricn writhreitigee & salesrs positives. s, posr tont
120, b:dmrpn)nllhwm mont dguialestest

) FE 10 o+ T 01

1 1
® 2/ =) 40
La propiésé o) exprime que / est la densiné analytique (ou de Dirichler)
de dewsitme espice de f cette dornitre apparalt done comme la densité ana.

I smoite & I merue () 1f(ELog O L4 proprié (5 expeine
que / est la densitd exponentielle associée & la mime men

5. - COMPARAISON DES NOTIONS BE jbENsir Ammitirigue,
ANALYTIOUE £ EXPORINTIELLE

Saleat u une mesure positive sur N%, de masse tomale + w, €t (f,a
une sulie croissante de mombres ricls stricrement posiify vérifiant

O<Stbe,  p(laD~Si.

Nous avons vu aux paragraphes 3 et 4 que nous, pouvions associct &
les deux familles de oocsures. positives barndes. (4,)ors Gte S0t N® Qe
nies par
1) o= 3 3 (e,

5.2) o= B ) exp =51y

Ces deux familles sone i 1 base des notions de pedensité arithmeétique et
de p-densité analysique. Nous nous proposons dans ee parapraphe de com-
patet ces dewx nations,

Trasonkss 5.3, Sofent 1 sve mesure pasitive e N%, de masee folale - o, ot
(5 as Ame axide. crsivsante de waambres riels strictement poritifs virifiant

(549 DSt oo, pllla)~S~Sl.

Soit d'auree part f e fouction. arithmisiue i raleirs _umna Albrs, poic iswt
domwber réel 10, Jer descx prapridtis svivantes sat Agidsatestes

(53) (o) lim J—_.;I,'my(un i
(56) ) Ut 3 Sl sp 15,1 = .
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2 Muy—.mtawu,-u Jet notions e i-deushd ariflori-
e ju-densitd anslysigm coident ponr fa fonction f.

Disiowsruaion. 11 suflc d'sppliquer le ihiorime fevbirion 9,10 wex dewx
termes pénéaux

ay= flauffa)), =S

p.md:mm«nasaennwmummmdg
de p-densité arithmérique, analytique et expanen-

aine avecwre pasitive e W®, de wasse totale < oo, elle que o swite p({u))
(J’.).,. e caite crvitsante de wombres riels striciomest positifs vérifiant
Sua =S~ u(ik) ;
application. R® = R*, & valowrs pasitiver.
hrs, powr tuxt 10, Jet seelc proriéthe snivowter sa bqviralouter:
Q1) f it ] owapme pusdensith arithevétigue
mif=g E IO e
(@) f et { comame p-demiiti ameltigue
#df=1 SR epl=ml=/  (A0;
(3) f admes | comme p-demsité excpemeniielle
rify= TS ep =il —ep =D/ (40
Dévosramon, (2) < (3): Cest le Théorkme 411,
(1) > (2): Cest e Théortme 5.3; lex bypothises de cc théoréms son bien
puisque I candition (5.8) impligue les conditions (3.4).
ConoLtame 5.9. A lu resargue 4.10 news avons signalé sans demonstravion.
e modionz di -dencird awalyeigne of expmentiolle we dépendaieni s s choi par.

&amm(&‘m.nmvf'ﬁ»&ﬁl} Ovnrtrm";
onsiquesce direcic En sffet, d'apri ic thiorime, lex watioms
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de it wsslyigos rfl:,an-ﬂnlb q-w-w. Ja mosion de gr-deusivd arith-
witigu; or ttte deceies odin.
e s (8 s 5yl D)

driddenie, indépendaniz du chat de fe uite

Exewrie 5.10, Prenons w(fe)) =1, 5, = a— 1~

Alors les notions de a-demsité arithmétique, analytique et exposenticlle
colacident. En d'autres termes, poar toute application f: N* — R, & valeurs
positives, et tout nombre positif /0, les trofs propriétés suivantes sont équi-
walentes:

0 pt=" 31t o)
&
e, f admet / comme densité arithmétique;
@) )= 3 O exp b ik —1)] 1 (40)
ie. [ admet 1 comme densitd d"Abel;
©) nih)= 5 S (e I rth— D] —exp k] =/ (0.

Exewris 5.11: Prenans a({n)) = Un, 5, = l.nga—- Log (i+ 1).

Alors les notions de u-densités. arithmétique, analytique et exponenticlic
colincident, En d'uutees terms, pout rouee application fz N* -» R, & valeuts
positives, et tout nombte pasitif 450 les trois propriétés suivantes somt équi-
valentes:

W iD= s LD ot 2o
ice. f admet J comme dowsité dagerithmigoe;
@ win=r 381 oy
iie. f admet 1 comme demsitd wselytipue (de Dirichlet);

Resangue. o verra du Corollaire 3.4 chucurie de ces propriétés ess encare
&quivalente § I suivante:

(4) f admet / comme dimisé de Seozgafons au sens de Ia Définition 2.3,
Exeurie 5.12. Prenons
.= Log Logun~ Log Log (1 + 1),

Aloss les trois nations. de yedensités colncident, En d'autre tormes, pour wuse




S

ju’¢n'lﬂ§mpom¢|mnmhurﬁll>0.|urmh
suivantes sont

Jn-(!)=m§!ih =/ (n == 00}
1 comme densité Iogsrithmique irénée;

nng‘iﬁ‘m—t (i)

admet / comme demité analytique (de Dirichler) de deuxiéme espéee;

B T

no. En verru du Carollaire 3.5 chacune de ces propriécés est encore
i la soivante:

fadmet | comme deasiné de Scomafava de deusitme espice au sens
n 25.

4 commne densité fen cc sens).
e serre pesitive
,}h.-lnﬁ-“.bplﬂmﬁ Thiseiee 5.1. .w:r-mpnuq-pn#-

i fuie i cofiit, qoi wdwet done sove rprdsentadion de Ja forse
A= Ul
s (4.) et e’ aier mbiri 0 shrifint
Yozl piga<pdinn
tiars; poir fout 16 [0, 1] Jes drofs propribeés mivantes somt dquisaieniesr:
() A adwet I somemee p-densicé arivhudtigue

nly=g X A~ e

adl) =t Zp(E) o=l @9
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(3) A ademer | comme p-denciti- escpasmmbiolle
)= F (ep(—t,|—en=0D =/ 0.
Parmi ecs trois propriésés équivalenies cest Ia trojslbme qui peut éure aisée
4 vérifier dans les applications, et qui peut ainsi servir de critére d'existence
dfune rdensité arithmétique, amlytique por A.
Alnsi, 5 'on prend a(fa}) = Un, 5, = Logs, eette wobitme propriéeé

P
1 1
oy Elova

Elle 4 e wilisée par A, Fuchs et Ph. Nanopoulos (4, Théor. 3.1] comme
crittre dlesistence de I densité analytique (de Dirichler) de 1.

6. - Un mfoR A B8 PROLONGEMENT

Nous nous proposuns duns ce pargraphe de décrire un procédé qui, 4
toute mesure  (positive, de masic totale - oo) associe une ausTe mesure v
(¢galement positive et de mesure totale - o), de telle fagon que la w-densité
(arithmétique) srithmétique).

) prolonge Ia w-densité (i
De fagon précise nons allons démontrer le Théréme sulvants

ToEomEsE 6.1, Foit o wne weswwe posisive svr N*, de mase. dotale
a¢ Joastion de rigarrition

©2) wli e} =F@),  aeN*.

Etant donnic wue appilrasion eroissmte b R > R, tebe que ()14 o= loraque
X = oo, disigiens par v la messre positive sur N*, de muse totale 4+ oo, définic par
1 fonction & ripartifion
63) v((linl) = b(F(m),  meN®.

Suppasins oo, pose toute suite crviciante (%) de worsbres riels posifi viri-
fiand fes conditions

©4) X~ F), (=)= (o) = F 1)

o mit

©8)  s~a(Ee), e ‘i“'t 3; 3‘55'))

(e chagar rapport de fa forme 00 sct concliérd e dgel & 1).




A
Dians. ser condifions, ponr tote fouetion crithmirigus berute f la velation
) lim ey S 70D
Ta rebosion analagan
i iy £ /A8 .

Ein danire tirmts la v-densité (aritbmitique) prolongs fa ji-doasité (erivhmobiigne).,

Diisowstaatiox. Quitte & remplaces / pas uné fonction du type gof, ob
une application linéaire affine de R dans R, on pourra supposer /= 1 e

= [

i
W(ﬁ)md«lfé&hx.wf@).ﬂmwhm(x.}m
Is premibte des conditiens (6.4). ces condiions. est
remplie puisque Fon 1
Npg—%, = fa+ DFw+ )—F@], fin+1)>0.
conditions (64) éant insi vérifiées, hypothése du Théorime entralne
conditions (6.5) le sont dgalement. O la demiére de ces conditions
beie
S+ DBCFE+ 1) — BF)] ~ b)) -
ultz, ea vertu du Lemme 3.3 de Césato, que
iy
A
- aussi, en veru de la premidre des conditions (6.5),
fﬂs—itﬂ-»-x-m. AD-
mwﬂm(&nmdmvhﬁk(mw:‘—l) e qui sehdve la démon-
Exuurie 6.8, mesure positive sur N*, de masse totale 4 o5,
quiwu:(m:hmn ©2)
F)y~Flat1).




i
On vait alors: que Vapplication #: R* -=R* définic: par
M) =Log(x 1), x>0

visifie les conditions du Théortme précédent,

Cas pawmicvimn 1. Prenons pour mesure e celle qui compte les points

=1, Fa
La notion de je-densité se sédait alors & celle de densité mvhmﬁ.rqu: s sens
de la Définition 2.1, ¢t la mesure » carscrérisée par (6.3) ent donnée pas
i) = Log(1-+3]

La notion de r-deashé st Ia densité de Senzzafiva an sens de la Définition 2.3.
11 sésulre alors du Théortme 6.1 que, pous twute fonction arithindique bornée,
In densité de Scoreafava profomge la densité acithmétique.

Or on a vu (Exempic 5.11) que, pour toute foaction arithmérique positive,
Ia densité de Scommafava est équivalene 4 I densiné gnalytique au scas de la
Définition 2.7. On setrowre aussi le zésubat bien connu selon lequel, pous
unc fonction arithmétique bornée, de demriré analyfiqar feolone s deriit arithoi-
Ld

CAs pARFiCULER 2, Prenons pour mesure i 14 masse définte par

M) =Le(143),  FO=Log(r1)

d:smuqulnphnﬂmsélndgsmanmumd:hDeﬁuman!
La mesure » caracrésisée par (63} ext donnée par

iR = Log %LS:‘S_*;L. Log '::’5&%1)_

La notion de wdensicd cxt In densité de Scommafava des 2 espéce u sens
dc 1 Défnkion 23 I éulcalors én Théorime 6.1 e, pou tote fonction
arichmétique bmée, cette densié prolonge a densié de Scomafuva,

O on % vu (Eseenple 5:12) que, pove toste fonction srithmérigue posi-
m.l. deni de Seozmivrs de 2 espce e dquivalenic | I deasité oty
tique de 2° espice au sens de lu Définition 2. 1 en résulte
fonctlon asithmétique bosnde, /a demriti anabigus de 2 esple prodoge o pris
anaiytigue (de 1 agpis).

10 est clair que I'on peus inérer ce precidé un nombre asbitmire (ini) de
fois. A chaque étape on trouve un prolongement de Ia densité définic A I'étspe

denie,




—aT—
wuﬁi un cotollaire du Théortme 6.1, dont la démonstration ext

gmmmn Sei o wne wornee poriive rur Y, de matie o1l + o0, 11
manbmvmhmﬂwhmm

en wnre virlfl {"bypetiise

mmmuuam&-mmxwﬁmhm

e E) Oum i) (D) = G+ 1))

I o —."jj Flu+ 1)— F
Sl e e R

,Bnl-una. Soit ju une mesure potitive sur N¥, de masse totale -+ o5,
e que Pon ait Fis)~ Fu+ 1), Considérons I'spplication b: R* R

By i Myt e 0,x>0).

voit qus certe application vésific les conditions du Corollaire,

Ghs rarnicuLmn 6.1, Prenons pour mesuce u cellc qui compte les paints
=1, FE=r

donsité assocée 3w est I densind arithmétique au sens de la Défini-
. Ls aicsure » carserérisée par (6.3) est donnée par

r{{) = — =1

#mmhwmaumwmmmmmm
w-udumnawm equivalentes.

7. - Un enrrbnr GINERAL DE COMPARALION -

e
a

© Nous allons démontrer dans ce pirsgmphe un théorme pénécal de com-
_pamison de densités qui 'avérera wile dans les applications.

Tontcs 71, St G (nj.,dtm_(m;‘&.rﬁ sverures. positives Borwier
e N, adweitant ensembie dndiver, Sait  ww fire




ey

sur T, o8 oopporiss gue des dowe cosdliions ivantes seiont viriies:

(a) shocame der dewcs famillis (), (,.) cosverge vees O, saivant le flive F, e
douie partie de N* riduite i s senl ilément

®awa (._u.mnpmf”aﬂm wastitnd par b parties
aofisies & N¥)
() ~wi((R]) .

Diams cer condirionr, pour tosite favstion arithavitique positive f, los desoe fonctions
£ ), = vif) adwortens acvamt fe filire 5 det vimes nalesrs & sadbéence
2

Etant danné un nombre réel « > 1), on peut trouves, d'aprés \'bypmbhc m 1
un élément F de 7, et un entier , tels que Pon aits

i
D Soir / une valeur dadhy In fonction £ - p.(f). |8

T existe un ulraiiltse W sur T, plus fin que 7, tel que I'on ait K

f=laalh),

Posons. |
relgnn ]
et montrons que §* eoincide avec / (ce qui pronvera Issserion du |
\

HE) (1 +a)nl(R))  pour 1e Fet ka.
On & aloss

j'm“(u.x) j,'J-. pour s F.
T 3

Si, dans cene relation, on passe & I limite par mpport & 4, suivant

filice L, on touve (en tenant compto de Mhypothise (@), J<ti+ +-}.' T
i< puisque ¢ 0 cst asbitmsire. De fagon analogue o négalite
apposée.

Arpucanion 7.2. Comme cas particulier du Théortme 7.1 nous allons
démontrer le Théortme 4.11 émblissant ['4quivalence des p-densités analy-
tique et expanentielle. une mesure positive sor N¥, de masse totale
+ o=, €1 telle que la sulte u({4)), soit bernée. Soit dautse pare (§,) wne suite
croissante de nombres réels sirctement posifs vésiant ., 5, ~ ().

Pour tout 1= 0 on introduit les deux mesures posicives sur

=t 3 ) exp =510,
= X (-l sl




——
11 st facile de voir que V'on 5
(R ~ (L)
vers 0 et & vers Vinfini, Cestdire lorsque (1, &) —= (0, + o)
mm}o.Jr-lxN']-whvmhwdnwmn-tw)
effer; suivant ce filtre, la Bonction

(o Ry 1= 18y — 52)

vess 0, de some que L'on x, lorsque (7, &) = (0, + =):

)= (—ep [~ 1thn—S) epl-sil~
~ Ky —5,) €5 [— 5,1~ ((4)) exp [ 45,1 = . () -

Mmﬂmvl que, pour toute fonction arithmétique
ve f et tont nombre récl />0 les deux propriérés

wliy=4,  wfy=t (lorsque 40)
sone équivilentes; c'est le Théorime 4.1,

| Apmiacinion 73. Voicl un second cas parsicalier du Théostae 7.1,
W= 3 dyey unc mesure positive sur NY, de maste totale 4 o=, telle

S
» = lims,. !

& g ler deux familles (4. un (ine de mesure bamées sur N*,
de I manitre suvante:
) = s
W) —exp - alAlep Tl —op D Fanep=(+0nl:
alors I Propasition suivante:

Prorostrions 7.4 - Deus ler dypatbiser pricidenter, on 4, lirzgue [t comple (4, &)
ﬁdm {0, - es):
e 1)~ (18)




Diseoxsraarrow, Posons

U= 1,

1

A=
sia=0.

On a aloes, lorsque 4 tend vers Vinfini,
<xplanl—exp[a] = oxp [a)(ewp laun] — 1) ~3p (] Aoy -
11 sufft done de vérifier que, lorsque le couple (7 £) tend vers (0, + <), on &
epl—m]~epl—aldeplsl 3 aep - (1+00]
ou, ce qui fevient au méme,
(= +0s]~ep[—ald T, exp (1 +4s]

Posons exp[—alAd mr, Tff=u 1 gt Al e o o o
le couple (s, &) tead vers (1, -+ o), on

.5 exp s ]~ 3 g sxp —ma].
=
Remarquons, 4 cex efier, que Pon s, toujours lorsque (v, £) - (I, - =)
1] ~exp [} e =
=oxp [—wa ] sy xp = an ]~ o3p (=)

Par conséquent, étant danné ¢ >0, on peus rouver un entier jp ¢1 un élément &
de ]0, 1, tels que, pour tout entier a>»p et tout éément u de 11— 5,14 3], .
ait

! exp [—mr, | —exp |—ar,

(e by €xp [—ar,] oxp o, mexp [ty <+ )iy e3P i ]
On n alors, pous tout ément # de 11—, 41+ 0] et tout entier k3p
=) F ewpexpl-m)<em -l <+ 0) 3 e -l
ce qui prouve la relation (7.5). La Proposition 7.4 est ainsi démontrée.
I Remarquons malotenant que, pous toute forction srithmétique pasitive /,

ana

#if m e -alt B Sl bl —op (5D 3 el +9nl=

pl=sl 5 (wopl—rDepi-n] E f@er hal—ap nD
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i =mle)
désigne la fonction stithmétique défisie par
)= oxpl= o +9) E (B e Pins]—exp D) -
alors de la Proposition 7.4 ¢t du Théoréme 7.1 que, pous tout />0,
propeiétés sulvantes sont v

- e) Bmpde) =1

limn(f) =1

@ lmen=t
 Gonsidéeons la fonction asithmétique /I définie paz

Hf(m)= np(—l..,]lg @ e lnal—ap ).
condition (¢} st évidemment zemplic dans e cas ob 'on 4
(@ lim Hftn) =/

ﬂmhrmdhmpanml!wemmpﬂﬂmﬂhuq«:jldml
ensité acithaétique associée d la mesure positive

v= 32 @plnal—oplaDn.
'dn abtient finalement Ia Proposition suivante:
= Ww it e X oy, e e pi e N, de s e
e !'r i -'-ﬂf adun it W Posant 4, = (Ul 0] = Zos:
@ i da messre positive v sur N* difiie par

+= 5 Eplal-sp il

nﬁv-;.m ion. arithrwisigoe pusitve f, L dencitd analylique. associte &
b p.mmabmtm«q-mu

| Eseurus 7.8, Prenons pous s la mesare, défale par p(ln)) = 4 wvec

R ug(l+§), ol 1y =plil. D = Logs.




e B

La mesnxe v associée ese definic par #(fa]) = 1 ct V'on a donc, pour e fone-
tion aridhmitique poitie [:

Hp) =5 3 ey,
{4 = £ Log (14 ) g~k

u-e-nm.smampmp.mmnmhmm..gam(maunmm
est un prolongement de la densitd aritbétipu ussel

Resangur, On peut donner & la Proposition 7.7 une forme plus frap-
pante. 1 résulte des hypothéses faites «t du Théoréme 5.7 que les notions dc
je-densité. arithmétique et analytique sont équivaleates, La Propasition 7.7
peut alors dire exprmée comme suit:

Tuforkun 7.9. Soit (1), nee swife sirictensent crvissante virifiant
1) 0<rt+ =

Punr toute fomction avithenitigne pasitice f o8 towt {0 comidécans ler dewx pre-
prittis
1

@ min=rt

S tues) =1 (8 = =),

® .-‘m_n?‘[;'ljlfm(uﬂ..pwp, B fnr o).

Alsrs (8) impligun (a).
En fuissat s, = Log, pult 1, = Log Logs, ¢t en tenant compte des
Gocollalres 34 <t 35 on trourve que, pous toure fanetion arithmésique pasiine
1) b densité logarithmique est un prolongement de la densité arithmé-
Hqe;

2) Is densité logacithmique itéréc est un prolongement de ln densité
logarithmigue .

puls, en tenant compie des équivalences du passgeaphe 5
1) Ia densité analytique est un prolongement de In densité d'Abel;
2) Ia densité mlymp: de 27 expioe est un prolongement de la densité
analitique de 1 esplee.




s ce paagraphe nous ddsignerons par A une pamtic de N¥, supposée
finie i cofinic, qui pewt done &tre représentée par la réunion disjointe de
‘ceomposantes connexess, Cestd.dire par
A= U [ ql
=
+ (4. désignent deux suites d'entiers sirictement positifs vérifisnt
Vsl =p <gu<Puin
£ ﬂ [Pes gul = {£=N*: p,<k<yg.] désigne la #* « composantc connexe s

ﬂnwnmfmp-ﬂr-umm-'w--ﬂws-tﬂm).
totale -} os, de suppore N7, et de fonction de répastition F

Fy=p(llaD, a>1:  F)=0,
 Par hypothise on 3 F)fes (s - =)

E'Iam», Passur

)= :m'*w J;Idn = Rty SO+ D= E0).

e Cemsasble A seleet b ried 4 [0, 1] corese pedensi 51 Tw) = | (n=» w2}
la udensité o A, i el excistt, par 0,(A).
introduit de. miwe es u-desitis

sapiridare ¢t Infiriows difnier par
B(4) =ty 7,
) = limind 7(6)

Tibontswe B2, St A = U ($or ul e porti 0 N, i e i
4t 5 pove smesnre pisitive sar (N*, mﬂ)) d--mm«}uaim-lu'.
deriguans par F i foction de répartition ef pos.

o= Fg)—Fipds

‘oy=Fg=Flpede klolg=1).



Désorsrraos. Considésons la milte de terme général T(s) définie ci-
dessus. Nous allons ealculer = limire supécicure et 52 limie inféricue

(#) BulA) = limap T(a) = Limsup Tlg, 1)
Ocana

Tl gy 5 LG )~ FO) =

= ey SE R0+ 0= F0) = iy £ (10— P -

() 3{A) = limiaf T(a) o= liminé T(p, 1),

Orona
Tp—Y)= g (” .‘.‘t‘:. LG+ )= F()) =
1 s
- Ry ECE PO+ 0 FO) = gy P ) =

=

s - ron- G5

Ce théaréme admet quelques. enrollsires.

Conoutaime 8.3, Reprenpus Jes wotations du Thtorime 82 ¢i soit | réel
10, L] Aloes fos dexcx propridric ivantes sosi dquivalentes:
(1) A admet | somme p-densivi
@) @ Flp)~ Flg) (n =),
) (@.’“‘E"‘) ol (0 )
ST 10, alory: la. condition 1Y, équivenstd i condition (26,




—a—
8cb Reprossns les motations dn Thiorisse 82 ot soit | na riel
w01
'Mmmh&«ppﬂwm
o] Flpd~Flgs) (o= =di
@ gl )
e I A adwet | omme
4 a‘ll-o.wm:mmm(b) upﬁ;ugmu_(.q) -

rom. Le Corollaize 84 du 8.3 en verna du
‘d:ca-z sésulte du Corollaire 8.3 &

Lasiki. Skt (0, () doe s e e pombrs st tl oo 3 by= o
=1, wlors (e 2 OBy o B

suffit & présent d'abserver que les suites (2., (s,) vésificnt les hypothises
Lemme.

- Resawoue 85: Repienons les notations du Corollaize 8.3

(1) Supposans (28) vérifide avee /= 0; il révuite alors du théozéme que
() = 0, et ceci indépendamment de Phypothise (2e),
(2) Supposons (26) védRée avec 15> 0, mais nom (2a); alors A v'admet
e deasie. Tnlmfui.l,si(}’(g,_‘)iﬂ_!.)]—vtew 1§ e A=,

Suppsons (8) vésiiée avec £ = 0 alors 4,(A4) = 0, et cect indépen-
de Iypathise (a). B

Supposons (§) veriféc avec />0, mais non (4); alons . n'admet
" Toutcfois, 51 (F{g._)/#(p.)) ~+re 0,11, on 8 8,(A) =4

Breasns pose 1 merure qui compte les poins de N
) =1y Fayea—t, sl
LORS S 08

La jdonsitd se riduit 3 Ia densité arithmétiqe d(-):




—zm0—
Curvinm 8.6, Sait A= ({3, 4.1 wne partic de NS, mi fiic i oofnc o1 posens
k4

—deas a2l (@=10).
Soit d wm réels 0-<1<1 of mpposons vérifites dex dewe propriétés swiantes:
(@) Pa~day (0= oo,
) gufo, -+l (o -e o)

Aiors A admer | comme densiti igue : d(A) =i,
Si°0 =0, aloes I sesie condiicr (8) impligue. gue d{A) =0,

ta=ta—Pay

Exeuris 1. A= [20—1, 26[ (ensemble des entiers >0 impairs)

pu=ta—1. .=,
L=g—p=1, e =q—g,=2.
On vésifie que
() Pa~dasi
) suda, =12

Donc A admet la deasité asithmétique d{A) = 1j2.

Llexemple | est un cas tsés paniculier du suivast:. (cf. [101).

Exmume 2. A “"UlIP(‘L LR ot P(E), D0A) sant des polyndmes &
coefficients entiers = 0 en & On voit facilement que

, alers, & partir d'm certain rang, corsn des futervalies
we).gu;[ et i, A e3¢ font ot d(A) =

i dXP)<dNQ), wors, & parbic d'mwe cerisin rang, chacwn der dulervalier

[P(&), LAY chooauche ie sninant, A ext cofini ef d(A)=1.

La condition #P) = d%(£) est done une condition nécessaire pour gu'h
panic d'un cemain rang tous les intervalles [P(£), (£)] soient non wd:s @
disjoines, ces-d-dire pour quil existe £ N* tel que
© VEsdy  PR)< D)< PRET).

Appelons ce cas le-eas rigaiiie; A est slors ni fini ni cofini
Cherchons les conditions que doivent. remplir les polyndmes 7, G (en
dehors de 'égalité de leurs degrés) pour qu'on seit dans le cas régulier, Posons
Bk =k sk
Q) = 'k o)

o neN* ot le degee de Put e 0.




La conditon (©) implisue

ko) < ' ke o) < aCk + 1) o0k,
Pon déduit wca', o' <o cest-d-dire ama's

compee de cetie condition, pasons

l PUE) = ak™ o b (k)

D00 = ok + kL)
T condition () mplique les devs condiions suivancs:
# Bt () < ok o

(e—maphe gty < bhn 1L o(ld)

fon déduit b<s, ¢—nach, Cestindite

=k
0=t
eondition est une pour que Yon ait (C), mais elle
pas suilisae Pk)= & +1, Ok) = k). On obtient une
on suffiante en remplagant dans (C') Jes signes d'inégalicés fuibles par
slgnes dindgalités srictes, est-d-dire (C) par
aet=bay
-

 Nous nous placerons dans ce cas. Posons done
o= PO = ke bk o) i
o Ok ) om0
[ zmamgohies oo,
. = gy = ek )
| On véde que ‘I
) s (),
) oy (e— e (k=)
1) exodabie que - A-admet |n- desitt acithesdticne did) = St

R 3. A= | Dol od l
Pe=10%, P kb,
a=10", D)=k tr.
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On suppose que 4, b ¢ sont des nomibres rdels vésifiant:
W o=
(2) vh>1 p, et g, sont des enticrs 1;
b
O =
Posons
o=n=h=10"
=gy = W1

On vérific
(8) famaly =101t g
@ wday = (1=107""/A—10">0.
1 en résulie que A n'admet pis de densité arithmétique, mais que

T
Bt

) =
e fo
dA) = 10met 16 P 1
{ef, Remargue $.5),
Exeres 4. A = U [ ol b

Pem 107, POAY e ko A o),
Q=109 Ok =kt 4kl a(d)
On suppose que , b, r, & sont des ombres récls vérifiant:
{1) v et un entier >2;
(@) «=0:
(3) ¥k=1 y ot g, sont des entiens 5 1;
b
[OREE=g
Posons
B=h—h: B Elea
On veifie:
S e
E1a1d = —~0 (k- os)i
D 10
ST T




==
en résulte que A nadmet por de densité arithmédique, mais que

dAy=1, dA)=0,

5. Soit ar un catier >2; considérons
Am Y (e,

 Vensemble des entiers > 1 quiy dans le systime de base m, sécrivent
impair de chiffres. Poue a = 2 c'est Vensemble de Kubilius.

fo =ga—pu = (n—Dats,

- 2
e 1
@) ‘l’znl,;-:x:

résulte que A n'admet pis de densité arithmétique, mais que
i{A)-.

1 =
==

A=Y RO RO, kelh.n9),
mma«mwmmummmﬂm

8a = gu—pp=10%
b am et = 9 DI
O vésie
o B parlog

o !:-“’ﬁ;n.
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11 en sésulte que A a'admet pas de densitd asithmétique, mais que

=Y.
144110 1 1
YA = T AT
(cf. Remangue 85).
() Critie dresitsiie dPune denith anclytique ponr A.
Prerions w({e]) = Log (1 + Ua), Fip) = Lags, w>1: alors
;',r.;;; I.ng(l + ;}

1
T = Lagtat 1)

La densité u se réduit & la densité de Scozzafava. On sait [Ex. 511, Rem.]
que le falt que A admet { comme densité de Scormafava équivaut au falt que

A admet  coreme densité walytigee 3.
Crrrire 8.7, Soit A= U[p., aul #me portie de N*, wf finic wi cofinic, el

2.=Logg.—Logp.. o =Logf—Loggoa,  #>1, (=1}
Sait #uw réels 0<I<1 of suppesess vicifites der devoc proprifis suivasies

(a) Logp,~Logga (v cc);
(#) ode, =1 (a—+o0).
Alors A adwet § comme densité snalptiqne; MA)
i Jm 0, alors Jo svule ondivion () impligue $(A) =
Conoiais 8.8, Suppeseus gue fes deics smites (), (g} vérifient
e B, ~
et G
aree o, B (1, + ool un an mwins de ces maswbres tat difficent de 1. Alers
(@) Logp,~Logg., (8 + )i
e, Logigp) _ ___Log(p.) OBy,
) S O o R Gy et
12 riste que A st la e anslytie HA) = Log afLog (/3.
On seccouve un ésultar de A, Fuchs et Ph, Nanopoulas [4].




= Logq.—Loggeis

=1, (f=1)

55 Jom 0, alors ds condition (1) éguivast & (28).
En paniculier, si les deus suites (p,), (0.) convergent an sens. de Céaaeo

:....-..p}:m.bm.umumummm;m
en sésulte e eritbre sul

£9 (3. i) Seppomms g b o sl (b, () it

) g e (0> 1) =)
Alors A adwet la dessith mmalytigum 3 A) = Logriloge.

. Diwowsmumiow. 1L sufit de montrer que, dans les hypothitses faites, les
propritsés (24) et (2) ci-dessus sont véifides.

1) Il résulte de i) que Log p~ lﬂ‘f.ﬂ*li)whﬂ-'“'lﬂkh
_fﬂ'ml Log g~ Log gy 1l en résulte que Logp .~

2) g = Log (guip.) -~ Logr, d'oh aussi ¢, — Logr 4 sens decenm.
ou=Logg,— Logges.
1 3= togg. = Loglfa"] = Loge.

' Cestddice o, - Loge au sens de Césaro, d'ob le résulrar.




Rusenque: .10, En vernu de 1) la condition i) peut érre remplacée pac
a suivante:
G (Pl e (o> 1)
(5'; effet (P = (pulg)"(ga)n: o, dapris D, (pfg M ~1, d'ob (p V"~
et oot présens reprendre les exemples. considérés lors de Iérude
de Ia densité arithmétique et les étudier du point de vue de la densié ana-
Iytique. Nous avons vu que les ensembles A des Exemples 1, 2 udmetaient

des dentits aihiméiques, en leus appliaat e Crtoe 87 on momoe quils
une densité arithmé-

tique, Nous porierons notre atication sur Jes ensembles des Fa.cmln 34,56,
a'admertraient pas de densité srithmérique er pons allons leur appliquer
le Critére 8.7 pour voir s'ils admettent une densité analptique.

Bume 3. A= U al, ob

Pe=100, PR sk,
G=10,  OE)y=akts.
On suppose que a, b, ¢ sont des nombres réels vérifiant:
(1) az0;
(2) YE>1 py et g, sont des entiens >1:
o)) n<"‘ T
Posans
= Log,— Logpy = (c—1) Log 10,
o= Loggy— Log g,y =« Log10.
On visific
Lopb a1
@ g e e
Cestddire Logp~Logai
0} 7-“_.‘
Tl en ehsulte que A admet Ia deasité analysique 3(4) =
Bt 4. A= U [p 4l o

A0, kg,
G100, ) ok kb o)
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que 4, b, ¢, w sont des nombres réels vérifiant:

A1 py et g, sonx des eatiess 1
L

o= Log fy—Log py = [(— B+ otk=1)] Log 10,
?.-li!u-—lntm- [ ofk*-1}] Log 10.

Esermple 3
A adet done Ind-nn-ndmmﬂ(d)-(r i);.-m. o

quelle est i
Avons wu que A a'sdmerait pas

)= (1), ) = 1w+ 1)

Bxwurs 6. A= U[LII)'.(&«}»I)[B'[. el 9

de densité arithmérique, mais que

Cest (lidlss de I'Excmple 3 avec o
Logia (& + 1). Lumbkﬂldmdmhdﬂumundmwlﬂd)
= Logy, (1 + 1), Ceei résoud le fameux probléme du premier

A=Ulal.
PO, g 10,

) 20 o e potpicect W et eV R Wit b
| i de TEsemple




Un simple cateul montre quc

() L[:ls!f =107 ) o Von dsdulc

atn

i LB l 0w
Logp siw=1,
La propeiété (a) du Critre 87 n'est donc pas remplic.
) En posnt g, = Log4,— Logpu, #4= Logfi—Log g, on 2

simmt,

a1,

Uensemble A wadmet donc de deasind analytique <n aucun cas, mais il
stsukee dus Thiorbme 82 que:

— pour w=1

I e s T

— pour w>1
=1, dA)=0.
(3) Critire dexiitesce d'owe densité wwslytigne de. 2 esplee pine A
Preaons
#{{w}) = Log Log (s + 1)~ Tog Logx
Fla) = Log Logs— Log Log 2~ Log Log .
La densité u se réduie alors & lu densité de Scozafuva de 2* esphce. On
sait (Ex. 5.12, Rem.) que le fait que A admet / comme densité de Scozmfava

d:z'npmeqm-nm.‘uﬁmun...mnagmp&rrm
Le Théorme 8.2 feuenit le Critire suivane

Curriag 811, Soir A = U [py, 9.l ane partie de N*, ul firie mi sofiric, ef
e =
2, = Log Logg, — LogLog pu

15 -1
o, = LogLogq, = Logloggy el




L rits 0 0<) o suppasens. wieifides des due propriétis sisamter

(&) Log Logp,~Log Logg.; (0> =)

() galon =) (g == =)
j&rd.ﬁm:.whﬂtmﬁﬂparm

.0, aioes la arule conditien (8) impligue que celte densité ect waie.
Exgwsies. Nous avons vu que chacun des ensembles des Exemples 1, ..., 6

it une densivé analytique, mais que lensemble de 'Esemple 7 a'en

it par,

Crittre .11 permer de montrer que:

(1) chacun des ensembles des Excaples 1, ..., § admet une densité ans-

e deuxitme espéce, qui est Egale & 5 densité analytique,
de I'Escmple 7 sdmet unc densité analytique de deusitme

Reangue.. St A= U (4.l Nous avoms v que:
1) $i p,. g, sont des polyntmes en 4 de méme degré, A admet une
arithmétique.
‘ﬂsm.;.mnsuuwmdludquelw 10°, o &, 0 sont
méme degrt, A nladmer pas de densité arithmétique, mais
'mdmmw,sqx
(3) 5i py, 4, vomt des exponeniclles dexponcnticlies: 10777, 10095

' sont des polyndmes de méme degeé, A Wadmet ai densité arithmé.
i densivé analytique, mais admet une densité amlytique de deuiéme

{.ﬂnmml’mwmmm.

9. - ThioREMES TAURATINS

Commengons par falrc 'obscrvation suivante:
~ Saieat u la mesure de Lebesque sur R et F s fonction de répartition;

:
o1 LR

La scansforméc de Laplace de u est dofinée par £(7) Igp[--l:l&—‘jf
d'oln

wy=1, . #>0.
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Les relations (2.1) et (9.2) sont 3 Vorigine des théorémes mubdricns, dont
le théorbme suivant est un cxemple.

“Trbonbae 9.3, Soient j w wesrs fpasitive sur RY, Fufnumd.ﬂp.wm
Fix) = ({0, 5] 5> 0, of g sa Irawsforsie de Laploce

Yo J' exp [— ] dn(se) -
it

O suppase g(s) finie pour tont 4> 0.
Ay, poar font mowbre.riel 10, des dessc propidts. sxiventes s} équisaleates:

00w M ety
O5) ) 2t =1 {40

Ce théoreme est un cas pasticulier du Théortme 9.13 pour ree /, o = 1,
i) = 1. Nons allons en donner unc démonsiration dircete, adapuée dapsts
celle du Théortme 9.13.

Difsosriarion. () = (8). Supposans que Pon ait ()3 on peut éerire,
de fagon équivaleate,

Flmy )
oo T i),

el
o5 b0 BRI gy

Ox, Vx> 0, Vapplication y— F(y)fx st Ia fonciion de réparition d'une
mesre positive &, dur R*: s Tt Fag oyl o Erackon da
répanition de la mesure /2 sux R, ob 2 désigno la mesure de Lebesgue. La
relation (9.6) cxprime alors que 1'on a, an seas de la convergence des foncticas
de cépartition:
on P S

Désignons par (7). 3(r) les transformées de Laplace des mesures g, J
On a ivialement

©5) M;)':;.:(;). I

Or, d'aprés Je Lemme 99 cidessous, la fonction ¥ -+ 4,(1) &t bornde.
1l résulte alors du Théoréme de continuité pous transformées de Laplace
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[2], ¥ol. 111966, p. 410, Théurtme 25) que
Vel g+l (e

Vel ;;{5)—.!!' (e

. Prenons =2 et 2w =1; il vient
f wh~-l o,

it Ia propeiéed (- L

= (a). Supposans que V'an ait (B); cette propriéeé cst 4

Or le premies membre cat la transformée de Laplace de F{yd)jx et le
rmembre Ia transformée de Laplace de jr; en outre le premier membre
& pour 1 = 1. Le Théaréme de continuité donne alors (9.6); en fai-

1 on abieat (a).

wn 0.9, 5 i mm (.) a0t virifie, alers fa fonction 3¢ s (1) =
) 811}y (x> 0) st bormy

riox. On @ pour tout x> 0

: s{, U+ I}«a[—i]a'w <Foi+ Femi-2=1FE,
o, pour x assex grand,
<ttt Seml-2-zea] s
)4(,'4. oft+ Fep -2z} <d .
Le Théoréme 9.3 comporte comme cas particulier le ‘Théorime suvant.

 Tufontue 910, Sokewt (5)0000 (dasy desox swites de pommbrer véels positifr,
ot I seconde vérifis ler conditions
o4y O<uddeo,  rumtin

Pouins, powr st £ 0

o 2= T mespl=oi)
ek smppesons (1) fvic peie tint 1> 0.
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tlors, poar.tont 10, les e propridtés swivantes vt iqivelonte:
13

e

) 4t 4 (o).

wl (s o)

Difsaxsruarion. Considérons 1a mesuse positive 4 sus R* définie par
#= Ean,

et désignons par F 1 fonction de répartition. La fonction ¢ mw;m e

«est la transformée de Laplace de . 11 résulte alors du Théorbme 9

condition (#) équivaut i la suivante

Eat pretons

1i suffic done de vérifier que cette dernibre condition équivaut 4 la con-
dition (). A cet effer, renurquons que 'on &

Fls pl1. 5D = 3

conséquent, si pour tout nembre positif & assex gend, on désigne
pnx, V{unique) enties déterminé par la relation

Sa<*<huins
ons

Foy= Fizo) = ":"J “
d'ol l'encadzement
'

Fix)
i<

La conclwsion réaulie alom du fait que 'on &

lim mym oo et g

Nous donnons finalement le théartme taubérien général suivant:

Tostonie 9.1, Soient i wve messre pocitive sor R', F sa fonction de riperti-
rioms F(x) = ({1, X1}, x>0, o ¢ s tramsforwie de Laplase

2= [ expl-slduty).
mint

O suppore 4(1) fisie ponr sout 4 0.
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 d'asire part ¢, ¢ det mombres >0 o1 I(-) ave fosction & warition lents,
e forivion meable [a, -+ oo R pirifun

vis0 5%3 1 (et
ors . doe proprittis smisantes swut bquinaloes
O] (@) F~e ey 09 e
5 0 so~egi(}) @n-
Puus ¢ = 0 Ia relation (9,14) doit ire interprésée eomme signi-

Fxy 4;«(1(:))!.,4 oo remarque analogue pour (9.15).
ehéoreme histoire; il est connn sous le nom de théortme
touve

armats, On en 1a Haéramure

dans des cas plus o moins paniculicrs [1, vol. L

103, [2. vol. 11, p. 421, Mrme 2L p B Eaeilca e
penéeale, suit démonstration du

de in
on Ia trouvers dans (6, 'IM&EI'FLP.C!T]
Donnoms pour temmines une spplication du Théoréme 9.13.

i o B0

 Prorosirions 9,18. mm_fm.-i-.-w-m,u,..m..;umm.-m
Jer duxc propridués swivanies seut bywivalener

(u) f et | comme deasité Ioridbmiga;
()  adoet 1 comae drsisi « siriv-iogorithwiqn .

Disionsrusrion. Prenons a{{el) = f{n)is slors ba proprieé (s) stécsic
2.19) F{s;—_f Lg)-u.‘]ag:. e

(ﬁ =10 ceci doit fre interprété comme signifant Fix) = o(Logx),
¥ on) Cest la propriéed 9.14 ave ¢ o [, p = 0, 1(x) = Log x (Logx est
'i;:‘ vasiation lente). D'apris le Théostme 9.13 la propriété (9.19) équivaut

s =Fewi=m o). o
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Clestdedine, en posant esp 7] = ¥, 1=t~ (0],

21 Z/ME—ilog =), Y.

Or ceci est la propeitté (2).
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