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Un teorema di regolarizzaxione per le soluzioni
dei problemi ellittici in aperti non limitati di &* (+#) (++4)

A regulatity theorem for solutions
of elliptic boundary value problems in unbounded domains in &*
Scumr, — ia is papec v sty lineae elpie bownlury rab: probless I wnboanded

dommicn in. K. ot wlueions of sach packins . obuio 2 cegulasiny theoeem whdn . rufable
chasn of Saller weight spaces

Siano: £ un sotwinsieme aperio e non limitato di &* ¢ sufidcntemente
segolaren, A un operatose diferénziale lineare di ordine 2ur wifirmemonte ¢
proprismente alfinice in &, By, .., B m opersiori differenaiali lineari che veri-
ficano la condiione complementare tispetto ac A mifermemente s 342,

In questo lavoro stabiliamo una propeictd. di regolarit pee le. soluzioni del
problema:

o An=j in gy
Bp=g, mid, je=l..m,

aﬂjunhm&nmd:ucd;!wumsobokvwnpamdmmmmnw"
dove il «pesan & uma potensa di un'oppornuma fuzione g3 @ — &, tale che
oot e L.

W), reNy, se R e pe(l,+ e, & lo spazio delle distribuzioni »
su 2 wll che g*ew e L7(8) per [u] <r, munito dells norma:
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(), re N, re R e pell, doof, & lo spasio delle tracee su 20
e i s e ().
Poniamo:

L) = W)Ly s 2, 1, 1.

dove m, denow Pordine di B (=1, ., m), ¢ fissiamo un inteo /4.
Nelllpotest ch i cocfficicatt di . dei 8, sirio « suficientermente regolasi »,

provismo chie, qualungue m.... .ue e pell,+ ol s fePT00) ¢
LW RNs G0y (=1, ..., i), allora ogai fomione 4 & Wir() N LI(@)
s e :

soluzione del peoblema (1) rlwhn i a.m W) ¢ soddisfa

Z 1

Z e + 1~!mm)-

o <e{ L i

dove ¢ & una costante indipendente da u, da f o dalle ..
Mestiamo

logo

evidenza che il risultato ortenuto goneralizza un sisultato ana-

conienuio el toorema 6.1 di L Sgambati - M. Troisi [6], il quale vieac

o in ipotesi pib restsittive sulltpesto 2 e sughi opesatorl A ¢ B},
).

U=
1 0. 1 & dedicato allo scudio deghi spazi W(g).

Nel n. 2 vengonn teattari gli spasi IF}~Ve-0(etl),

Nel n. 3 viene enunciato il risultaia.

1i . 4 & dedicato alla dimostrazione del teotema enunciato al n. 3,

1. - Gur wass W)

Sia &% Io spaio resle euclideo @ » dimension.
Per ogni 0 B* ¢ per ogal £ R, () posremo:

Biw,r) m [ye R jy—x[<r].

Per ogni. multi-indice = = (:

B

=

dove:
Dy, (= VET), k=1

Asscgnismo un soteoinsieme aperts ¢ non liminto 2 di R”.

@ Taichsgmss con N Vi el nmer s posivl, con N Tlseme
sn gl can R Tieare del romerl e, com B, n.....“. awmet el sk, o R,
Finiene del mumer compleml.

Finsieme del numer resll noe peguid, e
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Se r&N, © Lap oo indicheremo:

con WA} lo spazio delle distribuzioni # su 2 wli che 2we LA({1) per
) <r, munitn della noma:

e 2 [F5linns

WD) Vinsieme delle funizioni #: £ —C wli che yu e Bo() per
osﬂivsmﬁ

con LL () lo spazio WD)
Assegniamo una funzione misumabile : & = &, soddisfacentc la seguente
ipatesi:
1)) Bsiste de &, ule chet

e
an ;
| R
| Fisiato de R, tale che sia verlfcan 1a (1.1}, nel segito per ogni x& 2
| porceno:
w2 D(s) o Q00 By )
i

Osserviamo che a (11) & equivalente alla relazione:

(L3 Flo(n<e)<laly Wre e ¥xell)),
dove 4 & uns coseante indipendete da
w&m&lwmmd‘gﬂm“uﬂmﬁm

AcQ 5i ba:

a4 ol <+, wipil)<t e,
[ < quindi: (\

¥ (] oot e Lal) . J
‘ Indicheremo con g @0 -+ R, I funzione definita da:
1 s pegl<d,

‘ SereRel<p<t ammh(ﬂ)hwnmm
4 Q= nli che g*ne LA(@), munito della norma

’ Eollzgion = LW haian
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Serell, seReips
disteibuziond » su £ wli che

. indicheremo con @ lo spio dello
1240 pes Ja|<r, della norma:

S fenlin

Nel seguito supporsemo che sla Verlficata Ia segucnte eondizione:
an o= inf mis 2(5) 0.
Osserviamo chie Ja (1.7) & verificaa se @ & dotuto della propricti i cono,

« quindi, in particolare, se £ soddisfa le condizioni definite al 5. 2 (cfr. l'ipo-
tesi i)

Lok Ll: Se & serifiata fa (1.7), allrs we Wo(0) 20 ¢ selo 12 we WEn(dh)
 la fangion:
us X Wl

1 i classe L(G); imolire vistone 6,0y R, i ehe

09) bl < | fertialimmnted “<aiipm, - WeWiG).

Infatti, se we WD), in conscguenra delle (1.4) 3 ha che we WE(D;
inolire, per Ja (1.3) si ha per [aj<r e per ogni xef:

)ty <A farn i ay)iedy = Kyt e a )y -
o win o
Osservando allora che risulea:
JE B = fer st s
@ ot

evidentemente si deduce che la funzione definitn dalla (1.8) ¢ di classe L3(G)
& che sussisic la limimzione:

' mis B0, o) ez

el
Viceverss, supponise che u s W2(0) e che I funzione definita dalls (1.8)
sia di classe L3(2).
Evidentemente si ha:

)| =
ILCE

Jv"(x)rw.'-‘ ez ¥

J‘ )
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Daltea parte, in conseguenzs delle (1.7) ¢ (13) sisuls per ogni y 02

[oto e e 1 b o).

Dalle selszioni precedent] si deduce evidentemente che = W]#(4) e che
sussiste la limitazione:

Jrreteamadenizoeiy 3 fortiiabis.

Ne segue la tesh.

2 - Gu seam W2ty
Nel seguito considercremo aperti £ di R* soddisfacent] la seguente ipotesi,
dove / denoma un fissato intexo positive {che sark definita al n. 3):

i) Esistono un e R, un ricopsimento di #0 mediinte una famiglia
(U)yy di apermi W, di B ¢, per ogal 453, un omeomorfismo x —» o, (x) di
dasse CF i T, su B0, 1) wll ches

1) se x5 &), allora B(x, 1) <A, per un opportuno i

2) @ W D) {76 BO, 1) 7. >0} ¢

B0, A2 = (e BT 7, = 0]

3) i@ e 0 dtate insieme con le loro desly
di ondine </ da unx costante indipendente da J.

Ossomvamons 24; Evideotemente, In condirione i) & soddisfutta se 0 &
dotatn della propriecs di weifirse C'-regolarfs, definita l . 4.6 i R.A. Adams {1].

Per ogal a€ R, porremo:

0, = e O] dist{x, 2 < o) .
Osserviamo che lpotest 1)) implica:
9::3‘.]“0_,.
o
¥y e, ﬂlEl}'E(x.i)t‘tk.

Vo Bt ﬂ(x.g)ca.
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Nel seguito supporzemo che s vesificats anche Fipotesi i) definita al m 1.
Inoltre. mantezremo le notazioni del 1. 1 ¢ supposremo che sia d<of2
Osserviama che in conseguenza del lemma 2.2 di [6] evidentemente s
Lenun 205 S sow sersfcate Je ipotect ) ¢ i), ablra, per agal re Ny, D(0)
& dousm i WD),

Nel seguitn consi
P, 4 sal, per la cui definizione tinviamo, ad es., 2 R. A. Adams {1

Fissa fe 3¢ fissata uufummuaux.n-) tale che supp [ =L, per ogni
funzione g definita in L, 70 potremo:

dereremo gli ondinasi spasi di Sobolev WA, 16 R, e
i}

(m(w'-u ) se i<t
e [y]>1.

wll: = (e Al

Per ogni x& £) porremo:
I =240 Blx, d) .

Fissatl: x0.4 tale che dist (, 0) < 4, ie 3 mlk che B d)c i, ¢ una
funzione £ & D(R*) con supp ¢ € H(, l). per ogni /& R, < per ogai fanzione
le che y{iz) € FL(R+1) porcemo
@1 Ielwnrian = 19 S8 e -

Per ogai #e (D) porrema

Indichéremo con !D{nﬂ)llfhu:del!rfnmmm‘ #0 - € che sono restri-
zioni 4 #02 di funzioni 4 D

SercN, se R e pell, -+l per opni 42 D) porremas
22 1glwisnnin == inf [ wpem,
dove Pestremo inferiore & preso rispetto alle s e D) tali che yw=g.

Fissiamo .zncﬂ-; nale che supp < B0, d) & paniamo, per ogni x &2,
feige R ply—

Per a@zs.wn) indicheremo con:

X ERr [ aghwrinairun

Ia funzione che ad xe £ associa: ero se I(x) =9, Ja nomma della funzione
€A = E(3)a() definita dalls (21) s& I'(x) # .

Lewna 22; Per agni g= DEDY d bat
"
@ ([ereatiiamn ) < eigt o
;

ot ¢ i custasse indipendeste da 3.
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Tnfatt, assegnate g6 ISF) € i & D) tali che = g, notodamente si ba:
Tty < o <451 oty
dove ¢, & una costante indipendente da %, da g e da 43 quindit
J o YA atrun 8 < a7 o B -

Da quest'ultima relazione ¢ dal Jemma 1.1 i deduce in modo ovvio I tesi.
Indicheremo con Wy Ve*20) il complenmento di DED) rispetto allx

s aap‘amm = e 2 (0, ] pecliogs pec
continith in un'applicazione, che indicheremo ancora con. # — pw, I
condines i W) in 3o PeGa).

noi

3. - i TRORXMA DI RECOLARIEZAZIONE.

Indicheremo con M,(t1), ra Ny, a clase delle distribuzioni ¢ su 2 tali
che vy & L(G) pec fai<ir.

me ¥ ¢ un sistema [4,
renziali lincari s coefficienti definiti in §

B.) d w1 operaori diff
A di ordine 2ar:

A= T 4D
i
¢ B, di oudine w5 Ny

B 3 0 =1,

Nel seguito posremo:
Jyoe o (2, my 1, 1)
« indicheremo con [ un fissato inteo
Supporemo che siino wuﬁub:hlpodﬂi i)y ig) € te seguenti:
) an e Mg (9) per | <2, b0 My () = lal<m e f=1,

inoltre le funzioni 4., per [u] = 2m, € b, per (u| = a, sono
continue in £

103 st il SO I L Al s s
vesificano 11 condiione. ompleomeatare zispets nel
senso, ad &5, del 0. 7 di S Agmon- A,Dm;u- LNimna;w,
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Osserviama che, nelle ipotesi poste, per ogni we D() si has

Idslwimnmssy ¥ [Pl g <6 leleine,

dove &, & ¢4 sono due cornnti lodipeadenti da u.
Se e deduce che :

W (i, B, oy p B )

definisce ua operstore linesse ¢ continuo d&i WH() in

Ty I Wi ey

Proveremo il seguente:

TEONMA 3.1 Aseguiswe wy iwters {5y, p&ll, + sol, 1€ R ¢ supposionn
e siawo verificate do ipotes i),

Allerd, por g fungione we Wit (0} 0 LG « tale che:

(31 Ane Wisn(ay

(3.2) BaeWl =t

4 b s W) o
B3 Wlwim<d »'!n;»‘,"'\-\m*»‘gi?ﬂ'.“w:'v“-wm‘.‘"'ﬂ("l]-

dere ¢ & e costamis indipeadeate 44 u,
La dimostrasione del teorema 3.1 sard daca al . 4,

4. - DrvostrazioNs DEL TROREMA 3.1
Pet ogai xe 2 ¢ per ogai re |0, 1] pomemo:
D) =G Blxrd),  1{x) =20 0 Blx.nd).
Fissiamo 0&D{R") nale che:

00)=1 periyi<fd. sappdcB,d).
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Fissiamo inoltre ¢ @ e poniamo:

¥ s 8RB~ ¥).

Sopponiama om che sitna verfieate 31
griamo una funrione .sm--rmn £5(0) mﬂmfﬂ s

Da ben noti Mhdmwhkmidhdd mun_q:d:lhiuﬂ

d.k(we‘.ulu §, Agman - A, Douglls - L. Nirenberg [2), F. E. Browder [4])
deduce evidentemente che w & WFE(D).
Proviama che sussiste la limitazione :

1) et <t EArb oot 4 10,08 st o)
v 4, & una costante indipéodente da x & di u
Poniamn » = yr.
Assegaiao v, /210,31, con r <7, ¢ uns fonzione g & DAY tli che:
w)=1 per Lylsrd,  suppyec B, rd),
p gl <alr'—r) it
Mr.éummmlndlpendm dar e da+, e indichiamo con § = £, la

i ol dell il

Evidentemente, nelle ipotesi pﬂi;r o s 8 2 14 . e
L. Arkeeyd [3]) o dedoce I linirazio

42) Kol <6i{ | 4G M memacar é|l:&(€')l-—«b-vw+lﬂhw,)~

Dalla (42) segue cho s ha

43 Wlenin <
it <hy (lAt&)I--qm.*-j‘lW"-(MI-f---—‘wmH'!uwm))-
I
s Dialtrs parte cisulta:
i
Appmsant B, F((Jaomems,

B =ikt ¥ % (Foubrsiomn,

PR A

g Wl = ol e e
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Inoltee, posta 7 = &=+ tenuta conto che- sussiste lu relazinne:
(]

xyl—’glr-lé"‘(i“x‘l)
con delle opportune costanti c4s, 31 b per x| < 2:
18l sy 6 3 K ) o <0 . 05
Analogamente, 5i ba per [s] <

[ RO 1 P R0, o 20 B

On, pec ben note disugusglisnae selative agli spazi di Sobolev ¢ per le
proprieti della fanzione & 6 ba per faf <z

P Sl A PR IS
e e (L PO - T e

Dalla (4.3) e dalle successive relazioni 5i deduce in modo ovvio I limita-
ione;

) =) el ooy <A b+ 2Bl +
+ Wlotoon T oy o7
{45) ¢ da un lemma di crescenza di C. Miranda (cfr. il lemma 3.1
dl[!l) 3 deduce Ia (4.1).
Dalla (4.1) segue che =i ha per ogni xe 2+

Ol <0 (N Antr o+ F OB M i)
+ ) belgon) ¢
da quest’ultima selazione e dai lemmi 1.1 ¢ 2.2 si deduce, tenuto conto delle

ipotesi su «, Fippartencnza di # 8 WH#(2) o la limitasione (1.3), ¢ quindi si
ba la tesi.
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