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Une caractérisation de la filtration naturelle
d'un processus ponctuel margué (**)

c prone that, for 4 given marked g proccs, 1he sl rlargrren of i
a.m.mmm.mmwnuw Rltration passessing the martingale representation propeny.

Una caratterizzazione della filtrazione naturale
di un processo puntuale marcato

Asscgmate wn processo pantsale mascais, sf dimonrs che Tingnnikmenta shinle
e s o s el i i Hapess sl syl vilgs . popeich
s rappecscuvasions delle maringile dimsatrats in (2]

InrRopucTion

Etint donné un processus poncrucl marqué (dont le paramérre e spatial s
ek dhon o e soomanll> apcconye) gt par j 52 mesure aléa-
toire et par 39 sa fileration narurelle. Considézons en eutre le grossissement.
habirucl F de F°.

Nous svons. démonicé dans (2] gue 5 posside Ia pdﬁldmm
e martingaler: %i Von munit VespaceTQ de la filtration ¥, toute: martingale
(locale) peuc éure seprésentée comme différence de deux processas, dont I'un
est Vintégrale stochastique, par mpport u s, d'un processus paraméreé prévi-
sible, et 'aotre 3t un processus prévisible & variation finie. Ce sésultat entralae
immédistement, dans le eas on u posséde une compensatrice locale prévisible,
un théaréme de Jacod bien connu (vois [5]).

Dans le présent article nous nous peo de montrer que la propriéeé
préoidente est coractivistigne;de a fltration F, au sens suivane: toute fltra-
tion %, continee & droite, pls fine que 7, et possédant la méme propriésé
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de représentation, colocide avee ¥ dis que I tribu U, colncide avee F,.
Ce résuliat géndalise un sésultas analogue obtenu par Timi [4] dans e cas
mmcuhn oh I flsasion 7 et quati continue & gauche.

i bilis un lememe (voir (2.9))
qui nous a é¢ inspiré par Vassertion (2.2), 2) de (6]

1. - Hyrornisss i1 soraTioNs

Le langage, lés notations, les conventions sont les mémes que dans [2], 7).
En pasticulier, un procesus de Stieler est un processus 4 vatistion finie (con-
tink. 4 dboice; a0

On 12 donrie ua espace probabilist (2, 4, ) et un espace mesusable (, £).

Un prcesias pasteiel margné st un couple

an

00 (T,},.., €51 une suite croissante de variables aléaroires positives sur (9, A4),
3 graphes disjoints, avec 7, =0, sup, T, = oo, et od (£.),., st une suite
dapplications mesunibles de (4, 4) dans (E, £).

Un praceame pavamiteé 1 cst ne fonction réelle mesupble

(% 1 0) v MU 4 )

sur F'espace £ |0, o=[ £ muni de Ia tribu peoduit 65 B(]0, s=[) -4, Lorsque
Vespace (2, 4) est muni d'une filtration, le processus paramétré 17 est dit pré-
winile si 1a Fonetioa

(3 Gy ) o MG, 4 0)

o sl ue Vespice ExJ0, o s produc de el € f de
eriba prév

ot suie, on suppose danné Ic processus poncracl marqué (L1),
e Von dsigne par u Ia mesure aléatoire associée 4 ce processis, ¢etidine
s mesure aléatoire définie pa

il dy= ¥,

3 e o )

Pour tout processus paramétrd F, on peut alors considérer Vintégrale sta-
chastique de K/ par rapport & i, Cestdedire le processus de Sticljes Mo
défni pa
a2 Hmm = 5 HE G Toh o).

1l s'agit d'un processus purement discontiny, ne sautant que sur les praphes
des 7, (avec n1)




g

L flivasivn wairelie ¥ i processus ponciucl margué (1,1) est, pac. ddi-
nition, la moins fine parmi toutes les ltrations sur (£, A} qui rendent chacunc
des fonctions de 1a forme (7., (wvec w1 61 Bet) un temps diarsér.
Nous désignerons ar ¥ le grossinewm; habinel de 59, cesvi-dire I fitra-
tion (continue i droite) dénie de la fagon sulvante: pout tout /, la tribu 3,
est constituée par les elémens de & qui sont équivalents (pour 1a lof P) & un
dément de 77,

2.~ Le THEOKEME DE CARACTERISATION B 5
Nous nous proposoas de démeontser le résultae sbivans:
(1) Tronkuns Soit G wae fillration ovec os propritiés mivastes:
(@) G et pls fine e 7.
() La tribu 9, eohocide w5y
) 6 est contnne & draiie
(d) Por rappert i 8, towis ....m..f- lurwde, continns & dreite et malle ex 0,
et B ropele comen diion e de grocscn, doat ' e b hﬁmqn 2,

-mupm.‘m;w-fwmm o Dantre est indissingmable &'t procesins de
Stieltjer privisible

La fliration § coincide wlors asec 5.

Dans toute I suitc, nous nous placerons dans les hyputhéses du théoréme
Enoncé cindessus, Toutes les. notioss. faismac intervenis une fltraion seont
i cntendre, auf memtion eagresse du contraire, comme selatives 4 b filtrs-
tion 1

(2.2) Cosvenrion: Pour abeéger le langage, nous dirnos. que deux pro-
cessus sont 5 si leus difference est indistinguable d'un processus de

isible.

Avee e Iingage, I'hypmhb: @1 ({; 5 -’{nnm de
Ja maniéee suivante: toute martingale M hornée, continoc 4 droite ¢
mﬂ,mhwvzknmémpmmmdzsmlzpd:hrﬂmer.I'&HP“"
ccsnus paraméteé prévisible. On remaequera que A est alors
dun proccssis de Sileles 4 varision localement inégrble (vm. [:] (353)).
Par conséquent, le processus Fp est, lul aussi, & variation

sbie, . won compeanious laca] prévisible est Mwn;-hh d.= H: ,.—,lr
(vmri"l §35). S, poar un cerain enticr 51, b maringale M vérific 3

on M = M My, le processus- parméted prévisible & poat ée

iuppod sl boes de ensemble

@9 s e T lo) < s T}
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{quitee & le arldplies pax Vindicatrice de cer ensemble): par conséquent, on
pedt supposer que le peocéssus A pr ne saute que sue [7.]
Le Théoréme (21) est unc eonséquence facile des deux lemmes suivantss
(25) Lesaum: (a) Pesr seit mombrr réel 10 et foms anvior n1, fex doas: ribns
W .., 000 wliwe trace iy Lowermble {2 T,
(1) Poor isnt enticr w1, da drace de b dribn privivible v e graphe de T,
et vastenne das fa-teace de da tribe SO, <) BBy, s o seéme graphe,

(2.6) Leswsss: Pane font euter =0, s dews tribes Oy, F y, ont mbme drice
sor Peviembly [T, < o).

Voili comment lc Théoréme (2.1) peut érre déduit des résultats (2.5), (26):
Etant donné un nombre réel #20 et un élément 1 de G, il sutfit de proaver
que chacan des ensembles de la forme

@7 An(To<i<T)
(avee &> 1) apparic
+Or, d'apris. (LS] l'gnu:mhh (27) peut se mettre sous la forme
Bn(Te,<1<Tl,
svec Bt , donc auss, grice & (2.6), sous Ia forme
CalTosr<Ty},
avee Cc Fy_ 1 sous cente desmitre forme, son appastenance 4 est évideate.

Le Lemme (2.6) est, 4 ton tour, une conséquence ficile de (2.3) (). De
fagon précie, il peut fire démonteé par sécurrence
Disiossramon i (2:6): D'aprés Thypothise (21 (3], on o 8,= Fy.

Supposens que, pour un certain enticr deure 1 jent
méme trace sur Pensemble {7, , < o}, et montrons que les tribus i', i
one méme trace sur Peasemble (T, < o).

Sait 1 une oire réclle bornée, mesueable par mapport & Br,

e désignons par MM Ia martingale (continue 4 droite) fermée par 1/, En appli-
quant hypochése (2.1) (4) i 1a martingale A — M, on voit gue, sur Ve-
semble (T, < <), Ia variable aliamire 1 coineide presque sorement avee uae
fonetion du type

@8 wre M,

) o HZ (o

e

B =T o)

ol H et un processas paraméeré prévisible (nul hors de Pensemble (2:47),
et ¥ est un processus de Stieltjes prévisible.

D'aprés ['hypothése de récurrence, le premicr terme de ls somme qui figuse
dans (28) est mesurable pat mpport 4 la trace de F, . Gehce 4 (25) ()
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1 e e ot ceumlespu ppeet 4 e b gt o (T o)
par Ia trace de By, (clesthdire de F,, ) ot par les resirictions des

aléatoires Z,, T,, On sal, dastse past, qus wmmmxm];
ment la trace de &y, sur {7y < o0} (volr [21, (1), (J.BJ,uubmill,TID
p. 307, T36, p. ¥9). Liassertion est done prow

11 nous reste 4 démontrer le Lemme (25). A cet effet, nous commeneerons
par démontrer 1 lemme suivants

(2.9) Lessar: Estend dewnés s eniive n ot sn fomps darett S< T, dii-
foums par M I martingale (continse & droite) feravte par Pindicatrice de Pemstomble
$=T).

0 esiete alors mn prevezens puaramiveé prévisible H, 1ol que H-p mois e processir
e S et e sautant g suy [T, of gur fa diffremce. FHiop— (M— ATer)
it tm provesszs de Stivlies previsible of ireissnt,

Disonsruarion: Nous pouvens supposer que la mamingale M— Ar*
soit un processus de Sticlties, et que 'on ait parcout

0<M<l, Hmdl®,  My=lygywrif<e}.

On aurs alors
@10 AM20 o funs point de [F,] -
De fpun gl prc s [T [5) 00 s M= 1, do AM50; e

_]n[:] oo aums A3 =

Lhypothise (2.1) (¢) em::ln: Vexistence d'un processus paramétré prévi
sible H, tel que I mantingale M — M7 ﬁpuv.\lun:(wmmde(ﬁ-&'))
au processus. H-p et que celuici ne saute que sue [7.] (voir (2.3)),
Puisque la, difiésen

¥ Hop— (M= AT
est un processus de Siicljes prévisible, Vensemble
@m [AY <0} = (AH ) < A3}
est un réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét préviibles. Soit B
Van queloongue de ces temps d'aseét, e montzons que soa priphe 5t conteny
dans celui de 7, (h une pastic évanescente pm) Remarquoas, 4 et effer,
que Von'a AY = — E[d,M] = 0. Par consé-
quent, si V'ensemble (R 7,) n'émit pas n!sliphk on suralt

o —,_[u.wp = 7j.1,m.n =j.1,uu=—.n
win wera T

(o Ia dernitee égalité est due & (210).




— 290 —

Nous avoas ainsi prouvé que Vensemble (2.11) est incius (3 une pareie
évanescente pris) dans le graghe de T,. Nous poutcons done supposer qu'il
colncide avee I graphe d'un semps damét prévinible U, avee [U]< 7.}
Désignons par A" le produit de 7 par Pindicatrice de I'ensemble

{0y 1 )2 4 (o))«
On a alors, st e graphe de T,
AH =AM =0,

Ex outee, F' est un processus paraméted prévisible, et le processus de Stieltjes
croissant ' (qui ne sate que sur [T.]%[/]) difitre de - par un pro-
cossun prévisible (ne sautant que sur [U]), de sorte quil ese encore équivalens
i la martingale M — A1

Le processus pamméteé H' sépond donc & b question, cir la difftrence
HY e (M — M) cat indistinguable du compensater locl peévisible de
Hp

Nous somimes maintenant en mesute de démontrer le Lemme (2.5)

Désossyanos ox (25): (4) Etnt donnés 'entier 31, le nombre réel
#20 et Pékément A de 8, il s'agit de prouver que lenscmble

Be=dnfi<

T

spparticnt & I tace de 1 tibu B,

<

L, e onstruisons en
e Mo Ie processus ,mmase H conioe dant le

Teaae (29), O = {5 T,}, de sorte que la martingile L= 1

est fermée par Vindicatrice de 4; ceci peemet d'écrire (3 un cnsemble n\‘.gli-

geable prés)

B={L, >0 =< TIN{L=0}.
Nous savons, d'autse pact, que 2+ 5t un processus puzement discontia,
i

ne saunar que sur [T,], et que Mop — L g5t un processus erois-
sant; on 4 done:

=< Tletlir.,
B cuire ikt [ ot enk saviogic posin

presque sizement nulle sue i,
1l ¢n résulie (& un eosemble nq,-\.gmmn pris).

Ly.

Ia variable aléatoire L, est
0}

T iLyr, >0,

o qui prouve Fassertion.
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(8) 1 suffit de prouver quétant doonés un entier x>1 et un temps
dlasmér § queleonqee, on peut teouver une vacisble aleatolse positive S, mesu-
S0 et ¥ T il o vl g Tl
Bisfn ] =15 «falr].

Aot A o e o S [ il (i A
peemet d'éerice, pour tout aombce séel £

[ehnjt<T)=Ani<T],

avee A,s 9, 1 suffic alors de poser = inf (1, feQ.}
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