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SUMMARY. — By using the classifications given by F. Bartorozzi, G. PaNELLA [1] and
L. ProFERA [6], we find. some characteristic conditions so that two simple artinian HESTENES
ternary rings come to be isomorphic.

1. INTRODUZIONE

Gli anelli ternari associativi di secondo tipo (H-anelli), studiati da O. Loos
[5](Y), sono stati introdotti da R. A. SteEPHENSON [7] che ha adottato una
definizione desunta da due lavori di M. R. Hestenes ([31, [4]). Mentte R. A.
STEPHENSON si & preoccupato di trasportare ad un H-anello il concetto di primi-
tivita e di stabilire un analogo del ben noto teorema di densitd relativo ad anelli
associativi e primitivi, O. Loos ha fornito, tra laltro, una classificazione degli
H-anelli semplici il cui gruppo additivo sostegno & spazio vettoriale di dimensione
finita sopra un corpo commutativo F e per i quali l'operazione ternaria, che
struttura quel gruppo ad H-anello, risulta F-trilineare.

Successivamente, sono stati classificati gli H-anelli semplici e artiniani (a
destra e a sinistra), provando che esauriscono (a meno di isomotfismi) le seguenti
classi:

Crasse A (F. Bartorozzi e G. PaNerLrA [1]): Siano £ un corpo, T un
suo antiautomorfismo involutorio, V. e W k-spazi vettoriali (sinistri(?), non

(*) Istituto Matematico « Renato Caccioppoli », via Mezzocannone 8, 80134 Napoli. L’au-
tore appartiene al GIN.S.A.G.A. in qualitd di borsista del CN.R.

(**) Memoria presentata dal socio C. MiranpA il 10 febbraio 1979.

(1) I numeri in [ ] si riferiscono alla bibliografia in fine della presente Nota.

(2) Se G(+) & gruppo abeliano e f, g sono elementi di End(G), decidiamo di definire fg
con la posizione x (fg) = (xf) ¢ se x € G e di strutturare G (+) a k-spazio vettoriale (sinistro) T
fissando un antiomomorfismo % — End(G) dal corpo k& all’anello End(G), che manda l'identita
nell’identitd. Con tali convenzioni, e indicando con ax lelemento di G trasformato del suo
elemento x con I'immagine in End(G) di « € &, ha senso la scrittura axp se p & applicazione
k-lineare da T a un k-spazio vettoriale.
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nulli e) finitamente generati, H: VX V—>£k e g: W X W — £ forme sesqui-
lineari (a destra, relative a T €) non degeneti che se non sono hermitiane risultano
contempotaneamente alternanti. Appartiene alla classe A I'H-anello il cui gruppo
additivo sostegno & R = Homi (V, W) e la cui operazione ternaria & definita
dall’applicazione RXRXR — R nella quale (p, ¢,t) = pg*t se p,q,t ER, ove
g* € Hom: (W, V) (aggiunto a sinistra di ¢ tispetto ad b e g) & individuato
dalla pretesa » (v, wg*) =g (vq,w) se vEV e w€ W. Scriveremo R = £
(t, n, m, b, g), avendo posto 7 = dimN e m = dimiW.

Crasse B (L. Prorera [6]): Siano % un corpo, V e W k-spazi vettoriali
(sinistri, non nulli €) finitamente generati. Appartiene alla classe B 1’H-anello il
cui gruppo additivo sostegno & R = Homy (V, W) @ Homy (W, V) € la cui ope-
razione ternaria & definita dall’applicazione R X R X R — R nella quale ({(p1, p2),
(g1, q2), (11, 2)) — (21gap1, P2gita) se p1, q1, 1 € Homi (V, W) e p2, g2, £2 € Homy
(W, V). Se dimtsN' = n e dimiW = m scriveremo R = k(n, m).

In questa Nota forniamo condizioni caratteristiche per lisomorfismo di
H-anelli semplici e artiniani; pencid, tenuto conto che un H-anello di classe A
non & mai isomonfo ad un H-anello di classe B (%), dimostriamo i seguenti teoremi.

TEOREMA 1. — Gli H-anelli di classe A,R =k (t,n,m,h,g) e R =k’
(v',n",m’,h’, g"), sono isomorfi se, e solo se, n=1n’, m = m’ ed esistono un
isomorfismo @ : k =k’ dal corpo k sopra il corpok’, b : V' =>Vep: W —->W
applicazioni biettive semilineari rispetto a 97!, a € k’ (a # o), tali che h’ (x,y) =
=h(xp,yp)?a se x,yEV’ e g’ (x,y) = g (xp,yp)?a se x,y € W’.

TEOREMA 2. — Gli H-anelli di classe BBR =k (n,m) e R” =k’ (n’,m’),
sono isomorfi se, e solo se, n=n', m=m’ e i corpo k & isomorfo oppure
antiisomorfo al corpo k’.

In relazione al teorema 1, si noti che se £ = £’ e se k& & corpo commutativo
privo di automorfismi non identici, I'isomorfismo di R con R’ equivale alla
pretesa che l'applicazione lineare | sia una similitudine dalla geometria (hermi-
tiana o simplettica) (V’, 5’} alla geometria (V, b) o che p risulti una similitudine
dalla geometria (W', g’) alla geometria (W, g); anzi, il fattore di similitudine &
un medesimo elemento del corpo commutativo £, Si noti anche che se A, g sono
forme alternanti (e percid £ & corpo commutativo) e se & = k', il teorema 1
garantisce che ’H-anello R, a meno di isomotfismi, risulta indipendente da b e g;
ossia in questo caso, R & definito da &, #, m.

La Nota & suddivisa in due parti (nn. 2 e 3) dedicate alla dimostrazione
dei teoremi che abbiamo enunciati.

(3) Poiché il primo & privo di ideali bilateri effettivi ed il secondo ne .possiede esatta-
mente due, precisamente Homy(V, W) e Homy (W, V).
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2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1

Stabiliamo, innanzitutto, i lemmi 1-6, conservando il simbolismo adottato
nell’enunciato del teorema 1.

LemMA 1. — Se D (risp. S) & ideale destro (risp. sinistro ) minimale
dell’'H-anello R =k (T,n,m,h, g) esistono dED e sES atti a fornire d
sottogruppo ki = Ds*d del gruppo additivo sostegno di R una struttura di
corpo ki (+,0) con Voperazione aob = as*b se a,b € ki. Il corpo ki & isomorfo
al corpo k.

Dimostrazione (*). Per il lemma 5 di [1], & sufficiente dimostrare Iiso-
morfismo dei corpi &y e £ Notoriamente ([1]; lemma 1 e corollario 1) risulta
D= {f€R/Hf = (0)}, nisp. S* = {g* / 4ER e Ug* = (0)}, con H iper-
piano di V, risp. U iperpiano di W. (0) 7= b = Ds*d comporta Ws* = <>,
Vd = <w>, V= <v> @ H per opportuni » €V e w € W; essendo 4 (in
virth del lemma citato all’inizio della dimostrazione) identitd del corpo % &
vd = dw, ws* = ov con 8,0 € k per i quali 08 = 1. Se 4 € & risulta Ha = (0),
va = aw con « € k definito da 4 e si individua Papplicazione & —> &k, a — o a
se a4 € ki, che &, banalmente, un monomorfismo di corpi. E un isomorfismo,
poiché se p € D & definito con la pretesa Hp = (0) e vp = Sxw essendo x € &,
¢ ¢ = ps*d € ki, vc = Ox08w = 8xw e c—>8x = x in quel monomorfismo.

LEmMA 2. — Se esiste un isomorfismo ¥ dall’H-anello R = k (t,n,m, h, g)
sopra U'H-anello R’ =k’ (v',n’,m’,h’,g’) risulta n =n’, m =m’ ed i corpi
k e k’ sono isomorfi.

Dimostrazione. B’ n = n’, risp. m = m’, poiché n, risp. m, rappresenta la
lunghezza massima delle catene strettamente discendenti di ideali destri, risp.
sinistri, dell’'H-anello R ([1]; lemma 1) e ¥ & isomorfismo di H-anelli. Inoltre,
il corpo k1 = ki (+,0), isomorfo al corpo £ ed oggetto del lemma 1, si costruisce
a partite da D, S con D (risp. S) ideale destro (risp. sinistro) minimale di R e
dad €D, s €S, ed ha sostegno ki = Ds*d; anzi ([1]; lemmi 3 e 5) s e 4 defini-
scono un corpo &y di tipo dovuto se, e solo se, xd*s = x e ds*y = y quando
x € S e y €D. Poiché tutte le precedenti pretese sono invarianti sotto I’azione
di x, & individuato, stante il lemma 1, un corpo £’ (+,0), £’1 S R’, a partire
da (D)x, da (s)x € (S)X e da (d)x € (D)X, che & isomorfo al corpo %’1; la re-
strizione di ¥ a k1 &, ovviamente, un isomorfismo dal cotpo ki al corpo £'i.

LeMMA 3. — Se w*EW, viEV si ponga Hi={v €V / h (v,v}) =0},
Di={f€R / Hf=(0)}, Sa={f €ER / VI & <w*>}. Siano w*, w* € W—{o}
e Vi, €EV—{o0}: si ha g (w*, wP)=0 se e solo se S.Sg*S. = (0),h (vi,v') =0

\

(*) D (risp. S) & ideale destro (risp. sinistro) dell’H-anello R se & sottogruppo del
gruppo additivo sostegno di R e se risulta DR*R & D (risp. RR*S € S).
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se e solo se DiD* Di = (0). In conseguenza, se esiste un isomorfismo X dall’H-
anello R = k (t,n,m, h,g) sopra 'H-anello R’=k’ (v’,n’,m’,h’,g"), la forma
sesquilineare h, risp. g, & alternante se e solo se la forma sesquilineare W', risp. g’,
é dalternante.

Dimostrazione. 11 corollario 1 di [1] garantisce Sg*={f* /f € Ss} ={f* /
fER e Usfr=(0)}, essendo Us il sottospazio di W g-ortogonale a <w®>.
S. Sg* S. = (0) equivale a VS, Sg* Sa = (0), ossia a w* Sg* S. = (0) che significa
esattamente w® € Uy, cioé g (w® w®)=0. Analogamente, sempre per il corollario
citato, D; D;* D;=(0) equivale a » (2%,2') =0. Poiché quanto gia stabilito tra-
duce la nozione di vettore di V isotropo rispetto ad b, risp. di W isotropo rispetto
a g, in una condizione che & invariante sotto 'azione dellisomorfismo ¥, il lemma
& compiutamente dimostrato.

LEMMA 4. — Siano X un isomorfismo dall’H-anello R =k (t,n,m,h, g)
sopra’H-anelloR’ =k’ (v/,n’,m’,h’,g’), B(V) = {Vv', .., v} wuna base di V,

B (W) = {w,..., w2} una base di W e si ponga H; = <v', ,/v?, ()
Di={f€ER / Hf=(0)}, Se={fER / VIEC <w*>} se i€ {4155 5oy
« € {1,..,m}. Risulta (D;)x=D"i={f €R’ / H'sf’=(0)} con H’i opportuno
iperpiano di V', (Sa)X = S’a = {f ER’ / VI’ © <w'*>}, con w'* opportuno
vettore non nullo di W’,B (W’) = {w’}, ..., w'™} & base di W’,B (V') = {v'},

v, V) e base di V' seoFviEH 1N ... N ﬁ\'i N ... N H'a. In tali condizioni
B (V’), risp. B (W), & base h’-ortogonale, risp. g’-ortogonale (oppure h’-simplet-
tica, risp. g’-simplettica) se e solo se B (V), risp. B (W), & base h-ortogonale,
risp. g-ortogonale (oppure h-simplettica, risp. g-simplettica) (°).

Dimostrazione. E D’s={f' € R’ /| H'if’=(0)} per il lemma 1 di [1], poi-
ché D; & ideale minimale di R e X & isomorfismo di H-anelli, R =D ® ... ® Dy

(a livello di gruppo additivo) comporta R’=D"1 @ ... @ D’», quindi (| H’i=(0)
i=1
ed essendo # = #’ per il lemma 2, esiste "' € H’;1 N...N I{I\’,- N....N ' Hip: ‘con
viZo0:B (V' )={v", .., 0"} & parte libera di V’, anzi & una sua base (poiché
n = n’). Analogamente, si prova che B(W'’) & base di W’. Si supponga, ora,
che B (V) sia base h-ortogonale di V, quindi 4 (¢/, ") =0 se i % ¢ (i,t=1,...,#)
che significa, per il lemma 3, D;D,*D;=(0). Tale condizione equivale a preten-
dere che il prodotto, in R’, degli elementi x’, y’, 2" con x’,z" € D’; e y” € D’; sia
nullo ossia, sempre per il lemma 3, b’ (v”', »’*) =0 che significa: B (V") & base
b’-ortogonale di V’. Analogamente si discute il caso in oui B(V) sia base h-sim-
plettica di V, oppure B (W) sia base g-ortogonale o g-simplettica di W.

(5) -~ indica cancellazione.

(6) B (V) b-ortogonale significa b (v',v') =0 se i# ¢ (i,¢ =1, ..,#), mentre B (V) b-sim-
plettica significa (» = 2se)b (v',v') = 0 se {i,2} #{2p-1,2p} (p = 1, ...,5); quindi #non si pre-
tende b (v*-',0”*) = 1.
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LEMMA 5. — Si consideri I'H-anello R = k (t,n,m, h, g), siano B (V)=
={v!, .., v"} wuna base di V,B (W)={w, ..., W=} una base di W e kn,m indichi
il gruppo additivo delle matrici ad elementi in k aventi n righe e m colonne.
Se pER e vp = paw® (pe €k) si individua P = || p| € kn,m (i indice

a=1
di riga, o indice di colonna). L’applicazione ¥ : R = knm, p = P, & isomorfismo
additivo e risulta (pq*t)X = PCQ*ST se p,q,t €ER, essendo Q* =*| (q'.)*|
e km,n (7), C - ” g (Wa, Wﬁ) “ e km,m (-4 S—.l = ” h (Vi, Vt) ” e kn'n.

Dimostrazione. Se wg* = Y, x*v° (x% € k), g(v'q, w*)=h(v, w* g*) for-

s=1

nisce X ¢ g(wf, w*) = N b (v, v°) (x%)°. Poiché » & non degenere, esiste
B-1

s=1
SE€knn tale che S'=|h(v,v°)| e si ha QC=S'X* con X =|x%]|
€ km,n; se b e g sono hermitiane, risp. alternanti, C* = C e (S~")* = S~
risp. 'C = —C e ¥S™') = —S~! mentre l’eventuale « caso misto » fornisce an-
cora la prima coppia di eguaglianze poiché, allora, £ & corpo commutativo di carat-
teristica due e T & 'automorfismo identico di 4. Ne deriva CQ* = XS-!, X = CQ*S.
Da qui segue ovviamente il lemma,

LEMMA 6. — Considerati gli H-anelli R = k (t,n,m,h,g) e R"=k’ (7/,n’.
m’, h’, g") si supponga n =n’, m = m’ ed esista un isomorfismo ¢ :k —>k’ dal
corpo k sopra il corpo k’. Con v:V—>V’',w:W —>W’ applicazioni biettive
semilineari rispetto a ¢ si ponga b (x,y)=h’ (xv,yv)¥" sex,y€EVeg(x,y)=
=g’ (xm,ym)¥" se x,y € W. E definito, cosi, 'H-anello di classe A R =k (%,
n,m, h, 8) che ha sostegno R = Homy (V, W) = R e per il quale x* = ((x*)¥)¥*
se x € k; gli H-anelli R’ e R sono isomorfi.

N

Dimostrazione. Se p € R’ = Homv (V’,W’), p = vpr~! & elemento di
R = Hom (V, W) = R (si ricordi, vP = ((vv)p)"~'se v € V) e I’applicazione
R’—> R, p—>vpr~!, & isomorfismo additivo da R’ sopra R. Per definizione,
pg*t —> Vpg*tn~! se p,q,t €ER’ e rimane da provare Vpg*im~! = (vpm~!)
(mg*v1) (vem™!) = (vpn~?) (:/—q—T?“_l) (vtm~!) (ove la sopralineatura indica aggiun-
zione tispetto a & e k) ossia g* = m~! (vgn-')v. Essendo & (xvgn~',y)=h (x,
(Vg 1)) se xEV e yEW, con x’ =xvE V'’ ey’ = yn € W’ si ha, per defi-
nizione di ke &, g’ (x" g,9’)¥" =h" (x',y’ 7' (vgu1)v)¥?, che & quanto si
doveva dimostrare.

Stabiliti i lemmi 1-6, a conclusione del presente numero desumiamo da
essi la

Dimostrazione del teorema 1. — Supponendo, innanzitutto, che gli H-anelli
R e R’ siano isomorfi, perverremo alle conclusioni che debbono discendere da

(7) 11 prodotto tra matrici, ora e nel seguito, si esegue righe per colonne; se X € ku m, ‘X
indica la sua matrice trasposta.



g e

tale ipotesi. Per il lemma 2, deve essete » = #n’, m = m' e i corpi k e k' devono
essere isomorfi. Ne deriva, in virti del lemma 6, tenuto conto della definizione
delle forme sesquilineani 2 e & (hermitiane o alternanti) data nell’enunciato di
quel lemma, che non & restrittivo supporre £ = &', V=V', W =W’ ossia, a
livello insiemistico, R = Homs (V, W) = R’. Siano B (V) = {¢',..., 0"}, risp.
B(W) = {w',...,w™, una base di V, risp. W, e si fissino le basi B’ (V)=
={",., 0" di V, dsp. B'(W)={w",., 0™ di W, tra quelle definite,
nel senso del lemma 4, dal dato isomorfismo dall’H-anello R sopra I'H-anello R’.
Tenuto conto del lemma 5, con tali dati I'isomorfismo da R sopra R’ definisce
un’applicazione f : k&, m — kn, m che & un automorfismo additivo e nella quale

(1) (XCY*SZ)f = (XA T (YA 2 (Zf) se X,Y,Z € kum

avendo posto C = || g (w*, w®) ||, I = g’ (w’*, w™®) | € km,m € S7'=| b(+', v')|,
I = ||’ (0"}, v"") | € knn mentre la sopralineatura indica trasformazione degli
elementi della matrice Yf con T’ e trasposizione della matrice cosl ottenuta. Dalla
(1) perverremo alla tesi discutendo le seguenti tre possibilita.

Prima possibilita: b e g sono forme hermitiane e non sono alternanti, In
tal caso, B (V), risp. B{W), si pud supporre base h-ortogonale, risp. g-ortogonale,
e, per il lemma 4, la medesima eventualita si presenta per B’ (V) e B’ (W). Ne
deriva che tutti e soli gli elementi non nulli che compaiono in C, T, S-1, !
sono quelli delle loro diagonali principali e possiamo porre C = diag(ci ,..., cm),
P diag (Ti, oos Y, SV = ding (5171 .05 5n )5 2 =Ndiag (63, S5 0amsleon
Cas Yas Sis Oi elementi non nulli del corpo & (= 1,..,m; i=1,.,n); gli ele
menti c,, s; sono fissati da 1, e Y,, 0: sono fissati da t’. Con le notazioni del
lemma 4, se p €D; N S, & px € Dix N Sux e, stante il lemma 5, p individua
la matrice P = xE%, € ky,m (con x € k in riga i, colonna & e zero altrove) in
relazione alle basi B (V), B(W), mentre pY, sempre per quel lemma, si rappre-
senta, in relazione alle basi B’ (V) e B’ (W), con la matrice (xf.) E'z € ku,m,
essendo f.:k—k, x—> xf. se x €k, un automorfismo additivo. Ossia nel
senso della (1), risulta (xEL)f = (xf.)EL, e con X =«xE,, Y = yE%, Z =
= 2B Ebom (x,9,2€Ek; &, B, Y€ {1,2,...,m}; i,5,t € {1,2,..,n}), la (1)
fornisce (xcy*s2)f'y = (%f) Yo (yf')* 5: (2fy). Ponendo 1f, = Fi, & FiaZ 0, e
si individua l’automorfismo additivo ¢, : & — & nel quale x¢', = (xf.,) (F,)!
se x € k, 1¢%, = 1 e dalla precedente relazione si ottiene

(2)  [xey s)py 1F, = (x¢%) Foy Yo (FLY (99%) oc(z9%,) Fy.

Da (2)) cont'y'="5 Vg, L at =iy = 4 pER = FrsiPViovat MIN=SII
(Fi)® [siteat @.]% 0;; tenendo conto di cid, e ponendo y = si'c™), & = ¥,
t =i se ne deduce (x2) ¢s = (x¢%) (2¢%), ossia @' & automorfismo del corpo
k. In conseguenza, la (2) con i =t e y =1 fornisce x¢’, = x¢’, : ['automorfi-
smo ¢ del corpo £ & indipendente da o e si pud porre 9% = ¢', = @' e la (2),
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con i = ¢, si scrive (ca @) [(¥°) @'1 (5i9) = Foava (Fa)¥ (y9))¥ 0. Si  puod,
pettanto, definire (si ponga y = 1):

(3) &= (ftcp Yo = (Ca_l (Pi) 52 Ya (Fia)r
e, poiché (s: ') ;! non dipende da @, deve risultare
(4) () =4 (y9))" (a)! sey€k

A questo punto, si ponga ®' = @, a'=a; la (3) fornisce, per i=1, (c.) a=

= F', Y. (F%)* che significa g (w*, w*)%a = Flag’ (0", w’*) (F)"=g'(F. w’?,
‘. w’*). Poiché B (W), risp. B’ (W), & base g-ortogonale, risp. g’-ortogonale, si
ha, in conseguenza, g (w*, w*)?a =g’ (F.w’* Fyw™) se «,B € {1,2,..,m}.
Sia, ora, p: W — W I’applicazione (biettiva) semilineare rispetto a ¢! definita
con la pretesa w* = (F.w’®) p (@ = 1,2, ...,m); posto w’’* = Fl, w’® &, quindi,

g (w0, w ?p)?a =g (w’* w?) che, con x = Y} xaw’’* € W, moltiplicata a
a=1

m

sinistra per %, per somma da g (xp, w’’*0)%a = g’ (x,w’’?). Si consideri y = )

B=1
ysw’’® € W; l'ultima relazione, moltiplicata a destra per ys* fornisce, per somma,
g (xp,90)%a =g’ (x,9) se si tiene conto che la (4), per i = 1, garantisce
{L(y27 ") 1%} a = ays™.

Per condludere, la (2) calcolata per £ = 1, = v, y = 1 fornisce (ca®’) (519°)
(2¢') Fly = Fio Yo (F)¥ 01 (29) Fla e, perla (3), cid significa (Fa)™ (a) ! (s19%)
(z¢') Fio = (FY%)¥ 01 (29) F'. che fornisce zp'=FiL(F%)'(2¢)FL.(F%) . Tenuto
conto di cid e della (3) si trova ;7! = [(si7!) ¢'1 (ca™'@') Fa¥a (FQ)¥ = F,
(Fla)_l (51'_1(?) (Ca_ICP) s Ya (F'az)1 =g (Fla) d (s . ®) a [(Fl) 1]1:' (Fiu)t’- Per
(4), a [Fo (FL)7'1" = {[F. (Fb)'1¢7'}" 9a e la relazione cui siamo petvenuti
garantisce b’ (v”%, v’') = [dib (v',v') di'1%a se di = [Fo. (F.) ']l che, con
v’ = dw', fornisce b’ (v}, v’) = b (v}, ”‘) a. Da qui, se p: V>V & lap-
plicazione (biettiva) semilineare rispetto a @' definita con la pretesa »’’* = vy
(i=1,2,..,n) si ricava, come in precedenza pet ge g’, b’ (x, y)=h(x, y1)%a
quando x,y € V.

Seconda possibilita: h e g sono forme alternanti (quindi # & corpo commu-
tativo e T, T’ sono il suo automorfismo identico). In tal caso B (V), risp. B (W),
si pud supporre base h-simplettica, risp. g-simplettica, e, per il lemma 4, la me-
desima eventualita si presenta per B’ (V) e B’ (W); inoltre, moltiplicando per
opportuni scalani i vettori di B (V) e B’ (V), si pud richiedere b (¢', ") =1 e
b’ (v}, v*') =1 se i & un intero dispari. Se @ & un qualsiasi automorfismo di &
e a & un qualsiasi elemento non nullo di &, sia it : V — V D’applicazione (biettiva)
semilineare mispetto a ¢! definita ponendo v’ = (a7')@~'o' se i & dispari e
vt = o quando i & pari (i =1,2,..,7); nisulta b’ (v’ 0"7)=h(v"p, 0" 1t)%a
se i,j = 1,2,..,n, da cui segue b’ (x,9) = b (x1t,y)%a se x,y € V. In ma-
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niera analoga si prova quanto dovuto relativamente alle forme g e g’. Da notare
Parbitrarietd dell’automorfismo ¢ del cotpo £ e di 4 elemento non nullo di 4.

Terza possibilita: b & forma hermitiana e g & forma alternante (o viceversa;
in tal caso k& & corpo commutativo di carattenistica due e T, T’ sono I’automorfismo
identico di £). Per quanto gid provato si pud pensare » hermitiana non alternante.
Si supponga la base B (V) h-ortogonale e la base B (W) g-simplettica; per il
lemma 4, B’ (V) & h’-ottogonale e B’ (W) & g’-simplettica. Ne segue che tutti
e soli gli elementi non nulli che compaiono in S~! e £~* sono quelli delle diagonali
principali e possiamo porre S~! = diag (517, ..., s»"!) e 27! = diag (0,7}, ..., 5, 71).
Ad ogni applicazione p € D; N S,, risp. pX € Dix N SeX, (% = 1,2) rimane as-
sociata, stante il lemma 5 ed analogamente a quanto precisato nella dimostrazione
della prima possibilita, la matrice P = xE%, risp. P = (xf.)E4L, e si individua
Pautomorfismo additivo f& : & — &k, x — xf'. se x € k. Calcolando la (1) relativa-
mentea pED: N S;,g€ED; NS, t€ED; NS (4,j =1,2,..,7), risulta, in ana-
logia alla (2):

&) (xcysiz) @4 = (x94) ¥ (y92) Fia0; (2¢1) Fiy

con x,9,2€ kc=g (w',w?),y =g (w',w?), F.=1f. 720 e @.:k—>k,
x = (xfa) (Fi.)™! se x € k; come fin precedenza si prova che ¢’ & automorfismo
di k. Posto in (5) y = c7'5;7%, si ha 204 =v[ (¢! 5;71) 2] Fao; (2¢1) Fiy e, per
z=1,1=v[(c's5") @] F,o;Fi, dunque 9’1 = ¢’;; con metodo simile, la
(5) scritta con z = ¢ 5;7Y, i = j dd @' 1=¢%: si potrd quindi porre, per & = 1,2
ei=1,2,..,n ¢.= ¢. Analogamente alla (5), risulta (xcysjz) ¢’ Fi= (x¢")
Fi vy (992) Fl20; (2¢2) Fia e, con x = y=2z =1, si ha (c@)(s;9) F2 = Fi v F)
0; Fiy; posto in (5) x = y = z = 1, si trova (c@)(s;9) = Y F,0; F; e, confron-
tando con la precedente uguaglianza, si ricava F; Fi, = F/i F e si individua T =
=F(FR)'=Fi(Fh) '€k Se a=(c'e) Y Teo ! = (ss'9) (c o) v Fh
Fi = (si'@) (¢c7'@) ¥ T (F2)*= (si"'¢) a (F2)? o anche, esplicitando, 4’ (F; 0",
Fhv’") = b (v, v')%a e, con gli usuali ragionamenti, si stabilisce 5’ (x,9) = A
(xp, y)¥ a se x,y € V. Infine, poiché g e g’ sono forme alternanti, le argomen-
tazioni svolte nella dimostrazione della seconda possibilita, ripetute per 1’automor-
fismo @ e lo scalare 4 ora definiti, consentono di condludere la dimostrazione della
terza possibilita.

" Per completare la dimostrazione del teorema occotre stabilire che se risulta
n=mn', m=m' ed esistono un isomorfismo ¢ dal corpo & sopra il corpo &’,
p:V' —>Vep: W — W applicazioni biettive semilineari rispetto a ¢!, s € &k
(a#0) tali che b’ (x,9) = b (xt, y)%asex,y EV' e g’ (x,9) = g (xp,y0)%a
se x,y € W’, allora gli H-anelli di classe A R = & (t,#,m,b,g) e R” =k’ (v,
n',m’,bh’,g’) sono isomorfi. Poiché x :R —>R’, p— ppp~! se p €ER, & isomor-

\

fismo additivo da R sopra R’, & sufficiente provare che risulta, con p, q,t € R,
wpg*to™! = (rpe) (eg*e ") (mee™') = (pp™')(kgp™') (120™) (la sopralinea-
tura significa aggiunzione nispetto ad 5’ e g’), ovvero p~'ptgp~'it = g*. Per pro-
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varlo, siano x EV’ e y € W’; da b’ (x,9 (rgp™')) = g’ (x (1gp™'),y)  segue
b (x1,y (rgp') 1) = g (x1bg,y0) e, posto v = xR EV e w=yp €W, si ha

b (v,wp™ (gp7!) 1) = g (vg,w) = b (v, wg*) che & quanto si doveva dimo-
strare.

3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2

I lemmi 7-9 precederanno la dimostrazione del teorema 2; fatemo riferimento
al simbolismo precisato nell’enunciato del teorema.

LEMMA 7. — Siano D (risp. S) un ideale destro (risp. sinistro) minimale
dell’H-anello R = k (n,m) contenuto in Homx (W, V) (risp. Homk (V,W)).
Esistono d €ED e s €S atti ad individuare il sottogruppo ki = Dsd del gruppo
additivo sostegno di R ed a fornirgli una struttura di corpo ki (+,0) con lope-
razione a0b = asb se a,b € ki. Il corpo ki é isomorfo al corpo k.

Dimostrazione. Per il lemma 5 di [6] & sufficiente stabilire ’isomorfismo dei
corpi ki e k. Percid si possono usare le argomentazioni della dimostrazione del
lemma 1, tenuto conto che nel caso attuale risulta ([6]; dimostrazione del teo-
rema 2) D = {(o0,p) ER / Up = (0)} con U iperpianodi We S={(g,0) ER/
Hg = (0)} con H iperpiano di V.

LEMMA 8. — Si consideri 'H-anello R = k (n, m); siano B (V) = {+¥}, ..,
v*} una base di V,B (W) = {w', ..., w™} una base di W e knom (risp. kmn)
indichi il gruppo additivo delle matrici ad elementi in k aventi n righe ed m

colonne (risp. m righe ed n colonne). Se (p,q) ER e vlp = Zm paw®, wiq = 2

a=1 j=1
&V (pa, ¢ € k) si individuano P = | pla| E knm ¢ Q = | &% || € kmn (Vindice
superiore é di riga). Allora, se si pone [ (P, P2) (Q1, Q) (T, T2)1® = (TiQ:P,
P.QT:), & attribuisce al gruppo kn,m @ km,n una struttura di H-anello e © : R —
= knm @ km,n, (p,q) = (P, Q) se (p,q) €ER, ¢é isomorfismo di H-anelli.

Dimostrazione. Ovvia.
LemMA 9. — Considerati gli H-anelli R = k (n,m) e R« = k. (n., m.), si

supponga che ke sia il corpo opposto di k (}) e che risulti n» = n, m: = m. Gli
H-anelli R e R+ sono isomorfi.

Dimostrazione. Tenuto conto del lemma 8, & sufficiente osservare che I’ap-

(8) Si definisce opposto del corpo & (+,*) il corpo &« (L, T) con k+ = £ (a livello insiemi-
stico), a Lb=a-+b e aT b=ba se a,b€E k; l'applicazione k+—>k, a—>a se a €k, & anti-
isomorfismo di corpi,
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pﬁCﬁZiOﬂe g’ . kn‘nl @ km)n e 3 k‘n'm @ k‘m‘n, (P, Q ) =, (tQ, tP) se (P, Q) e kn,m
® ki, n, & isomorfismo di H-anelli.

Stabiliti i lemmi 7-9, concludiamo il presente numero con la

Dimeostrazione del teorema 2. — Si supponga, innanzitutto, che esista un
isomorfismo ¥ da R sopra R’; allora Hom; (V, W) x & ideale bilatero effettivo
di R’ (°) e quindi coincide con Homw (V’, W”) oppure con Homy (W, V'), in
quanto questi sono i sostegni di tutti e soli gli ideali bilaterali effettivi di R’
([6], teorema 2). Nel primo caso, cioé se Hom; (V, W) x = Homy (V’/, W’), &
n=n’, risp. m = m’, poiché », risp. m, rappresenta la lunghezza massima delle
catene strettamente discendenti di ideali sinistri, risp. destri, di R contenuti in
Homy (V, W); inoltre, con considerazioni analoghe a quelle svolte nel lemma 2
e tenuto conto del lemma 7, si prova che esiste un isomorfismo dal corpo & sopra
il corpo k’. Se invece risulta Homs (V, W) x = Homw (W’,V’) e se R. = 4.
(#+,m+) ha, in riferimento a R, il significato precisato nell’enunciato del lemma 9,
posto X’ = Ex (lisomorfismo & : R« — R si desuma dalla dimostrazione di tale
lemma) si ha Homg (V., W.) X’ = Homs (V’, W’); la precedente discussione
ci assicura #n” = n. = n, m’ = m. = m e che esiste un isomorfismo di & sopra &’,
e quindi un antiisomorfismo di % sopra &’.

Viceversa, se #=n', m=m’ ed esiste un isomorfismo @ di % sopra &’, dette
£:V'—>Ve p: W —W due qualsiasi applicazioni biettive semilineari rispetto
a ¢!, l'applicazione X : R —>R’, (p,q) = (pp~, pg~!) se (p,4) ER, & iso-
morfismo di H-anelli; se invece & n=n', m=m’ ed i corpi £ e k&’ sono antiiso-
motfi, allora risulta ne=n=n", me=m=m" ed esiste ¢ : k. — £’ isomorfismo di
corpi. La precedente discussione ci assicura l'esistenza di un isomorfismo da R.
sopra R’ ed il lemma 9 completa la dimostrazione.

(°) Ossia, ¢ ideale destro e sinistro di R’ e R’ (Hom; (V, W) x) R’ & Homy (V, W) x.
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