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11 problema dei due corpi di masse variabili.
Memoria del dott ing. GIUSEPPE ARMELLINI

o B. MiLosevice e approvata d

INTRODUZIONE

1. — Bibliografia.

11 problama, di oni passiamo ad ocouparel, & stato proposto da C. Durour (')
& da 1. Opvovgn (*), i quali hawno cercato di spiegare, slmeno parzialments, In
differanss che caiste tra Vosservaziona o In teoria dolVaccolerazione secolare dolla
Luna, ammettendo un iveremento delly massn terrostre, dovto alla caduta degli
norcaliti. Noi ricordiamo, & questo praposito, che il peso della ploggia di_ pelvers
sosmica ohe cade ogni giorno sulla Terra, pud dssere valutato o eirea 100,000 kg. ().
La quantith di materia che cade sul pinneti e sul sole & ancora ignotas wa car-
taments 4 considerevole, almeno por 1l solo, Secondn studi vosenti del CownL, anche
il moto dells Terra intoruo al Sole sarebbe affetto da nna leggiora accelorations
secolare, ¢ forse se e potrebbo trovare la cagione nel fimomeno ors accemnato,

H, Grupix (*) ba ceroato di ricondurre il problema. al caso. i masse oostanti,
introducendo nei oaleoli un tempo ridetto .

Quosta maora variabilo « risulta legata al tempo vers ¢ da un'equazione dif-
foransiala oho non b possibile di integrare: GruoiN cerca quindi di risalverln con ap-
prossimaziont successive,

11 metodo che egli e dk b complieaissime, o, quel che & pi grave, in alouni
casi risulta privo di rigore, D'slirs parte, sarebbe stato assai pili semplios di trat-
taro dirsttaments lo equagioni differenzinli del moto, senza fntiodurre i1 tempo. ridotto
<he non reca. aleun giovaments,

s vendua do FAe. des sl Patfs ; an, 1866, pag.
cbr, . 3078, Uaber ain Ursache ioelche den Unterschied siischen dar th

seten Sdoulaccelerotion in der Linge tdes Mondes wnd dey thansdohiichan bedingen ke

(%) Tuswnans, Traitd do mécaniue celeste, tom. T, pag. 545

() Die bahnbewsgungen in vinem Systome von swed Korpers, in dess Falle das dic Massen

Verdmierungen uatoricbrfen vind. Astron. Nachr

2608,
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11 metodo del Gvinéw fu pib tardi semplificato dal Terkax, il quals proposs,
in una breve Nota (%), di prendere come variabile indipendente I'snomalia vers.

. Statuoray, in una Nota di grande importanza por gli sstronomi (*), ha
abibandonato del tatto questa via, ricorrendo ai metodi ordinarl dells teoria delle
portuchazioni; o, nel caso di piccola varlation, & riuseito & dars formole comodissime
per il caleolo degli alementi doll'orbita. osoulatrice.

Come il Terkax aveva semplifieato lo rioerche dol Gviod, eos) pit fardi
H. C. Puosome giunss sgli stessi risultati dello Strivonex adeperando calooli
molto pit facili. 11 suo metodo csposto in una breve Nota (*) consiste essenzialments
uel supporre Iinetomento nusai pisoolo e prosso 1 poso proporzionale al tempo. Poneudo
allors M(¢) mm i(1 +ast) dove i & costante od a assal piceols, egli mostia che lo
squazioni differensiali. del moto diveugono integrabili se si traseurono le potenze di @
superiori alla. prims.

Oitiamo ancora un bel Iavoro dol Lemsuaws-Fiuks, il qualo fra Valteo, dimo-
sira un teorema assai importants sull'orbits perturbata (*); teoroma ohe io ritvoverd
di nuove nel corso della. prasente Memoria, valendomi di un matodo estremamente pil
semplice.

Va infine segnalata uin Nota del Mestsomunsiy (), il quala b indicato un
saso importants integrabilith dalle squazioni differonziali dol moto: quando eioé la

1

somma delle wasee M(f) o rappresentats dalla funzions D(s) -

aFbtter
dove a, b, ¢ sono costanti.

Io ho osteso quésto teorema ad un easo piin generalo,in una Nota inserita uei
Bendiconti della R. Aceademnia dei Linosi; nells quale eollego auche questo tearems
ton wno analogo dello Jacont (7).

Sul prosents argomento io ho pubblieato cinque lavori (%), teattandolo sopra
tatto dal late analitico o cercando di determinare le leggi rigorose del movimento.
Alouni dei teoromi da me scoperti ¢ pubblicati nel Lincet comparvere I'anuo seguente
in due Riviste straniere con dimostrazioni diffsrenti ¢ spesso ineoatte. Poichd il mio
Home non ert mai citato, fo mostral la min priorith pegli ultimi dei laveri oca
nominati.

Tn quests Ben
sieme i varii ristltat

riprendo per intaro lo stadic del problema coordinando in-
da me ottonuti, svilappandoli e dandone dei nuovi.

() Obseroatic ad problema duorum corporum, cosi massarum mutacium. Astr, Nashr. . 4305,

(%) Aste, Nochr,, u. 0807, Ueber die Bedeutung Klainer Mossendndorung, fir die Newtoniche
Cemealdemaguny.

(*) Noiz on the Mation abost an Atiracting Centra of alaicly incrasiiag dfass. By 1. 0.
Peape  Cibledi £ TR

0 mivallesegungen. Aste, Nachr., n. 3419,

o A, Nohr n 5180

() Sopra la intograbiliid dells wpuarioni J\Jﬂanu!l dalla meccanica, Nota di G, AnMuLLine.
Bend. nlnlh li Aunmlumm Ahl Lineal, 1011, =4

) 1941, 20 some, fuse, 1405 a0, 919, 19 e, fase 34500, 1014,
AR L,mpm sndut do PAc. dus sclonces o Paris, tom. 158, p
Nucr., n, 4717,




2. — Preliminari, Equazioni del

8iano A o B duo punti materiali di cui la somma dolle masse, M, varii ssoondo
uny certa funzions dol tempo M = M(¢).

Io suppongo oho M{r) sia aualities, reals, o positiva per tutti i valori reali
della varinbile ¢

La somma dslle masse dei dus corpi = del Sole ¢ della Parra, — p. es., varia,
i realtd. in maniera discontinua a cagions della ceduta istantanes d'inoumersvoli
aorioliti sopra 1a superficie di questi astri.

Ma, polchi 1a masss degli mersoliti & sumpre assai piccols, noi potremo sup-
poree, senza mulla togliers all'esntteraa delle nostre riserohe, che M(s) soddisf alla
condizioni indicate,

b posto, noi i proponiamo-di risolvers il seguents problema: ,

« Data. la fonzions M(f) & consciute le condisioni infaiali del movimento,
« dotorminare Vorbita relativa di uno dui dve punti A rispetto’sll'altro B ».

Notiamo, prima di tutto, che il movimento avrh luogo in un pinao; possiamo
dunque prenders come origine il punto B o determinare Ja posizions di A per
mozzo delle sue coordinate reltangolari = ed y, o del su0 raggio vettore + o dellaio-
malin #. Chismando con f il eoefficiente attrattivo, avremo:

o
\ d;: + /M) 5 =0
m S
[ G+ run £=0.
Con nleune trasformnziont elomisntari, ne deduciamo Lo squation :
@)

dalle quali, chiamando con v la veloeith relativa di A, abbiamo:

1d o e{? da'r
®) zgn"”"zm ;u] +5

e

P

od anehe, sostitondo & 1 il suo valora:

1d Mit) dr
0} = =T

LSt

In ssguito supporrsmo sampra chy la costante dello sren ¢ sia diversa ds a0,
giacchd altrimonti il moto sarebbe rattilineo ed il problems. privo d'importanca




Tranno il easo del MesTscHERSKY.
tema (2)
©1 proponiama pereid tre questioni differenti
s della trafettoria relativa deseritta da uno d

ui abbismo gid parlats, e sn

integrabilo,

serlo couvergenti per ogai ognl valors reale o fnito del
o quali, nel campo realo, rappresenting Iintegrale genoralo del sist

111) Coreare formols somplioi o approssimate che permettans il ealeols delle
coordinate con esatterza sufficiente o totki i bisogni dell'astronomia.

Se noi riussin te, patremo dire
iate completamento il
Tnfuttf, nel eampo reals, ne. possedaromp
qoella data dal Soxosax por il problama dsi tro corpi
lolla te samplict
quindi opportuna di dividers & tals seapo In
o clascuno ai essl ad oganon delle qu

tampo,

1 (2),

diave

u rispondero alle questioni ora. aosen

soluzione apali

ea, analoga. .
compseeremo la npaty
v il caleolo numeri

ettoria, ed infine ayremo forme

natriea

wesente Memorin in tee capi

stioni apoennat
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CAPITOLO 1.

Studio della traiettoria relativa.

Coimo abbinwo dette, gli autori che hanno ittato il nostro problomn i sono
ocoupati quasi unicaments di deferminare solugioni approssimate. Lemsans-FiLugs
soltanto ha dato un tecrema sulls forma dalle orbito pertarbate. Noi erediamo quindi
wtilissimo di assegnare questa primo capitalo della Memoris ullo studio delle laggi
rigorose del moto, deducondole n esame approfondito dello equazioni
dolla traiattoria ('),

§ 1. — Teorem! gemerall.

TrokgMA L — Supponiamo che M(1) i conservi sanpre minors di una qua
tita assegnata, od anche che i
() lim M{¢
e

divearnda perd fn fal easo M{) infuica dordine inferio
ila di seaglisre ls cond

4 al primo rispotto o ¢
isioni inisiali del movimento i moda

lim r =

Dimostrazione. — Par brevitd, consideriomo soltanto Vipotesi pih sfar
rerole: supponiame eiod cho si abbia lim M(f) = o o clie, di pid, M(r) sia fanzions
i

crosvants doll'argomento. Consideriamo sul piano del moto wn corpe mobile ausi-
liave §, la cui distansa 5 dallorigine sin variabile secando la legge:

e bl

K} dar &

Sy > 0)
Dico che possiamo seeglioro il valoro inisiale della derivata ““ in modo che

quiésta fanaions resti sempre maggiors doll'uniti.
Tnfattf dalla (7) abbiumo ©

(1) 1 inebily ricondaro eko in futto’ quel eha wgno soppeniasno sempre M(t) axalitica, reale,
povitios o diversa da aar6 per tutti | valori voalf i £,
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o, i virth della nostra ipotési sulla fanziona M(s), Tintegrale

(9)

& certaments convergente ¢l eguale ad won quantith positiva o finita Q.

s
Seagliamo allora 1‘#:] in modo che si abbia:

10) \f-:%}u >IT

Ia dativata S sark semprs maggiore di 1, seoondo In (8). La distand s ecesterd

allora allinfinito; ed essendo anche su.s > 0, ol aveemo, per s > 0, l'ineguaglianza.
> 1

Cid posto, s6 noi rinseismo & provare ehe si possono scegliere 16 condizieni ini-
siali del oorpo A In modo che st abbis sempra: > s, il nostro teorsma sard
stabilito.

Ora, essendo per i I funzione erescents doll'argomenty, dall‘inegusglianza
#> f ne rioaviamo Mis) > M(7): donde

o M() N M
m & Vet e U
& quindi

Y ! 1
R )

La (12) ditaostra che, #6 in un istants qualsinsi si ha #= s, ne risulia :‘1

Scegliamo allora lo eondisioni inisiali del pusto A in meds che s abbia

(@) > (.-

in tal easo si avrh sempro

cile il veders

>4 6 che quindi » avek por limite Iinfinito,
ol

Consequense astronomiehe. — Supponiamo che 1a massa solare eroica p. os.
seoondo In logge Mif) = & -+ 6 /(. Alouni corpl dal sistems p
ancora allontanarst indefinitamente dal sols o sfoggito alla sua at
sun massa aumenti all'infinite. Vodremo che, fn tal caso, condisiono nocesearis, ma
eiente, perchd cib avvangs, 4 che Larhita osculatrics iniziale sin iporbolioa.
oresa 1. — Ji vaggio vettore v won pud mai anuullarsi per un- valove
qualsiasi del lempa,
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Dimostrazions. — Per semplificara lo nostre formole, sceglinmo lo tre
units di Tunghezes, di tempo o di massa in modo che le costanti ¢ od /o il va-
lora infziale di v (certaments diverso du zoro, perohé noi abbiame ¢ = 0) si riducano
oguali ad 1 (*). Ne risulta che il valore inizisle del raggio vetlore r sark mag-
giore o, sl piii, egualo ad 1

Cid posto, indichiamo oon & la differenza tra la forsa viva o il potenziale di
A nel suo moto relativo intorno & B: poniamo eioh

(1)

E inntile di avvertite che A, & differenza di cid che avvisne nol easo di masse co-
stanti, & ora una fanzione del tempo: I quale, come & fucile di veders difforeniando,
1a (18), soddista alla legge:
1dM
.

(14) dk
Abbiams allora dalla (18), essendo o= 1

(13) o+ 2MLY =1

od anche, puragonando con la (14),

(16%) Dy P — dt 4 2rM() =1

0id posto, indisando eon ¥ un istanto campreso tra O @ ¢, abbiamo:

(" 1dM £ 1M\
e )

& quindi sostituendo mella 15%':

(18)

La (16) oi mostra essere impossibile ch » &i annulli in un istante qualsinst

t=T. Infattl, so cid avvenisse, essando fia (vlore inisialo di A), M{H) o %
sompro finite @ determinate, & restando v compreso fra 0 o T (e quindi essendo
#,2>0 porchd Ia r si sanulla al pin nellestromo superiore), il primo membro
dulin (16) tenderebbe s zaro ol tendere di ¢ & 'T; I'ineguagliansa (18) non potrebbo
quindi sussistere,

Tronewa 1L — Se o ha M(%) = Mfs), ¢ 5o neglt istanti & ¢ fs i corpo A
passa per umo siesso punto P i due rami della traieitoria non possomo preventare
in P un contaity d'ording superiore al primo

) @

ta seclta com

- dalle unith, di misars sark manteants nol seguito della Momoria.
i vm XT, Serfs 9%, Tomo XIX, b

Boct
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mistao con By o By i raggi di curvaturs doi dus

Dimostrazione. — Ch
rami della traiettoria in P. Avremo:

I

iy) Ri

Eliminando

(18)
s
dove per ”*_ oni tratte dalle (2), abbismo
infine :
)
i
(19)

Annlogaments si avrebba

B =Ry}

terabhe

(22) M (1) = M)

Gib cha @ contrario alla nostea: ipotesi. 11 nostro torema & dunque provato,
¢ d. 4.

che il moto di A interno a B sia periodico,

1°. Corollario. — Supponin
dico T. Noi aveomo, per ipot

con

=iy § BemmBas

(23)  rt)=r

Dalla (22) segue allora
(24) M(¢) = M(t 4 T).
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Quindi possiamo affermars 1a sagnente proposizione: Affinehd daistang. solusions
pariodiohs oon periods T, & neesssario ehe la funsions M(8) via periodica con lo
stosa periodo T, o con periods ¥ sottomullipls di .

Corollario. — Cerehiumo ora la condisiono n eui d
afinch In trajettorin ofletivaente descritta ammetta un asse

soddisfare M{1),
stmmetrin 5 pas-

toria ¢fettivaments desoritta # composta di un selo ramo rival-
gento sompre 1o parts concava, allorigine, la retta ¢ dovrk necessarismente taglincla
almeno fn un prnto Q.
Nol potremo quindi
mobile passa par Q.

©id posto sin P, un punto genarico della traietioriu distinto da Q, o Py il punto
simmetrics. Bssendo necassarinmente

r=n () ={%),:

dal teorema delle aree ricaviam

como origine dei tompl, Distante

o cu il ‘punte

Py =y

Lu stessn nguaglianza vl certamente per tutti | pu

A Q o Py, pargomati con i corrispondenti punti simmekri
|| licando allora eon #, & ¢ gllistanti i
Py o Py ne risulta f,

doll'arbita, Intermedi
intermadi tra Q & P,.
oui il eorpo. mobile ragginnge lo polmml
—ti e quindi I (22) oi ¢ M{n) = Mi— 1) Ma P,

caso sulls traisttoria; togliends quindi Vindico che non

an punto generica pres
hia alounn Importanza. av

mo come eondizi

(24 Mt

Valo o dire: Se la traiettoria gmmned

un asss di_ simuelria & passunte per
Foriging, ¢ s si sesgiic come origine dei

spi Uistante in. oui il sorpo mobils
ria, a M{E) deve risultare funsione

passa per wn punta fn-oui s taglia la Irai
pari- dll argomento.

Thoussia TV. — Supponiamo che ol abbia:
(24) im () = .«

Dico' che, in questo caso.

1%) o it raggis vettors » crescerd all infiaito,
2°) oppura v avrd per limits inferiors lo sero.

Dimostrazione. » Noi abbiamo visto (teorema 1) che r pud tanders verso o
quando ¢ teode verso oo Per dimestrara il teorama, noi fucomo veders sbe nel easo
cantrario, cioh quando » vests sempre winore-di ums quantith fissa L (positiva),
sssa Tin por Timita inforiore In sero, A tale scopo indlobismo con « una quantith pie-
eola . placere, o costruiamoei due wfore, aventi par eontro L'origine, ¢ di faggio T ol #.
Vediamo s & possibile che il punts A 4 muova sempre nello apario compresa tra
lo due sfere.
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In quosta ipotesi, & eagion della relazions

(25)

1a seconda equazions del sistema (2) 6 dard:

M1}

Chiamando allora con — G* uns quantita negativa, 11 cul valors assoluto sin
nda & piacere; o poteomo, in virth della 24, daterminare un istante T fale,

e

<—ar
i

No risulta allora imoiodiatamenta oha il eorpo A dovri in fine tagliare In sfern
intorna di ragglo «, non potando avorsi sempre 7 >>o. La relatione (25) non pud
percid sussistors insieme con lu (24%). Ave > L, lar dovrd
divenirs minoce di #, e aveh percid por

cho du T in pol sl abbix sempre

Troresa V. — Supponiamo che M(1) sia’ funs
o oha © sia massimo per £="T. Supponiamo oiod che si abbia

(7).

o indichiamo eon R il valo
1o dico che in fulti gl'isianti smocess 4 sempre v<"R.
Dimostrazione. — Comsideriamo il moviments immedistaments dopo

r d
Vistants T. La # sard deorssoente, ¢ = certaments nogativa. S Maw

gativa in tatti gl istanti suceossivi, il tooroms & evidents.

Nol easo contrario, 1 deerescarh fino ad un certo istanta v, nel LU!ILU od
un minimo ¢, o, dopo , toruerd i nhovo & erescors; ma tattavia fo dieo cho r non
potrh pitt valore R. Por dimostrarl che, dopo 1'istante T,
1a 1 ragglungs di woovo i) valora R nell'lstante T,.

i aveomo dalla (4), integrando da te=T 1

Fremo

Ty, ¢ ricordando che i ha

-0

polché la parie posit
M(1) cresoente: il primo fembro & invese negativo ol pib, mullo, L' ipotesi ehe ¢
raggiungn il valore B nll'Istanto Ty, & percid assurda.
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Osservazions. — Supponiamo, inveoe, cho M(1) sis una funzione doccescoute:
vala allora un teorema analogo. Ciod se, nell'istante ¢==1,, Ia » ha un minimo ¢,
in tutth gl'istantl suocessivi Ie = si eomserva maggiors di ¢.

P. en., 80 nell'istante f={, la torra & all'afelio & 30 da & in poi In masse
solare comincia a oressere, futts la tradsstoria torrestre, dall'istants 4 in poi, si
svolgerd nell'énteruo di un cerehis avento per eontro il sole & per raggio il valore
dolla distansa afeliaea nell'istanty 4 .

Sa invece nell istante ¢ = f; la terra & al periolio, e se da £ in poi In massa
solare deorosen, tutta 1a traiettoria da £ in poi &i svolge all'esterno di un corchio
avente pec eantro il sole o per raggio il valoro dells distanza perielisea el
I'istanta #;,

Teornua VI. — 5z M(0) & funsione croseenie o deeressente di ¢, o 30 il
raggic vettore r diviene.w per (=, allore la v non pud ammetlers pite di
wn solo minimo . tutlo Uintgroalio compress ira

Dimoskrazione. — Supponiamo ehe » presonti dus minimi, p. ee. per £m= 1y
v5 poickip in questo. intarsallo il raggio vettors & cortaments funziona
continua del tampo (gineehd ln somuia delle masse cresce cou continuith o
tiave finita por £ finito) tra 1, ¢ f; 1n  dorrebbe prasentars un massimo B por f = 1.
oid & assnrdo. Tafittl, se M(z) & croscente, per il teoruma ¥ ia 7, da = in poi,
dovrabbe conservarsi minore di R, & non potrebbe porcid tendere all’ {nfinito. Se invace
M(t) & decrescents, da v in poi 1z 7 dovrebhe mantenersi maggiore di R, a non po-

o per b=

man-

trsbbo percld prosentars un minimo per f=fx. L'ipotesi di duis minimi & percid
impossibile ad ossera smimess.
e dd
Osservazions. — Questo toorama of mostra In grande analogia fra il pro

Blema dei e corpi oon masse orescenti o dooresuenti o quello ordinario eon wassy
omtant. Aushe qui infathi, quando - d par ¢ = o, ciot quando 1'orbita
relativa & un'iperbola o una pasabols, la ~ in tutto 1" intervallo compreso ra £=—
& f==co, non prasenta che un solo minimo.

§2

Not abbismo dimostrato (teorama 11) che, 50 5i lin ¢ S0, Ia » non potrh mal
annullarsi, 8¢ dongue A o B sono due punti matematiel, I'urto sarh sempre im-
possibile.

Se, al contrario, A & B sono punti matariali, nei diramo ehe o1 sara urlo tutte
oha il ragyio vettore v, eiod la distanse AB, diverga minore di ogai
qUaRLLE asssgnata
Nel n. 2508 dolle « Astrouomisehe Naohrichens Gvuvks b dimesteato che,
se lo massa del sole, comincissse a crescers limearmente col tempo, tubti i pianeti
o 1o comete o ellittiche @ paraboliche dovrebbero cadere sul solo stesso.

E possibile di estendere questo teorema In medo da comprendersi ancho quells
comte In cul orbita & ora iparbolics? Quests & la domands che o mi sono pro-

g vo.




alintiamo aneors {1 sampo dolle nostre ricacche; = suppon
iinito, ma sousa essors sottomessa alla logg
be futti i corpi del mostro sistema solare

sul sole?

ato oho ln risposta & affermativa nel easo fn eui M{e) i

uale o superiore al primo, rispotio a ¢

im0 dungue il nostro sistema planetario isolat nello spaxio; -affinehd

phsibili somets
A ereRon

corpl di cui vsso

smposto, womprose anche fulte L
!

ossario od & suflici I sna

ingare,

s cometa ora @ 8 pa-

i1 mnes erosen

La. legge linears ha dunqna fmportansa assai grando nel nostro problems; fun-
portanza che sin qui non ens ststa posta in luce. Passiamo o
teorermi.

Trorsus VI — Sia M(¢§) funsion erescants di 1, ¢ si abbia
Tim M(e)

& dimostrure | nostri

o che, in un certo istante by la differsusa h fra fa forsa viva ¢ la
o [oran swa nudla o negativa. fo divo che 1l raggto veliore r aord lo

e saferiore.
~ Poniamo

% Py — M(0)

o supponismo eho, nell'istants ¢, il valors Ay sia nullo o negative.
amo, per comoditd,

(29) i) = M) — M(t,

ayremo dalln (4), integrando da fmsf, a £,

M)y (]

(80)

Integrando ancors, sf ha

11 dr
gy [P g
1t E ‘.’. redt i r v

o sostituando nella

(1) *




ile, ohe r eresca all'infinite. Allora, per il teorema VI

Suppaniamo ora, se & possi

da i carto tompo . pof L‘ sard positive; sark quindi facile di vedure che, ussendo

(t) positiva per €3> 1,, 'integrale

ydr

it
a

(s2)

wnbe grandi di ¢

risulterd. positivo per valori sufficient
D'altrs parts si b

()

poickd ¢ ¢ fisso, mentre Ia » cresce all infinito. Quindi dalla (81) rieaviamo che,
par elovati valori del tempo, v* doviohbe essere negativa, eib oho & assurdo. La r
percid non pub crescera ol infinito: ed allora, a eagione dol teorema IV, avei pec
limite inferiore lo zere,

Conssquense astrononsiohe. — Se la massa del sole crascesse’ all' in
una logge qualsiasi, tutti | piaueti o 1o comets ora paraboliche ed ollittiche cadreh-
bero sulla saa superfivie. Avverrebha invees il confrarie por aleuns somate ors iper-
baliche, 1o quall potrebbero allontanarsens all'infinito {teorama. T).

Troress VIIL — Supposiamo che M(f) sia oresosute & che, tendendo {
versa . dusa divenga {nfinita d'ording wguale o superione al primo rispetls a C.
In tals caso, qualunqus siass ls condirioni inisiali del mato, i1 raggio vetiors r
avrd per iimite iferiors lo' soro.

Dimostrazions. — Supponiamo, sa & possibile, ohe r tends” all' infinito.
Dalla sooonda equatione dol sistemn (2} ricaviamo, avendo posto o= /=1,

i

(52) = 1—rM({H);

tive

drt
o quindi, nel nostro caso, per valori sullicientementa grandi di £, "

Dialtra parte ": dn un corto Tstante in poi, sark positiva (eoreman VI): & quindi, per

valori suffeientements grandi del tampo. sark funzione docrescente di {.

Ne segus che r diverrs infitita, o ,',.mm;mm‘ onditie fnferiars, o, al pii,

2 diverns ifiitesia i

epuats u) primo, rispetta 8 ¢; o la derivate —=—
ording infariare, o, al pid, equais al seconda.
Considariamo allora 1 integrale

®3) | M) de

AT




=ipgts
Baso sardl cartaments divergente, perehé la fiutione sotts il segno ' Infegra-
sione, da un certo istante in poi, i mantisne positivs, ¢ per {=co diviens infni-
tasima di ardine inferiore, o, 4l pib, eguals a1 primo.
Ora Vequazione (4) o @i

(34) -

Per valori suficientementa grandi di £, se e ricaverebbe allora
(#8) P 0:
¢id ohe & assurdo. B dunque impossibile di ammetters che r divenga infinita. 11 nostro
toorema isulta, porcid, provato.
e dd

Congeguense asironomiche Suppoviamo che la masss solars cressa eon la
legge ora nomivata: tubti i pinneti o bubte lo eomate (ora ellittiche, paraboliche: ed
iperboliche) eadranno sulla sua superfiete.

§ 8. — Teorem! sulls confca caculatrice alla traletboria

Come gid vedemmo nell’ Introduzione il problema dei due corpi di mnsse varia-
Bili ha molts importanza per Ia meconnica celeste: orediamo quindi nille di dore
aleani teoremi sulla conica osculntrice alla traicttoria.

Trorema 1X. — Supponiamo che M(f) sta crescents, ¢ ol in un éstants i, la
conica osculalrice alla Iraistioria. #ic wna - aliisse o sa: parabola. Jo dico. cha
15 ognd istaente fx, posteriore a by, la coniea ossulatrice sard cevtaments aliittiva.

Dimostrazione. — Nell'istanta ¢, la conica oseulatrice alla traiettoria essendo
sllittien o parabolica, nei avremo:

_ M)

T

(55) 5

"
Bssonds. quind, per ipatasi, "1 ssmpra positive 4 b, nogative o nuilo

de
fsultord nogativo; o quindi Torbita oseolatrica alla tralattoria uo
sard allittie.

ancho
Tistants 1.

o d .

Troreya X. — Suppontamo” che, lenvdendo § verse oo, la funsions Mt}
di s we inferiore al primo, rispetto @ {. 1o dieo che ls condi-
sioni fuiziali dal moto potrauno essers fali che la poniea viculatrice alla traiet-
loria sin sempre iperbolica.

@ dore




— 80 —

Dimogtrazions, — abbiamo visto (teorema T) che, se M(#) diviens o
dordine inteciore al primvo rispetto s ¢, 1o condisint ‘Tobtiali possomo eesers tall
che r divenga oo par ¢

Tu questo caso la coniea odeulatrios alln traiettoria sarh sampre nocessariaments
ipecbolios. [nfutti, so nell'istants 6, p. vs,, essa: fosan ollittica o parabolien, noi
aveenmo by, =0, o allor, per il teocoma VIL, il raggio r docrescerabbe al di
sotto di vgni grandesza ussegnata: il che & contrario alla wostra ipotasl. 11 Leorems
rests dungue provato,

o d. d
Osservaziona. — Quasto teoroms ha grande importan porohd distrugge un
ercore in cul ernoo caduti alewn astronont. S ora infatti ereduto, fondandosi solla
sali. intuizione, che, foendo crescere all s somumn dolls masso M) con legge

qualsiasi, lorbita oseulatrice alla trafettoria relativa arrebbe dovuto in fine cangins
in ana ellisse,
Noi sbbiamo dimostrato che quests conclusiona & erronen.

CAPITOLO 11

Solnzione del sistema differenziale (2) nel campo reale,

Comineiamo & stadiare il moviments doi piancti o delle comate ora_ellittiche
¢ paraboliche (oioh di tntti gli asth in oni la differensa attunle. fra forza viva s
funsione délle forze & nulla o negativa), supponéndo, oou OppoLrzEr o Gripés, ehe
la massa solace aummenti col. tompa, in modo pard da non superare um certo limita
finito o determinato. B questo I'umico cusa che preseati un vero intoresse por In
meccanica celests & per astronomia matomatica

Dalla (14) rieaviamo:

1) 5 o ..N :

el essendo by =0 e ':m positivo, la quantith A sarh eertamente nogativa pec
tutti § valori positivi del tompo.
Dall' inognaghisnza (15)

caviamo allors, a magglor ragions
(88) M =1
& quindi:

(89)

Soormrd uer XL, Berle
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D'altra parte; dalla (18) abbiamo, reordando gssore " = — 4%,

V< )M”!"- ML

(40) (

da oui, fnfine;

(41) |’;"'|< 2M(0) .

La (38) ¢ la (41) son valide per  reale o positive
Vedinmo ora quel ehe avvions por valori negativi dells ¢
S0 A Gl conserva sompre uegativa possiumo ripetere Lo stessa d

steazione senza

louns modificazione.

Suppaniamo invees o dendo Ta 4, da un carto valors 7 in poiy In b &l
cangh da negativa in po sasonda [ (37)

Prendiamo por semplicith Vistante 7 come origive del tsmpi: aveemo allora
sendo 1a nostra scelta conforme n eld ehio abblamo detto in
olo I (39) o la (41) saranno valide per tatti i valori posi-

By = 0; & quind
principio di questo ¢
tivi del tampo,

Bssendo, in_ generale, per £ =0 ’J =0 la (1) of dard: 1

nel caso sccesionale in oui si ahbia (“,',) 0 ne it b =

in questo caso 1a senondn squarions del ‘sistoma () o darh (‘f ) >0, o i or

1>

valori negativi dalla vaclabile ¢, suflcientemente vicin & ¢

Ora io dico obe per tutti | valori negativi della ¢ deve aversi ssmpre 72>

Tnfatt s, 50 & possibllo 4 il primo istante negativo in eui si abbin = Zyry .

La (16) ¢ dard, essendo fruy =0,

. ["‘ 1di 7 12

(#1749

M) — MUt 4 2 M) =1

(43)

0 8 f==ty, esclusi al piti gli estromi,

Om poioh in tutts Tintervalls da =

sl b sompre > Ty ATIemD ¢ m dove K & certaments maggiore di 1.




=
Soatituendo allora nella (42) § valori ora dati di rey e e i ba:
(824 M) = M(0)

it chod assurdo perchd ¢, @ negativo ed M(#) & fansione crascents, Dunque Lipotesi
da ol fatts & certamente falsa, o quindi per tutti i valori negativi dolla ¢ deve
1

Faiggy Miseidundo oru: o Mie) & ansione erescenta del sgomanto.po-

o maggior raxions, >

wvers £

tramo. serlvare Tl
Giod I (30) sark valida per tatti I valori reali del tempo, sostituendo soltanto
al posto &1 ¢ 11 suo moduls (¢, Ad analoga conclusions giuugersmo per la (41).
Oua, per ipotesi, M() non pud cresgeve ul di 1b di un eerto limite dotorminate
as trovare uia quantith positiva L tals che si abbis

o

(48) M| =L

per tutti i valori reali di ¢. .
Essendo M(1) funzions sonossinta, potremo. riguurdare L eome quantith nots.
Cib posto, seriviamo ln seconda della (2) sotto ln forma del sistemp seguents:

(4avi

¢, un valore reale del tempo; ry ed
uite r ed . Hssendo M(1) fanzione
ale, sompreso anclia il punta all’ infinito,  dovri existers una eostanto g
» zero, tale ohs, qualungne sia t,. M) sis sviluppabile in serie di potenza
— &)< . Anchb u deve ritenersi coma una quantith

corrispondenti valori delle fun-
lare nell'intorno di ogni pants

Cid posta, T socondi- membri dol sistema (48) nall'intono del punta £y a7
£ — ry ' —r; convergonti, comungue

sia grande in modulo In quantits ~* — ] & purehd si abbia.

(r—=ral << e

-4 - — 1
Gonidsrinmp ora 1o dus castanti positivs: 3y & o5 ssse saranno uguali, oppure

1'uns saeh mivore dell'alten.

Por fissare lo ides, supponiamo p. es. ohe si abbis @

1
3" Sard allors, qua-

i
quo Sin fy;, S 570

Deseriviamo allors sui tro pinni complessi dells tr variabili ¢, , 7, tre corchi
aventi per centri | punti &/, ras v & coime vaggio g




=i

tassente sriluppabili In sorie di potenze
easi si avrk

1 sweondi manmbri della (48) om0 6o
finchd Je tro variabili sf trovano el nterno di quasti osrch

(44) [£i]=

Disltes parts o

<]

Poniamo por somodith :

(46)

@)

48

Ay )
=hly

son0 olomorf) nell*intarao 4l punto =,y 2, & sviluppabili fn serie di potanze intars
o positive di = — o 1 4 = 5y Conven =

3} by @ se di pit nall’intarno di quasti cerchi sl ba sempre |/;|<C K .|| K,
ra esistono dus integrall particolari y ¢ r che assumono i valori particolari
por =2, o sono svilappabili in serie di potense intere e positive di & —

oy

convergenti por | — we| = A1 — 8
Applicando quests teorsma al nostro caso, =i ha che gl'integrali r ad
sviluppabili in serie di potente di ¢—f, convergenti per

n)

(=t =

Deseriviame allora dug rette plralh'h- all'asse reale doi towmpi, ¢ distanti da esso,
da won parte o dall'altra, dolla quantith p. In tutta la strissia eos formats, r
oni olomorfo. di ¢ senza slouna singolarith. Applisando allora. sviluppi

ed ' sano fan

(% Tomoas, Traité danalyss, tam. 11, pag, 08 (seconda slizicne)
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noti, @vreio wna sérle uniformemunte convergente ohe ol di il taggio vaktors r per
ogai valore positive del tompo,
A tale soopo basta trasformare la stx
Yorigine @ per raggio I'unitd, per mezzo della formula:

ia in un cerchio avente per centro

avremio:

(50%) = = )

1)

i coficienti Ay As ece. €ono noti, essendo date lo condisioni {niclali del moto.
Data uns quantith « piecols. & piacere potremo trovare un numers n tale, che
limitando Iz sorie (50%) al termine #™, 1'erroro si consarsi sompre minare di |4},
o, Tl problewn & quindi analitichmonto risoluta,

df f=—on a ¢

avendo posta ¢ =1

Possiamo calcalare |'intograle con quella spprossimasions che &l desidera: od
in tal modo il problema ohe ei siamo propesti pud essers considerato come amaliti-
camente risoluto,

8e la funzione A fosse inizialmente positiva (comete iperbolichg), il caloolo sa-
rabbe idsntioo, tranne piceole variasioni, Se M(4) orescesso all'infinito, sarebbie impos-
sibile ottensre 1a. strisoia di spessore costante. 11 problems sarebbe ancars risalubile
per serie; solamente, non s avrebbo Ia convergonsa uniforme.

Noi non o'indugiamo su qussti casi che non prosentanc aloun intorssse astro-
nomieo,




CAPITOLO 111,

Soluzione approssimata del problema: formole per il ealoalo pratie

§1.

o che i matamaticl o gli asteonomi, che hango. studiate
ato, quasi anicamente, solusioni npprossimate delle equasiont

iamo g
oblem, hianac
diffecenziali del mots

o proporrd om tm muovo melodo, di oui fard vedere 1" ntili
i calooli un bel teorema dovitto n Lebmann-Filhis, ¢ oho i db in prim s
atone la lagge dalle perturbazioni.
Nol easo astronomico, Ia somma delle masse M() sumenta sssai 1
@ questo sumento, darante molti secoli, & estremaments picoolo,

Nol polromo duniie, nolla
M(s), & eondizione ohio I'istante « sia abbastanza vioino & ¢

Par esempio, noi potremo scegliere per ¢ e v gl'istanti corrispondenti ad unw
lia vera &; la prima volin nel cuso di masse erascnti. lu seconds nel
od egnali al loro valors iniziale'M(0}; £'6 + savamno cartaments

do con
pra-

dinos

on oquasione del slsterna, (2), dostituire (1) con

etessn anor
cano di ma

@ pla-
terra,

gindicars Valto gradd ' upprossimasione, prendinmo p. es. il s
netario, In questo caso, n eagiono dol piocalo aumento dell solar, |
dopo wmalti seceli, si koverk avanzata molli sua orbita, p. es.

10 metodo, not. supponiamo, i wltima analisi, oho I Torra sia
attratta dal Sale eon wna forsa eorispandents non alla sun massa fstantanes, mia
benst o quolla ehe il Sel giorno avauti.

La differonza & fisicamonto oulla; elb non ostants, con quests cambinmants log-
possono integrace con grande faeilith lo squazioni diferonziali del o
alle formole di risol
M(x) con uma fussione »(9), ben

ti Iistante v #legato all'anomalin &

blams di Keploro, Noi potcemo dunque sostituire
cenoscinta, dell'suomalia &,

onendo L — ¢, la secondn dello (2) diviono

T eeha9)=0

i

equazione fael
) Eyua

miate integrabile: Beeguondo § calooli of arriva al beguonto risultato:
g dalla traisttoria. — Ponendo, per smpl

A8 = 1{0) 39} .




& chismando eon @, ¢ Gy due costanti arbitrarie, si ha:

1

(58)

S5 4= Gy | eos 9

nda

V01— [ 401 08 9 09 -—\}(qu#«}»[ﬁ.zlwlr-\u.‘:‘h’t+h‘—lrn.‘ r

Ponendo. 4(#) == 0, eigé y{#) == costanta, si torns, come & facile a verifieare,

ulla soluzione kepleriana.

§ 2. — Applicagiont: Teoroma 4 Lehmann,

TFacoiamo ora un'spplicazions di quéste formale alla ricorcs dells traiott
della Terrn, nel easo in cui In ploggin di materia’ cosmica, oo cade: sal Sols
Toggierisioa o costante.

Avremo con In nostra ipotesi :

(55) M) = m(l

dove « & una costants positive, assai plecels.
Trascurando il prodotto di & por l'ecoentricity dell'orbita terresive, potremo

sevivere (9) == m(1 + )3 avendo posto y =3, d indicando von T I
siderao.

Contiame l'anomalis & dalla posizione della Terra in un istante in eui esso @
sl poristio, ed indiokiswmo con & o ps Vocamntricith & il parameteo delln llisse ncou
latrice alln traietéoria in questo istanta; avremo, dalls (53).
= b Bell st
2] T "

Ciob: « 8¢ la pioggia di materia cosmica che cade sul Sols & assai laggiera
o vostants, Vorbita deila Terra sard, con grawie approssimasione, waa ellisse, il
cu paramstro dacrascs linsarments col tempo, mentre la positions dell'asse mag
giore scceniricit rastanc \nvariabili +.

1 questo il teorema di Lehmann; di eul uoi ora abbiamo dato uns dimosira-
zions nuova ol estrommmento semplics.




g8

arturbasiont depli elomontl osoulatord,
Fermols dello Strémgron o dol Flummer,

Diama

¢ un valore particolara 7 1a (56) oi dieo che nall'lstants £, 1
Torra desecive un arco infinitesimo di ellisso avents per sceqntricith ¢, @ per para-

meteo
Ocenres perd osservace che la conica
traietioria nel senso classico della Meconni
Infatti nellistants ¢, ln velooilh assoluta delln Terra risults di dne parti:
1) Unn componsate tangen ellisse (56).

del Lgnuany nou & osculatrics ails

zinle o

uta ol fatto che Vellisss

sostogno (56 parameteo variabile.

Ne segue chie o nollistante ¢; cosasse 'aumento della massa solare Ia Terra de-
sorivocebbe, da ¢, in poi. unn ellisse differente da quells oftemuta ponendo nells
formola dol. LEmuaxyt

Possiamo perd assai faoilments passare dalla (58) al caleolo degli clementi
osenlatori.

Basta risordars cho 8 ¢ & unh coordinsta di wn piuneta. esprossa mediants g
elomentl csenlatord, deve uversi (

(:‘_t
dt
ado allora con d,, ¢ @, il somissse maggio 4,
el perislio dell'orbita oseulatrico o prondende eome eoordinate 7 e & si Fitrorano

con ealeali elementarissimi le formole dello Srmoumonew @ del Prosuzs di eni
abbinmo gid pariato nell' introdurione.

=1

(#) Cfr, Onanurmw, Die Mechanik des Himmels, wo), 1, pag.




