Sopra un sistema di equazioni a derivate parziali
dal sacondo ordine.

Memoria. del prof. ALBERTO TONELLIT

(prosautata dal Socks V. Cennuri, approvate dal Socls U, Dix))

La inteossante. estensione alle equasioni u derivabe parziali del secondo ordine
contencnti tutte le derivale seconde o relative ad un numero qualungue di variabili
fudipendenti fatta dai signori Disy v Burearr: (') dol metodo di Bunero-LarpLaok,
mi ha fabte pénsare md nn'altra gencralizzazione che o non credo sis stata mai con-
sideratn sin qui. In questo lovoro io tento di estendere quel metodo ad wn sistemy
dil duo equazioni relative ad altrettante fanzioni di due variabili indipendenti o di
forms shmile & quolls df Evysro-Laerack. T eisultatt cut ginngo, per la maggior parte,
corcispondono o quelli ok per una sola equaziome; ma uon ne hanno, per la paturs
stessa del problams, quelin semplioth cho permotte una esposisions elegants quale
i, saputo fare il sig- Dannovx nella sua elassica opers: Legons sur la Chdorie gi-
nérale des surfases ().

Rigonoseo che il mio lavero & ancora incompleto od & susecttibile di ulberiori
goneralizzagiond, o mi sano indotto a pubblicarlo ol pierehd Anche un modesto- risul-
tato uells tooria dalla integraxione delle equacioni differonriali assome una cerla im-
portasza, o nella speransa che il problema da me posto venga ripreso da altri o
studiato eon pii acume o maggior fortina,

() D, Sopre wna

ey qualumqua df variabiti. Ave, dul Lincel (Aznp CCXOVILL 1901). —  Sulle equa-

lingari: alig:derizate. pursiali el seconds ordine. con n variabil i Circolu -
VI




RTE PRIMA

1. 1l sistema di duo equazioni lineari & derivate parzisli del secondo ordine,
contenenti la sole derivate miste ¢ velative a dué funzioni di due variabili indipen-
denti, ha la forma
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mentre, s quel determinante & nullo, si xidueo- all'altro
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dove § coefligienti def sistemi (1), (1'), quantunque rappresentati con ls medes
lottere, hanno espressioni diverse da quelle del sistema primitivo, Studioremo sepa-
ratamente questi dne easi incemainciando dal primo.

2. Considerando il iatoma sotto 1a forma (1), e ponendo in evidonza 1 deri-
vagzione rispetto ad x, si pud serivere
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@ quindi la sua integrazione si viporta & quella dei due. sistemi
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, analogamente @ quanto i & fatto sopra,
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3. B evidénts cha quants si pud dire studiendo il sistema (2), vale auche
pel (2, sol ohe si sostituisca alla variabilo  Ia y o vicsvorsa; per oui oi limite-
remo o considerare il primo. Poncndo
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nel caso in cui D non sia zero, dalla prima coppis delle (2) potrame ricavare 1o o, o

in funions lingare di U.v%;‘ ¥ o sstitusndons 1o esprosioni nella second

coppia otterromo un muove sistoma di due equazioni in U, V, analogo a quello da
eni sinma partiti; perd conviene pluttosto considerars prima il caso di D=0, per
veders quali semplifieazioni esso apporti alla integrazione dello equazioni differonsiali.
L'ipotesi di D=0 pud verificarsi:
12) essando nulli tutti gli elementi 2,2, 0, {5
29) ossendo nulli due olementi della stossa linea o due elementi dalla stessu

<olonn
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5% essendo nolli tre elemont
4°) pssendo totti gli elementi diversi da zero.
4. Nella ipotesi che tutti gli elementi di D sieno nulli, 1'integrazions del si-
stowa (1) si effettun mediante i due, lineari del primo ordine,
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Questi poi 8l rieondus alla integrazione, di due equaziout lineari del secondo or-

ding, che possono considerarsi come a derivate ordinarie. Se nel sistema (4) =i pone

esso diventa
Frat e =0,

J Fite=pee
e

ed eliminando una velts 'V, & l'alira U, si ottiene

Tntegrando, secondo che savh pit comodo, I'uny o Valtra di quoste, e quindi defer-
minando Uy o Vi, avremo poi la seconda funzions senza bisogno di alira integrazione.

Ottomute le funsioni U, V, per determinats 1a u, v dovremo risolvere un pro-
blema analogo al precedente, perchd moltiplisands I prima delle (47) per 2, 1a se-
conda per i & sommando, dopo sver posto
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avromo.

4 uV

o tutte si ridurrd fano alle (47) analogho

alle (4). Ponends

@ bastery integrare una qualunqus di esse p funziont 4, pi. Dol resto,
sliminata tra 1s (4°) wna dollo fungioni 2, u e costruita L'oquazions diffprenziale del

. due soluzioni particolari indipen-
i corrispondenti valori di e,
noto dalla ¢ ari che il determinante

OYVETD

J]A' U 40 V) dy + i(z),

¥u - po— (@04 p"¥) dy - wni2),
otfarremo: subito § valori delle funzioni %, con somplici quadiatire,

5. Si pottobbero qui citare diversi easi nei quali lo equarioni (5), (5') 51 sanno
integrre, & tr ltri i pift semphic, chie sl presentano quando i coeffiefenti di
una delle prime equazioni sieno funzioni delln ola y, od i coefficienti di una delle
seconds fumzioni della soln 2. Mi limiferd a8 accennarne wno che comprendo in sb
infinite combinazioni di forme p clonti del sistema proposts ehe Io rendono
ntegrabile per quadrature.
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Per questo osservo che, data una equazione a derivate ordinaric lineare del se-
eondo ording

d
(a) ‘f,‘f" +r r,: +aw=0,

sssa sarh intezrabile por quadrature quando tr i coefficienti ¢ abbia luoge wna
relazions della forma

(@) 1 +n+ ,7.. S

dove # & un numero intero qualungue positivo, &

m= [ ().

Tntrodugondo nells (o), al posto di p e di ¢, 1o sspressioni corrispondenti. doi

qu-m:lu gia D=0, pel [atto che sono nulh tukti i suol usmnmu
Ansloghe eonclusioni st poteebbeto fare quando fosss D, =10 insiame
goli suoi elementi.
Meno notevole & In semplificavione del sistoma (1) quando, essendo wero il

col sin-

trazione diretta di questa. acsers
rasioni por parti. Ei pud del resto avers
riprovs della sas ossttezsn osscrvumdo ch ’
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narl uninbegrale primo dolls nostra equanione (o). T cosi limiti i w00 di r mperiore ad ogai

Considarando Vequasion ta poteenmo stabilire un altro exitorio’ contenenbe Tafiaiti cast i
cgrabllith per quadratur della (o).




s
cast accennati al . 8 possono vicondursi medianto una, trasformazione del. sistana. (1)
a quello in aui tre elomenti ds) doorminsnbe stosso si annullano, Dimostreremo
quosts propried tanto pib ohe av =0 cosl oseasione di notare come il detorminaate
D (o D) sis un invariante per certe trasformagioni.

A qiiesto Seopo pon

supponenda

diverso da zero.
Caloolando lo derivite ayremo
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dove si sono aceennate: con indici le derivate parziali di 4,p ; del primoie
o ordine rispetto ad = ed y.
tusndo queste espressioni mello (1) avremo
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& moltiplicando wna. volts In prinia per ', a seconda por e sobtrasndo, wn'altra

volts 1n seconda per & o la prima’ por ¥ & softrasndo, dopo aver diviso. per
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slob tn. sistema che ha la stessa forma di quollo (1) da oni siamo partiti,
7. Tndicando eon lo- lstters maiuscols gli elsmenti delle (6) corrispondenti
quelli dalle (1) calcoliamo,
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Con un' ealelo analogo i trovano e espressioni di T, 14, T ma si pud anche
ossorvare, tenende conto della forma dei coeflioionti del sistema (8), ¢ho L si cambin
in T sostitnendo alle 4,4 le ju, p' o vieoverss, ed ugualmente avviens per T sd 1.
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In ogni modo, o eol ealoslo diratto o con quoste considerazioni. &i ottengono le
formole
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Potrerno guindi conoludare che

A ]
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'um_ incaviante assoluto el sistema: (1) per ogni sostituzions dalla forma
| = Aty - iy

) { v 2y - g0,

Una proprieth analoga varrd anche pel determinante

fio b
Do=
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poiehd, come gib abbismo esservato, qusuto si dimosira per ua determinante valo
anohe per Taltro, equivalendo il passsggio dall’ nno allaltrs allo scambio di & in y
o viceversa, nel sistoma (1). .
Potremo quindi, secondo 1'tso, demominare questi determinantic D, Dy fnzarianti *

del sistema (1) ().

(1) Sarebhe faoile weders chie yonends
wepla) , = 9)
si ottengono pel sistema trasformato dol sistems. (1) gli elementt
L =g=) i)
T () )
L T
W= )W)
ansloguments & cib cho avvierc por Tequations di Eurero-La Frace
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Quosta proprietd ci avverto che sanchbe vane sperar di trasformare il sistema (1),
modiante 1o: (8), in mn altro pel quale mno degli invarianti fosse aullo, s¢ gid non
1o-4 il corrispondente del sistema primitivo.
Ma oltre D o D, vi & un'altra combinazione degli slomenti 2,1, ¥, ¢ clie &
pure invariante colla trasformazions. (8). Infatti le (7) ci danno immedistamente

Abhizmo cost due altrl invarianti del sistema (1), i quali ei avvertono che
sarebbe ngualmente vano, mediante' la trasformasione (8), di sperave di ginngere ad
un sistema (6) pel quale fossero nulli L o T se gid non si ha pel sistema (1) so-
disfatta la condizione ¢~ ¢'=0. Tanto meno poi sark possibile ridurre nulli tutti
gli elomenti T, L, I e git non & D=0 od I~} 7= 0. Ma, pur essendo veri-
ficata queste due condizioni, mediants ln trasformazione (8), non si potrd mai far &
che risultino i quattro elementi L, T, 1/, T separataments nulli, so uesta condi-
sione non & gih verificata pel sistema (1)

Infotti se volessimo determinara &, g, 4, i’ eost ohie fosse

AT £ il — P =0,
—d L=t (P ) A =,

wichd L'equazione

p (i) s
ha 1o sue due radici ugusli, perché

(P— O - 4t = (L ) — 40— ) = (i)' —4D =0,

=0

dovremnio. porce

0id che mon & possibile, ri: o =0 . Questo ragis sarcbbe in difetbo
ove fosso =07 ma poicht, in quests caso, dovrebho pure essor zero ¢ od £ o quindi
ambedue, a causa dell’ ipotesi ¢+ #==10, ne risulterchbe

A T=—ip' |, —d LU=—I3,

@ I'impossibilit i avere T=1/=0, con o diverso da zero, risulta evidents, non
potendosi supporce #'= 0 sonza ammottere cho git pol sistewn (1) sia

l==tm=l=

9. 8o non & poss
tiante nel

ile in aloun easo riduere wulli tutti gli elementi dell'inva-
istema Lrasformato, quando tali non sieno nel primitivo, sard perd sempre




e
possibile ridurne nulli 6, o trs quosti nocessariamente T ,T" se oltre D=—10 si ha
anche - £=0; ese {4-£ 2 diverso da zoro gli clomenti ndcnsu:mmentﬂ mulli
saranne T, L', Salvo questa limitazi i potrk seegliore avbi , mol primo
caso, tra T, 1, nel secondo, tra L, T" quoll'elemento che si vuole annullare.

Incominciando dal edso di 0, i4~£=0, osse mo che, sé non @ Possi-
bile porre eontemporaneamente T— L'=0, si potrd porre a piacere 1'una o I'altra
delle due condizioni

@ polehd queste due quintith i couvertono 1'nna nell'altra sostitnendo alle 4, & le

p ' e viceverss, eost 1 eondizioni- imposte alla coppin 4, 4" quando si voglis L= 0

si. eambiersnno in uguali condizioni imposte alls coppin. g, u' quando inveca si
0

L tod = — (i - 12) =0,
o poichd, se & vuols auche L=0, hasts parre

L. bod = (1 i) (3 - Dy =0

in o della soconda sopra
0, ¢ conseguentomente

cosl questa ultima condizione & una eonseguenza della pr

stabilita, D'altrs parte, per la mostrs ipotesi di [

L4 T'=0, risulterd pure
In un oaso avremo

Le=0 , T=0 , L*;@

. i 3
avenda promo pi'e=— 5 i o non potendo essumers A== —
Nell'altro caso invece avromo

L=0 1'=.”’++” L=

avendo posto A‘=4§z o quinii: non | patouds: groudere: ) mm — fu

S0 o avesse ancorn £==0, & cansa dello ipotesi £ ¢ 0, dovrsble
pitte susera {—£——0, & per <onssguenzs, gik to olamonti dell'invaciuute dol pric
miltivo sistems surebbers nulli. Tn qussto caso risultorebbe

ui

L=y
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@ basterebbe prenders =0 & @/, & diversi da zoro per otteners

Le=0 5 Tesp |

Lem ; T=%r | V=0 ,

I ntegra-
, sl potrd ricon-

Possiame quindi concluders che nella ipotesi di D=0 , 4
iono dgl nostro sistema, se tutti gli elomenti di D non sono nul
durro o quolln dei due sistomi

+ PVe=0 L U= -‘\'—‘; + Au, - Oty

H“v AEOATT AT Vo2, o,
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ovvero degli altri

v +Auy 4= Gy,

{22 1 BU, 4 BV, 70—
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e o
v.=Ty+AuﬁT0vﬂ.

dispenendo di una sola delle quattro quantith 2, e, 4, 'y avvertendo che non risulti
Ayl — el = oA =0 mol doterminace 1o altre.

Noi sistemi (9), (9) obbiamo indicato con lo Istters maiusools i coefMolenti
degli elementi analoghi & quelli che si presentano nel sistema primitivo, ¢ che sono
cold indicnti colla Tettore minnseole. Avvertiamo aueors ohe, sobbene rappresentati ooi
medosimi sinboli, i coefficionti del sistemi (9), (9') haino espressioni diverse, dipen-
dendo essi dagli elomonti 2, u, chie vengono, nei due casi, detorminati da con-
dizioni differenti.

La indeterminazions che vimane nei coefficienti, a causa dells prosenza di tre
dollo quantith 4, p, 4, ', pud cssore utilizzate per opportune semplificasioni def
sistami stossi, sempre perd badando che non risnltl ' — pd! == =0,

10. Nella ipotesi di D=0, ma di ¢/ diverso da zoro, lo due radici della
equazions

5 - (1 — ) 5 —

88 ¢ diverso da zero, sono diatinke o precisaments
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o prendends

ovver)

avremo

diverso da zero.
Dialtra parta essendo

Al — 20+ (3 —20)

16l primo caso aveemo pure L=0 ¢ quindi T ==/~ (; nel sscondo T'=0 el
L=i+0. .

S inveos ¢=0, allora, perchi sia pure D dovid wssrs £=0 0 (=0,
ma nen ambedas cont porchd s i alla ipotost gifi con-

siderata 4 I--¢=0.
Nolla prima ipotesi di £=10

0 ma ! diverso da zero, poichd i ha

4. Tmp(fl—pl) 4L =0 — KD,
potremo porre

by e

ovvero

p=0"%

prendeado perd, nel primo easo ', jo- diversi do zoro, o nel sacondo 4, u' diversi da
zero, onde non st abbia: o = 0. Ne risnltert allom, con la prima: posizions, L==0
0 + con I sseonda T'=0 , L=1. Cho s¢ invoce fosse (=0 , [=0, ma
£ diverso dn zoro, essendo

—palpl 4pit) o, o L= A A EE),

a7

pobrenimo. porre

pm=0
e
7

nell’ un caso prendendo g, 4, nell'alteo ju, " diversi da zero. Con la prima posi-
zione risulierd L=0 o T "; eon la seconda T'=0 , L={.
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In ogni caso perd, nella ipotesi df D=0 o di - diverso da 269, 1a inte-
gratione del sistema proposto si ricondaco a quells dei due sistemi

W

S M+,

(24 b, 4PV =0 U=, O,
F B+ BYu+ T —

o dogli altri

\20e LG, - BVob Lm0 5 Uyme 22

= A+ O

Vo T T bao
j-k—+ul.,.|~1v\,=o ¥ 4 Aty = Clony

avendo qui pure i oooficienti dei dne sistemi, quantungue designati con le medesime
Iottere, esprossioni diverse, dipendendo essi daghi olementi 4,4, , p che risuliane

o daterminati nei due casi.

vede da quanto si & detto, ohe il problama della integrazione del sistema (1),
quando D=0, nou subisco in goaerale la semplificaziony uolate quanido futti gli
alementi doll’ fnvari : li; pd non mi sambra prive di
importangs. 1 fatto che Yanoullacsi dell'inyariants D permette di ricondurre il nostro
problema. all' intagrazione di nna sola equasiono difforeniale, linearc, emogenes al
piie del quarto ording o di forma: speciale; mentro, coma & noto, 1a eliminaziono di
una funzione dal sistema (1) non appatisce possibile in generile. Considerands, per
fissare lo ides, il sistersn (), dalla seconda equuzione ricaveremo u, in funziono

Hneare di Uo, Vo, & sostitiendone il valore nella terza e nells quarta, potrsmo

¥,
"
dalln teraa, = G non & zero, ricavars anehe il valore di ve in funzions lineare omo-
genea di

W 3V

PR

Sostitnendo questo valore di p, nella guarta, questa si trasformerd in una equaione
Tinears omogonea dofla forma
10, W W,

e

U C) 3_’\’.17_*_“ 3V, U 4

3 e RR

MU, NV =0,

& tenends conto della prima del sistema (9), o oiod

0.
e

4 BU - FVam=0,

Socisth par XL fer. 8% Tom, XIT,
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5o F non & nullo, potremo climinare ¥, giungends eost ad una equaziono differsi-
xiale, linoare, omogenea del quarto ordine in U, dolla forma

ono. di questa equationa il nostro problema sark eompletamente riso-
Inte, avendosi immodiatamente, sonza wltoriori intograsioni, dalla prima dolle (9);

; 1t o faxlmonte v, dalls tersa. Un ragionumento ana-
logo valo pel sistemn ridotto nells forma (&), (10), (10°).

12. Questo conclusioni valgono in generale, ma vi sono. deoi cast nel quali il
nostro. problema consente niteriori semplificazioni. Per questo perd & nocessario. diatin-
gitere il caso in eui il nostro sistema. (1) 4 riducibile alla forma (9) o (8) (oiod il
‘engo i D=0, I--£=0) da quello fn cui & riducibile alla forma (10) o (10)
(s il caso di D=0 ma {1 diverso da zoro).

ate:ehe so nel sietoma (9) si ha

=0, Ce==0,

ass0 & integrabilo cou sole quadrature, In questo modo vengono ad imporsi due nnove
condisioni eui dabbono sodisfare § coofliefenti del sistoma (1). Powiamooi nella ipo-
fost Difl gonerdls, onde non proltngare troppo In disonssione. o ciod ohe gli olem
L0, 20, eolisfuoenti i 1o due condizont D=0 , (4=
saro, o vieordinmo ¢he, a causa delle (6), si ha

t
, sieno diversi da

A C=p (fl. i* ajs o) —p(pi - alp -+ o) =

(i 5 1
g o) e—ak e

Ne concluderemo clie il sistéma (1) sari intograbile eon esle quadratire quando
sieno sodisfatte le quattro condiziont

D=0 , [Fr=0,

—o(8) +e—at e

— {5+ ir—nf =
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Sa fosse solamente verifieata ln condizions €=0 ¢ non F=0, I*equazione
differenzinle flunla sl abbassersbbo al torzo ordine ol integrats questa, & guindi dater-
minats Uy, no risultarebbero subito Vo, i, mentre v, sarebbe data con semplici
quadrature. E sa fosso inveco F=0 0 non C==0, si avebbe subits con quadra-
ture U, e l'equazione in V, risultsrebba del terzo ordine. Con Ia inbograsion poi
i qussta, equaions il noskry problems restershio complatammonty risoluto. I cvidente
che analoghe considerazioni possona farsi rolati al sistonna (9); ma per bre-
vith lo tralascio, como pure tralaseio di considerare il cazo in eui , £, ¢ non

tutti diversi da zoro.
13. Quando invece il sistema (1) sia ridotto alla formn (10) o (10°), per sssore
D=0 mb non I} £'=0, s sl ha
F=

s 0=,
le prime: dug equaziont sulla stessa linoa dol sistems (10), con sole quadraturs,
o duunio Us e lo altre due, dorivando 1'ultime. rispetto ad = & ricordands che
T'={~ ¢, conducono colla eliminazions di Vi, all'equazions in o, dol tipo del-
Tequazions di BULzRo-LapLAGE
+ L
dova H 0 uan fulmuuc .3| 2.y oonosoluta,

GIi invarianti di questa equazions sono

Pl el oeiC T A
- - 5

i, per ipotesi I~ ¢ mon @ zero, il nostto sistema sarh integrabile per g
drature quando sin

(12) 4t

\’m m

ik

'

easo dogli elomenti ¢,/ , ¢ diversi du 2er0, od allora, poichi par ottenere
stema (10) dovova porsi

et A b

cosl 1o condizioni C==0 , F—0 vengono, anehe in questo caso,  rappresentate
dalle (11). La (12), che ora vien s all alfra\ {4 ¢£'— 0, pud trasformarsi.
Per yuesto. osserviamo che dalle (6) si ha

- " A0 ) — By o - o) ; e

L!

:4w.+m=-rru:—itr-.—w-r-m);

L B
o




€, per essere

anche

® la condiziona (12) diventa

!+£.+%§ﬁ§_a 4'(3: af

" E\ae . W

Tenendo nuovamente conto delle (1), quosta velazions si trasforma mell’altra

e~ fe)

b e R bt

ma dalle (8) ¢ (8) si ha

%‘—;—+¢b+f:’—(§£+{a+tf)=h—h

2a , A .
2t = (2 o) =n
per cui, in fine, ln (12) 40 riduse

ok




gl
Potremo concluderne che il sistema (1) & integrabile con sole quadrature quando
siano codiafatts fa i coefficienti 1o relasioni

De=0 , ft4-fH=0,

(¢ —a) o=

non essendo wulli nossuno degli elementi 1, ¢, (
14, Sempre nella ipotesi di C=TF =0, tra h seeonda @ la quarta delle (10)
potremmo eliminare o, , ghungendo ad s equarione della forma

BV, _ 3lop ik £ 30y n,
e s

e
+(t+raor "]y —p2beln "‘) H,

dove H & nna fanziono connsoluta di i, g
Qui i due invarisati sono

e SEIOED gy

22
o poichd per ipotesi mon & mullo 11 seconds, 1'integrazions si poted effettoars con
semplici quadrabire quands i cooficientt del sistema (1), oltre sodisfire I condiziune

D=0 o ie (11), sodisfino pure I'sltra

1 ,+__7_+3 loz_J;

W
Questa si trasforma factlmente, perché, avendo gid trovats
[

iy
SRRt
b=

se ne conclude che pud soriversi

(s) D Lot




e

8i vode poi che, 56 nelle (10) 6i ha A'=0, orvero

> B 0
SL et
- ),a 0 —d

rentisle finale si abbassa al terw ordine, e se 5i avesse insemo
0 sl abbasserchbe al socondo, restando in un caso 4 fare una quadra-
tura, nell'altro dus.

15. Analoghe considerazioni si potrebbero fare:sul sistama (10} ed ansho nel-
Vipotesi i eni gli elewenti ¢, ¢, 4, ¢ non fossero fatt diversi da mero. Lo bralsscio
per amor dil brevibh o cosi pure ometto il caleolo dolla eliminazione nel caso geno-
rale acconnato &l . 11, riserbandoml di tornaré su questa parte delln teorin ove
i $ia possibily stabilir qualshe condizione, diverss du quelle accennate, che riduca
T'vguazione generale del quarto ording; e pusso al caso in cui gli invarianti D, D,
souo ambedue differouti da zere.

In quests ipotesi, ricavando dalle prime dolle (2) i valori di w, v o sostitnen-
doli nells due ultime otterramo un sistema, dell stessa forma (1), eni sadisfano 1
U V. Potxenimo far uso dells trasformazione git adoperats introducendo lo variabili
W, g7 ma se in questo medo & possibile semplificare il prosesso di eliminazione,
riducendo a zero aleuni cosficianti del sistema, valendoo delle fndeterminate 4, g, &, p',
& pur voro che si complicherobbo 13 forma doi rimananti cooffeienti, per oui i sombra
pibe eonvenients operare ditottaments sul sistsma (2). Dalle prime due equazioni di
500 81 vicava

LA e
:D-(E-I-!JL_'-K“!P_IJ!‘;\

80 :r-fvi’.

R e LB i
L e

—I’ +au+;vf,

e
D { 2

mentre, derivandole rispetto ad y e tenendo conto dolle altre, si ha

oA

e A DU )V - (: —al — at) w- (s — el — ) =10,

2

.x_,r' _|.

+ B+ u4 (fx-rll\-r(#—m’—af) u(—el — ) p=0.

Sostitusndo in queste per u, v i valorl sopra’ trovati ed ordinands, si aved il
sistema




£ ,-—«*—ru)i :‘1 +b

+[”rc‘ byl cJJ:ﬂJ-f

4(,,,,.,,437

11 i
w +

B e
Sttt u,—quwu’—J—U,_u—cu o+

V,fﬁ'fm’ V=0,

)

por brevitd, abbiamo secennato, come suol farsi, con indioi lo derivate paeziali
spott ad @, y.
im0 ‘con 1o Tettero maiuscols gl slemen sistoria (14) carrispon-
a quelli del sistems (1) rispettivamenta dosignati con lo minuscols, o proeu-
mo di calcolarne. le espressioni in funzions del eoeflivienti del sistema (1.
Avremo

{ (ty— et et

L
-5 :t'th—cé—cz;ﬁ;'L.:(—az—./n:—

LR

B} e — ot — ) — el — )l — E

Analogamanto si trovord

@ per consegreniu




ik

Abbiamé eos) 1 proprietd, cha frova. il suo perfetto risoontro nella teoria rola-
i insarianti Dy , Ly -+ T}

fono rispetto ad y coen-

tiva ad una sola equazione, per la quale gli elementi
del sistema in U,V formati ponendo in evidenza la dor
sidona con quelli del sistoma in u,v formali ponendo in evidénza la derivazione

rispotto ad
17. Con facili ridurioni & trova analogamente

AP pAf— 2
2

A ’1') ﬁzu,-m— ) — et — c’.!)?
e ]J'J' et —ar —a)—2G — et —m;
ol

§ ety —ab— W) — I —ol — ),

g it "*‘ o Aa‘z‘n-i-“*’g*”(z; el —ds)

+ ﬁ (."(t. — ol — ) — L (f— el — a':J;

—a—an)l, -

Rt e e
o G —dt)

(16) ¢ o
T H—OB— R0 — 28—
TeH— OB —F0'— &

2 4.' gy

I 7{ LI o el e

L lie—or— ) — s — ' — w)§

Ll
L7 0 i
4 ;% :m.—az—d,)—:(:,-«d—m)s .
H — B — FC — -

=f4+ D’i((’-—n’—c(')—f(! ﬁa!—ai)‘

+ D }I(r:, —el — &) — Wly—al — m‘)!
a3 v . el
Sy lz(r,—cz — o) — i —al —ar




—ap—

¢, sommande Js prima o I'ultima,
9 : e D Foun . ot
LT by tify f -k € b o 5 W+ Uy — Pl — dl —aD — oD

z D

=ht Ak —a—d o+

Ma dalle (8), (3) 3 ha

per oui, sostituends soprs,

Lob T — 20k ) — ()

@ quests fopmula presonta wia grande analogia con quella che nel motodo i Laprack
esprime uno degli invarisnti dell’ equazione differenziale. trasformata per mozzo del
due invarianti dolle primitiva.

18, Era ds aspottars el una formula analog esistesse puro per Ialtro invariante

ma ogni tentative per ottenerla & riuscito vane.

Sano stato quindi indotto o ritenere cho fale formula non esista o ohe I possa
solo esprimersi per mowzo degli elementi £, ¢, /', ¢ combinati coi singoli coefficienti
del sistema (1). Che questn min supposizione sin conforme al vero credo possa
nersi rigorosamante dimostrato dalle segmenti osservazioni. Se esistesse wna formula.
atta ad ¢sprimere D) in fanzione dei soli invarianti (¢, 4 . D, Dy, od anche,
pitt gencralmente, per mozzo dei soli elementi I, ¢, £, &, iy, to, &yt comungue
combinati fra loro e con derivazioni od integrazioni, tale formuls dovrebbe valers
per qualsiasi forma dei cooflicienti del sistema (1), L'sspressione di D non_ dovrebhe,
per consogusnza, cambiare per uns variazions qualunque dei soeMoienti del sistema (1)
cho laseiasse inalterati gli elementi 1,0, ', £, b, fos &, fur Ora & fucile dare un
esempio nel quale cid non avvieno.

Supponiumo per questo ohe i eoeflioienti dal sistema (1) sieno

a=x by, c=0, f=a¢s) , g=1+y+tay . b
n'mlr.a‘f'=; = He=24uay,

So0mrh vee XL §




ST
& una funzions qualungue della sola @, ed syremo

-‘abu-fu'—?§:1+y+‘aw—xy—
— b — e — 2 = () — gl =0,
0,
Kool — 8 =2 iy — g —
g'fai:—cin'f_:—:_=l-I-ﬁ"f"f&"'-’m;‘sﬂ\
to=h—af—of — 2L — gl — Sgla) =0,

. e !
Gy —ab— el —0

r;mw‘—r«'—n'r‘%

Questi elomenti sono dungue indipendenti dalls funziona g(z), per cui, se esi-
stesso ung formuli atta ad esprimors D in funzione delle sole £, ¢, &'\ ¢\ by ty s £
comunquo combinate, Ia D dovrebhe risultare indipendents da g(z). Andiamo a
caloolaro pel nostra sistoms | valori di L, T, L & per questo osserviamo intanto
che Te (15) nel cuso, cho & T sttnale, in cui =0 prendons la forma pit
semplice

L=k -\-cy“—i. —fa ';

T i fa— ol — et —
i
agt
L+ b —ca‘+(a‘.a — = %':;)?\ ¥ M(
; ¢ ST (T

fit e G — et ot m(r"")'

ovvato, sostitusndo 1 valor sopra determvinatl per gli olemsnti che compariscono in
queste ospression,
L=14y—1=y,

T le) — 2tple) — 2 _2la)
7




LR

Otteniamo cost per Uinvarisnte D 1o formula

D1 — g 205 1 2

dipendents dalla funzions ¢ (x); per cui, come avévamo nsserito, possiamo concludero
cho non ssiste ma espressions di 1) por 1 soli slementi £, £, £, &' ls\to) Bor i

(ome presunzions di riprova dell'esatterza dei caleoli possinme notare che, coi

walori trovati, & sodisfatta Ja formula generale
Lo =20 ) — (et 0+ D

Ritengo inntile di caleolare I perchi 1y sua espressione, non avendo lu sempli-

cith di quella trovata per LT, non presenta un intercsse spesiale. Dall’ esamo

clementi L,T,1,,T si pobri gindieare se 1'integravione del sistoma (14)
sonsente quelle semplifiearioni sopra notate, o per qust dovremo vedsre se & D=0,
868 LT uguale o diverso da zevo, o pol tener conto dello alire condizioni (1),
(12), (18), che unite alle precedenti riducono 1'integrazione del nostro gistema 1
sompliol quadraturs. Naturalmenta se 1 non & sero potremio snl sistema (14) ripe-
tore 1o trasformazions apphicata al ‘sistoms (1), potendo avvenire che, coad facendo,
si enda sopra un sistemn eho ammetto 1o wscannate semplificasion, operando in tutto,
salvo 1o maggiori complificasion} net calooll, portate dalls nntura spocisle del pro-
blema, come nel metodo di LarLace,

19. So il determinante D, non @ zero anzichd operare sul sistoma (2) potremo
considerare il sistoma (2), giungendo ad un uuove sistema nelle variabili Uy, Ve
analogo al primitive (1). Per questo non sarelbe neppury necessario fare nuovi eal-
coli, & basterehbe sostituire, melle formule precedentemente ottonute, agli elemonti
by faayoylyty Ut rispottivaments @, e, b, fydey byl ydy & cATDIARS tra loro .,

Si troverobboro, cost facends, formnls analoghe a quolle sopra ricavate; e 1o
mélosiume proprieth por gli fnvarianti del nuovo sistamn in Uy, Vo-




PARTE SECONDA.

1. Passiamo ora a cousiderare il caso in oni il sistema proposto i possa ridurre
alla forma

ke B gut by =0,

2t Ho =0,

ed osserviamo subito che il procedimento impisgato mells prima parte di questo
Javoro uon & pitt applicabila; perd, con opportune modifionzioni, pessono ancora otte-
nersi dei. risultati olie hanno grande analogia eoi precedenti. T richiami alle formale
si rifsrisoono, dora in poi, a quelle di questa sceonda parto o won a quelle, ngnal-
ments numerate della prime, alle quali non avseno mal occasione 4t ricorrete.

Se {,m sono ambedue differenti da wero’ la_prima oquazions si pud divider
tutta per ¢, ¢ quindi, non guardands, per ora, allesprossiono dei cooffisienti benst
alla forma dolle equazioni, possiamo supporre senz'alte Z=1. Osservando allora
che si ha

e ;
?"‘; —m L+ 2 J EEL S
dov s sono aocennate oon indisi la derivate pacriali di m, la prima equazions
del nostro sistemn si potel sevivers
3 W
e k) b e O e S (=) S

+ou(h—ma)v=0,

pér cni, ponendo. per simmetria
tf-my=1U , 2=V,
o quindi
e av .
M E = — ity ¥

il sistoma (1) (dove si ¢ supposto f= 1) diventn
\
;}%-i-(: AI-.‘;—-[-{r-—rm—m,)-—~+(,f—nm—m,)7+
-{-gl.'-]-(h—am,—ﬁmfym*ﬂluﬁ V=
) W, 30 ‘:L ) 2
20 (w2 () Tt
\ 70+ (K — d'my — bme — gfom) V=




i

Non diminuiremo dunque la generalith delle postre Considerazioni partendo
da un sistoma della forma

W
@ \r+,r—+’m+hv=o.
,m 0

o ,,+,7+; .-+”+m=|)

o da un altro analoge in cai comparises la- derivata del secondo ordine dells sola
funzione o.

sono. dei casi particslnri uel quali il sistema (1) subisce immediate sempli-

ficagioni. Cosl se
d=f=N=0,
I integrazione del sistems (2) si ridurrebbo a quelle di due cquazioni differenziali
Jineari & derivate parziali del primo ordine; o se fosse solo
o=

&i ridurrebbe alla integrazione di una equazione lineare del seconde ordine in u.
Se invee fosse

od anche

il sistema (2) & integrorehbo mediante nna equazione Hoears del prinio ed mna dol
sacondo ordine della forma @i quella di Tarrace,
In fine se fosse

od anchs
L
PETHL
il nostro problema si ridurrebbo alla integeazione di una/soln equazions differenziale
linare del tarzo ordin in o od in w contonsnts sols le dorivata toras miste.
3. Non i fermeramo su questi casi particolari, o trattoremo subito il caso
general.

Esclusa 1'ipotesi, gid di
zero, o osserviamo che 1l sistama (2) s puo sarivers

\-%-;,+(«f;-z¢)l"+a»f Bl
i

el e )

o ——+c—+f 5 Tt




e —

Ponendo, uolla prima, in ovidenza la’ derivazione rispetto ad v, avremo

&7
+(i,—.—;, L‘}u+(f— .,'):;}J,-
2 e 2 ]
ARSI e AR
(o=54) (=59)~(-59)
Lr—(a—5a) (=)= (
per eui la integragions del sistema (2) &i ridurra a quells delle tro equazioni simul-
tanee del primo crdine

i TN A
\ Tu+(““?“)“""5’”"“’ 0

%’+(n—§, .';) ut(r— rye=u
M| 2 T

g3y D0 00 R0 e
I’a e TGy H SRS ik Ho=0,

¢

avenda posto per semplicith

Anglogaments, supponendo /7 diffeonto da zaro, ¢ ponendo in evidenza, mella

prima. syuaziona del sistema (1), dopo averla modificata come si & fatto sopra, la
derivazione rispetto ad &, avramo la tre equazioni lineari del primo ordine

.[..(b_. ,y') o tout tapom 0
o pe)erp £

% i ;’fq—r'{v - guk Ko=0,

avendo qui pura posto

=
\o—F

(5)
pisilgthe
[ ,r"‘ (h




— 81 —
I evidente cha quanto diremo pel sistema (4) vared anche pel sistoma (47)
purohd si scambitio- tra loro le 2,y od i relativi coollicienti delle derivate pariiali
di v rispetto a quelle variabili.
4. Considerando il sistoma (4), se i coolicienti del sistema proposto (1) sodisfan
1o eondizioni

otterromo. dalla prima, con sole quadrature, la fonzione U, e dopo restord ad inte-
grarsi una equazione lineara complota del socondo ordine nella sola funziono .
S, pift particolarmente, § coatficienti del sistoma (1) sodisfacessero lo tre relazioni

#0)~(-5

avremmo dalle (4), eon &le quadrature, lo fungioni w, U, mentre la » dorrobbo
doterminarsi dall'equazioe
W i
<

g k=T,

con H fanzlone conoseiuta di ., . Ogai difieolty sarsbhe: ricondotta all' integraziono
dolla equazions & derivato ordinarie del primo ording

[z — ¢y =0.
11 problema ammetterebbo. . soluzione con sole quadrature quando le (7)
fassero varifieate avendosi separatamente
[=r=o
Questa ipotesi & nmmissibile perchi: dobbiamo ricordare che il sistenia (4) & stato
ottennto supponendo ¢ diverso da zero e senza fare alouna ipotesi sopra /7. Del
rests questa ridusione appare evidente considerando il sistema (2), o ricordando la

nota teoris di LavLace
5. Be tra i cocficienti del nostro sistema sussistesse la sola relazione

@) h— fh‘—(h—.j o’) (f—f;f') —(f—f-f‘l




—gpi—
1o (4) divarrebbero

1—';4-(4 P—”.J)LT+{«::J
3
e
dE ey 2t v uKo=0,

¢ si potrabbe eliminars ©, v giungendo ad una oquazions lineare omogenea del terzo
ordino in U contenente l¢ sole derivate torze miste. T.' intograziona di questa equa-
sione risolverebbe complataments il nostro problema.

G. B¢ inveeo si avesse solaments

il sistema (4) divetrebbe

+(a7§a')ﬂ+w:u
Bt (o—5d)ut(i—5r)e

u’——~|-£f— +.:“l+f'ﬂ+gu-a Ko

e se non @ verif alouna altra condizione tra i coefficienti del sistema (2), non
appare immediatamento la possibiliti della eliminazione di due funzioni. Non volendo

 supporry f— £/ =0, perchi questa ipotesi & gik statn comaidorata anche indipen-

dentements dall'altra (=10, troviamo che ' eliminazione & possibile quando sia
contomporaneaments

Infatti, In questo caso, combinando Ta seconda ¢ la terza cquazions, il sistoma (4)
pub gsser sostituito dall’

m—y"-p-(n—ti,a‘)u-pm:u
2 k(1= r)o=0

rf_*_f ‘U;-f(sf ann +=ﬁ—g(f__. ');u+«'u_u,




AT

o meatre dalla prima si ricaverh v esprosso per U -1-;’7 IR La, o s A

i e
o — '8 =0, s ricaverh 4 ‘osprosso por U, % Ll % g ;T‘: & dollicsouti

Ay
tuzione nella seconds oiferremo una equazione del terso ording linears omozanea

in U contenente, al solito, lo sole derivate’ terze miste. e fosse perd g = b
T'equazione in U si abbassercbbe al secondo ordine, e per avere # dovremmo poi
offsttuare una guadratur,

7. Che la sola condizione {= 0 non apporti unn fmedinta semplificaziono al
nostro problema & spioga ool fatte che essn pud esser sompre realizzats modiants
una trasformazione del sistema (2).

Pouiamo. infathi

@
o poichd i ha

1 Rt piva
{ o= 2o+ p'on;

i

e,
L z%"“‘u,.,, B bt e,
R
A ?__.\!5’.,&4,,.1 "‘T;.+A“ua+w».,
+Awfmin,,
§:= 41’%1—);#“-}-;;'.3.,.

cos) il sistema (2) diverrs
| 2w B I o e A
e

ey A e
rbarantot
p 2w

EIES ST
& W

e i
Fl

+1 §AJ,+M‘.. b e a2 g 2
@ g
-i-% %.ﬂ.. +-apy -+ ot - bps -y +w+f‘w’} n=0,
(@ o) 2 - @ p10) o +(14‘M+f'n')%f+
300 - i VA (B g B o
| gl Y ol - p A W =0,
assumendo la. forma. del primitivo (1).

Eoorerh wwr X

Ser. 8% Tow, XIIL 5




V)
Ponendo qui pure, come si & fatto in principio,

na+1l'—ug:u., P e,

ofterremo
20, AL e e o i L S e e i £ ?.I.JL+
TR ; 2% 7 7]

ﬂ&“fﬂ" Etﬂ;‘j:f_l’ .11,(.{‘1),
iﬁ:&' E_(F,_‘,)
AN

.F§£=_+fm 5wt L

+I‘z, -k ol B~ li g2 U+
£ &tn!i‘—e—Alz‘-Fﬂp!.i[g}{-'— 2 .?..,L:t,r(h) 2
i 3 7 il

B e e e o L ot o
i i

=4 ﬁ:”;j:&(;) o (ﬂ)i Vom0,

-\U*"'+(f“+ﬂ"f')}_u"

W

(@' 4= o'H

- (&t e 2 )

W

o (# = @ ) ) 2

+ (@ - ¢+ VA rh +y')+ll’l‘) U, +

b W K — (@) (4),—er+rn(f),—
— (@ B R g K B =0,

cho & un gistema dells forma (2).
T oelicienti di queste equasioni possono semplificarsi perch, posto
=gl —

8i ha

=) LT
Mok iyliﬂ’u_ il
8 =ri:

pafapfop A.+a-’+czu (;n)_ o
i

Wi o — (@h k) a%.

Vo — @ ) =




=
e S Y e O T
i
S s e

ﬁl,j:al%—‘c'(!zl_) z:tw.-H {,) (,e o

s T
e i 1),)+*%:H ), -r-r{ )—a“

@y~ s Uity =+ £ g Wl — (ah - ) (%}‘ — i (L‘t}’
— s o Ve 5/ )
sl

—(f) e (@) ert

g uil. (Z—)
i

o quindi, sostituendo sopra, arremo

U s 4= ak - cd’ 'alk A +b¢+ﬂ W, 4 W, 4 2V,
mﬁ—"‘— Bhees s O

_{_,;: $aue a2 - 03] - b A= [l g2 - B[ Ve
() (8) o,

(@ i) e @i ) e D Dy

+=-fz.+ez.+u.+r’ﬁ;+ A KU,
(e ' ,i
+e (Z) 0 (G) F e g ve—o-
8. Indicando con le lettere mainscole gli elementi di questo sistema corrispon-

denti & quelli del sistema. (2) indieati con lo letters minusesle, osserviamo intanto
che s ha O diverso da zero e di pil

A_SA,=A,+a;;ca’7%d41c'1'
Z

B2 O pa Lt b LAk

Z
L2

(10)

~
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g o Ay b ol 8 - £ gd
V= - i

o e A W R W
SR F]

z‘*(i’*:—"’

+ (a._ ,’T:“')'
et
(=20 @) +:0—50)7

)+

avvere

9. Queste formule of mastrano che mediante ln sestifwsione (9) non serd pos-
sibile trasformare il sistema (2) in un altro pol quale sia T=0, s¢ gid, ain da
principio, non & ¢==0. Se. pord £ & diverso da zero (e Vipotesi contraris, come
abbiamo visto, consents V'eliminazione di due fanzioni tra le (4)) sari sempre pos-
sibile fare in modo che risalti L= 0. A questo scopo basterd prendare

o quindi 4 =0, so gib fosse {= 0, call'avvertensa chie, 0v¢ i pasei alla datermi-
nazione dello quantith 4, g,y non risulti o =0
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Osservando che con questa determinaziono di I risulta.

Sy,
!:=.:a+fI:

A :
FWi—ri,

& ricordando quanty s disse al n. 6. 5o coneluderemo che Vintegrazions del nostro
sistema si ricondurrd o quella di una equaziono differenziale del terzo ordine della
forma. pill volto wocennata, quando tra i cooflicienti abbia Iuogo la relazione

an Yi—[l=

10. Dalla forma dei coeffieienti del sistema (10) risulia subito cho & possibile
Peliminaxions di T, giungendo al solito ad uos equazione differenziale del terzo
ording, quando tra i coeflicienti del primitivo sistema abbin luogo la relazione

(12) daf —d¥ =0,
potentosi alloxa detorminare &, &' gesl che risulti
AAA-FH =0, WA =0,

senza assumers 2 = 0, poich il easo i /= =0 dove esoludersi, o dal resto
abbiamo gid visto che eonsento I'climinazione di v dal sistema (2). Anche 1o studio
diretta del sistema (2) mostrerebbe Ia possibilith della eliminazione quando sia veri-
fieata la (12).

11. 86 i coeflicienti non sodisfano alouna delle condizioni che abbiamo prece-
dentements accennate, dallo (4) potremo trarre wn muovo sistoma che ha lo forma
del primitivo (1) o eni sodisfano le funzioni »,T. Por fasilitare Leliminazions di o
pobremmo trar profitto delle indotarminate 2., ., 2, u* della sostituzions (9) o par-

tire cost da un sistema pol quale si ha L=0 , Afu,ﬂ‘ 0: ma se in tal modo

51 facilf il processo di eliminazione, st 1a forma degli altri
olementi, per oui ritengo pit opportuno partire direttamente dal sistema (4) nel
quale & indifferente supporro ¢ uguale & 4o o no; mA EUpPOTOND £, f—
difforenti da #ero, perchd 1'ipotesi che una di quests quantith sia nulla & stata gia
considerata ]

Poniamo per-amor i breviti

"

e
t—sb=g o f— G

¢

sicaviamo dallo prima dus delle (4) 1 valori di v, deriviamoll nma velts riapetto
ad 7 ed nna rispetto ad y, ed avremo
(1) (=) o (1)
7{?). ry_(: .U"(ﬂ HRe

e L




¢ dopo sark fasile eliminare » giungendo alle due squazioni
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chio eostituiseono un sistems autlogo al primitiso-(1) ma di form pia semplice perchi:

U Qussto sistom 51 potra

Ia secondn aquatione manea dells dup derivate 2% =

W

ancora ridurre alla forma (2) poncado H

per applicare poi ad esso il metodo sopra esposto.

12. Si veda che, nel caso pit generale in cui fra i cosfMoionti non sussista
aleuna delle condizioni sopra socennats, il sistama proposto (1) & sempro ridusibile
ad un altro della forma pib semplica

i »
& (oo te oo e 2 Xt b,
{ 4 ’i-mw-m-
g
dove @ & diversa da zero, por-ls nostre ipotesi, so tale & /.

Questo risultato oltre apparire spontanes ool motado che abbiame applicato al
sistema (2), 8 poters ottencre anche dulla considerarione delle (1), Tnfutti se dater-
miniamo i coefficienti della sostituzions (8) cosi che sia

Fhg- fR =0 | dpfent=10,
*ottemiamo un sistema della forma (14). Por non fate teoppe distingioni supponiamo

che lo o,/ el sistoma (2) sleno difforanti da 20r, ol allosa quelle duc condiziont
possono, verifiearsi facondd

LA
i

T

@ meno che non sia

il eho pud eseludersi avenda gid considerata questa ipotesi.
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Con tali posizioni il sistema (1') assume la forma

e
F—

=
o , & "
e it
alogs o quolla dol sisterna (14) in cui ia fbts p=1,/"==—1. Del resto
anche nel sistema (14) potrebbo supporsi =1, quando alla funione o si sostic

tuisse gv.
eme lo stadio dei due sistemi (18), (15) partiremo dal

Per comprenders
sistornn. (14), nel guale ai coefiolenti potremo poi asscgnare lo espressiont che hanmo

in quellt.
13. Le (14} possono seriversi nel seguente modo
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per cui, mantenendo 1 gimboli (5) ma con un altro significato, col porre

=l =t 1=l
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1a loro integrazions si riporta a quella del sistema




e 40—
o 80 i coeflicienti sodisfano le condizioni
f=0 | te=0 , =0 , =0,

avromo da integrare I'squazione a derivate parziali lineara

o Taltra
W RIRL g
ez
o pot 1o due

U= bt p,

W, e
=2l
?y+e

cho conduoono ad una equazione lincars del secondo ordine in w od in v del tipe
di quella di Lavprace.

Tralassio per brovith In formanione di questa equazions, dalla quale potremmo
ricavare dells condiziont di Integrabilit por quadrature, ed ossorvo solamente che le
quatteo. condizioni F=¢ =0, in verith si riduoono  dus, perchs, nfhdiante
ana conveniente trasformazione della (14), 6 pud sempre faxo in modo cho due di
esse sicno spontaneamente verificats.

14. A quests soopo, @ per nou variare I forma dells, (14), poniamo

w=lduy 0=,
@ troversmo che esse diventano
FLER T e L R T 2L
?r}y+91)z1} R e T
oo vy, e - Dy
R AT AR

2 ks R e o F et et - fia ] vy =0,
ey e B funtle,

TSy, o s 0.
Indicando con fy ., & .5, & gli clomenti di questo sisterna analoghi a quelli del

sistema (14) indieati con Z, ¢, 7, £, avremo

.
Resptgi—i=

Lk kp_ewt
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por oui, prondendo

rigulterh

Farshboro eoserione i easi di f'=0 0 ¢=0; ma il primo consento la imme-
diata eliminazione di v, il secondo deve essere escluso sin dalla prima applicazione
dal metodo.

15. Otterremo ancora
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N eonoladeromo che alle quatteo condizioni chie permettono V'acosnmata vidu-
ziome el nostro problema potremo sostituire le dus
2 ég 3
‘ *'-rd + {3 + —e =0
i,+,,+ﬂ' + pris 7lr_n.
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16. L'osservazione ora fatta of parmette di ricondurre 1' integrazions del sistoma
(14) & quella dollo seguenti aquazioni

) D
TORE
dove &g hanno i valori precedentemente loro assegnati

S delle (18) ne & soddisfatta vpa sola sarh ancors possibile, tra la (19), di
effettoare Ueliminazione di feo funsioni giupgendo ad una sola equazione linears dol
terzo ordine in Ug 0 Vi

Un risultato anslogo si ottiene anche quando essendo /2, diverso da zero bra
i coefiicienti del sistema (14) si verifihi 1'una o l'altra delle due relazioni

Infatti nel primo easo le (19) diventano

“D" +§'““' L =0,

U1

e A-H
Seale

e ricavando il valore
la forma

od anche, a causa della seconda,

Y, Az
Ty B th

w\,

+ B *q-\- £ Dy Vo By o =0,

Questa poi col sostituirvi i valore di ¥, dato dalla quarta si cambis in uma aqua-
zione del terzo ordine. in v, del solito tipo.
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Un ragionamento nalogo, silvo che Vequazione finals sard 'in w, . varck nel
secondn easo.
Le condizioni (20) tencndo conto delle ospressioni di 1,2 ¢ dssumiono la
forma assal semplice

@ 5 . He—ef —0.

17. Osserviamo in fine ehe se fosséro contempornncamente verificate le relazioni

o lo altre

lym=0

Vequazione differensinle. finale. sisulterebbe in Uy o Vs ¢ el second ording, inke-
gratn I quale, per risolvera camplotaments il nostro problems, restorebbo a fare una
sola quadratura.

Questa condizioni 4i trasformano facilmonte nells altro pilt sompliel

(22) g—ab—li=0 ", f=b.

) e —

18. So nolle condizioni (18), (21), (22), (22) al posto dei coeficicnti del istema
(14) poniamo quelli eorrispondenti dei sistonii (1), (15) aveemo altrottante condi-
aioni ehe consentono una. riduzione maggiore o minore nell'integrazione dol sistema
primitive (1) o nell'equisalente (2).

Se pér altro nessunn di qualle condizioni fosse verificata, partondo dalle (19),
si potrebbe climinore u, fra la prims e la quarta ginngondo ad une equaziene
delln forma
af-ak DU,

o

¢ tm In term @ ln quarta otenendo
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dopodichd, tenendo oonto. della seconda, giungeremo ol sistema
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che & dol tipo del primitive (2) eoll ipotesi particolars di f=d —0. A questo
potrimo applicare il melodo csposto in prineipio, o s non troviatmo verifieats dai suol
coafficionti aloupa delle relasioni ohe conzentivano viduziono nel problema della inte-
gragiono (o almeno 1o climinazione di una funzions) ne trarremo tn mHovo Sistemn
delln forma (14) al quale & applicabile il primo od il sacondo metodo. Proseguendo
in questo modo potrd avvenire ohe si cada in un sistema pol quale sono verifieate con-
dizioni che consentono le acecnnato riduzioni. Avremo cosh un metods di riceron che
in con quello di Lapsack per uns sols equazione, salvo ls
e portata dalla nutura pitt complessa del nostro problema.




