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E noto che, dato un corpo rigido sollecitato da forze costanti in intensita e di-
rezione, e fenutone fisso on punto qualunque, esistono in generale 4 posizioni de-
quilibrio del corpo, le quali si oltengono facendolo ralare intorno a cerle quattro
rette passanti pel ponto fisso. Il sistema di queste quatlro rette fu gid studiato
prof. Siacei, che ne trovd notevoli proprietd geometriche e gli dicde il nome di qua-
terna di assé statici *). A quelle stesse proprieli noi giungerema in modo alguanto di-
werso nel presente lavoro mediante la considerazione di un certo fascio di quadriche
che si presenta usando una certa rappresentazione sui punti dello spazio delle rota-
zioni inforno ad assi passanti per un punto fisso. Ma con questo-metodo potremo a
che risolvere, adoperando ragionamenti geometrici, altre questioni che si presenta-
vano spontaneamente sulla specie dell’equilibrio che si ha in ciascuna posizione, sul
@rado e sulle proprietd delle complesso. degli assi slatici corrispondenti ai vari punti
dello spazio, su cerli punti pei quali vi sono infinite posizioni di equilibrio, ecc. —
Inolire se, invece di tener fisso solo un punto del corpo, si tien fissa una retta, si
pud ancor domandare di trovare le posizioni d"equilibrio del corpo: si hanno allora
due posizioni simmetriche rispetta alla retfa ¢ delle quali una & posizione & equili-
brio stabile.Ma per ogni punto dello spazio passano duoe rette notevoli in quanto che

tenendo fissa una di esse e facendole rotare attorno il corpo, questo si trova sempre
*) V. L quaterne statiche siei sistemi di forma e della, Socketd Ttallana dalla Sehenzo , tomo IV,
1858,

S, dei Xl — Serie TIL— Tom, ¥1.— N2, 1




e
in equilibrio. Tali rette hanno una siretta relazione coi quatiro asst statici uscenti dal
punto slesso, e formanoe, variando queslo nello spazio, una congruenza quadratica ap-
parlenente al complesso lineare noto delle rette rispetto a cui il momento del siste-
ma di forze & nullo, e appartenente nello stesso tempe come congruenza di relle dop-
pie al complesso degli assi statl i sa che, tenendo fissa una retta di quel com-
plesso lineare, il corpo si trova in equilibrio: ma si pud domandare se & in equili-
rio slabile oppure in equilibrio instabile. Ora il nostro metodo ¢i conduce a distin-
guere perf quelle rette del per cui Pequilibrio & stabile da quelle
per cui & instabile, mediante I eonsiderazione di quella congruenza quadratica ¢ della
sua superficie focale, superficie la cui forma presenta sempre, indipendentemente dalla
natura del corpo @ delle forze che vi agiscono, alcuni caralteri ¢he delermineremo.
Questa stessa considerazione ci conduce pure a dimostrare I'esistenza (reale) di due
punti dello spazio, che presentano particolariti assai nolevoli quando, tenendo fisso
uno di essi, si cercano le posizioni d°equilibrio del corpo. Accenniamo ancora come
la considerazione di un eerto sistema di rette, che si presenta nello studio del com-
plasso dogli assi statici, ci condarrd in un modo, se non erriamo,, assai notevole ad
un nolo leorema di Minding. —Fitiremo questo lavoro mostrando come i nostri ri-
sultati non abl 0 solo importanza per I astatica, ma pos:
che modificazioni come risullati relativi ad un problema puramente geometrico.

no interpretarsi, con po-

I

1. 8ia dato un corpo o sistema rigido di punti, di cui un punto qualungue abbia
a, ¥,z per-coordinate atluali (od iniziali) rispelto ad un sistema rettangolare fisso e
sia il punto P applicazione di una forza di eomponenti costanti X, Y, Z. Delerminare
Ie posizioni @ equilibrio del corpo, assoggetialo a condizioni qualunque date, sig
fica trovare le posizioni per cui si ha

X (Xda 4 Yy
ossia, ponendo _
V=2(Xs +Yy+29, w
per cui si ha
AU =0;

vale a dire quel problema equivale a cercare dove si annulla la variazione della fan-
zione U della posizione del corpo (momento del sistema di forze rispetto all’ origine),

varjazione ibile colle izioni date a cai & {id il corpo.
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N oceuperemo dei casi in cui il corpe & solo libero di rotare inlorno ad un
punto fisso o ad un asse fisso.

Ogni posizione che un corpo rigido assume ndosi altorno ad un punto f
0, chie sceglieremo come origine del nostro sistema. carlesiano, si puo ottenere dalla
posizione iniziale mediante una rotazione determinata intorno ad un certo asse pas-
sante per 0. Dicendo © Pampiezza (col segno delerminato. da una nota convenzione)
di nna tal rotazione ed 7, m, nicosen direzione del suo asse, la rotazione sard pie-
namente determi quando si conose
1

1
o @, &, =lsn
=

o meglio i loro mutui rapporti, poiché: queste quantita sono evidentemente legate dalla
relazione

e d'altronde non eessano di individuare la stessa rotazione quando vengano tolle can-
biate di segno. Quindi ogni rotazione del corpo intorno ad asse passante per O sard
dividuata dal punto le eui coordinate cartesiane sono i rapporti @, : &, , &, : &, , 4

1

1 1 :
ssin llg— 0, mig— 6, nig L @), e dicuiper conseguenza s, , . , x, , z, saranno
e B3 g5 @) 05 Ty 5 Ty Ty

1o coordinate omogenee. Questo punto si costruird evidentemente portando sull’asse di
rolazione a partire da 0 un segmento uguale a 1g i— 8 (tenendo conto del verso positivo
di quell’asse): esso ne sar: tro estremo. Cosiavremo come imagind delle varie rola

i ad 0 ¢ delle corrispondenti posizioni del corpo ri punti dello spa-
%0, & noi diremo polo di ogni rotozione quel punto del suo asse che ne & I'imagine.
La relazione (2) permettera di renders omogenea ogni equazione nelle @, ., &,, &, ,
@ quindi di eonsiderare queste coma vere coordinate omogenee di un polo %).

Se sl sposta il corpo dalla sua posizione altuale, tenendone sempre fisso il pun-
100, in una nuova posizione qualunque le coordinate di un punto del corpo saranno
fanzioni lineari delle coordinate attuali del punto stesso avenli per coefficienti delle
forme quadratiche nelle corrispondenti x,, @, , &, , @, ; sicehé la fanzione lincare U

) Questa rappreseatazio oni inkreo ad ass passanti per un punto feso modiants | punti: datlo spaxio
B0 & muova, ampte nells frmule dnte i Bt Loz o por I sosibuzioni ortogasali
Mechanik, IL Theil
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delle coordinale dei punti del corpo definita dalla (1) sav in ciaseuna posizione del
corpo una forma quadratica di quelle 4 quantita, ciod

U=Za, 5,25, (b=

dove i coefiicienti a, = a,_, dei quali non ¢’importano per ora le espre
costanti dipendenti soltanto dal dato sistema di forze ¢ dalla posizione iniziale del
S0rpo.

Ai vari punti (x, &, %, &,) dello spazio , considerati come poli di rotazioni, cor-
rispondono cosi per la (3) vari valori per U, valori ehe questa funzione della posi-
zione del corpo prende in seguito alle rotazioni di questo rappresentale da quei pur
1l momento U & costante ed nguale a w per futtl i punti dello spazio per cui

R, mm =1,

ossia, 0 della (2)
a0y — W “
Quesl’ equazi i nelle z, rap ta eol variare di u le
infinite quadriche di un fascio, contenente la sfera S imaginaria
€ raggio =1 ") e composto per di quadriche icliche. La consi-
derazione di questo faseio di quadriche sard la base della ricerca che intendiamo fare.

2. Percio & bene che esponiamo anzilulto. alcune proprietd, in parte dovate al
prof. Cremona ed in parle nuove, riguardanti questo fascio ™). Poiché esso con-
tiene una quadrica imaginaria 8, la quale corrisponde ad @ = e, vi sard una serie
di valori finiti di u corrispondenti alle quadriche reali del fascio, ¢ la serie dei valori
rimanenti (tra cui il valore =) derd alle quadriche imaginarie. Siano p, p’
il minimo ed il massimo dei valori di u della prima serie: le quadriche corrispon-
denti P,, P, separeranno quadriche imaginarie da quadriche reali ¢ saranno percid
evidentements ellissoidi ridotti a punti P, P, cioé coni imaginari aventi questi punti
per verlici. Oltre a questi dus coni il fascio conterrd due coni quadrici reali Q,, O, di
vertiei Q, @, corrispondenti a due allei valori ¢, ¢ di %, compresi tra pep e dei

*JCLuccaile pid vole in questa Javoro di pariaro di imaginasi, ma sk por brovidk di isgunggio, non perchi ossl
sitso ndisponsabill. Cosl alla st S4 1n polarii ro
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i dello spasi i sogulta in recoati
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quali sia, ad esempio, g i Poiché la curva base del faseio & imaginaria, | due
coni Q,, Q, non potranno lagliarsi e saranno quindi esterni Pono alPaliro

Facendo variare w in modo continuo crescendo dapa g,a ¢, ap’si olterranno
tatte le quadriche reali del fascio, ¢l & ehiaro che si avea Pandamento sguents nella
specie di- queste quadriche. Crese ndo  a partive da p la quadrica () da ellissoide
ridotto ad un punto P si estende ad ellissoide reale @ poi, passando per un parabo-
loide ellittico, diventa iperbolaide a due falde, finché por a= g si riduce al cono
peale ,. Grescendo ancor u la quadrica diventa un iperboloide ad una falda (tutto
esterno al cono Q,, poiché non pud taghiarlo), che comprende anzitullo Q, nel suo
interno e Q) all'esterno, ma che poi, passando pel paraboloide iperbolico, viene a
a comprendere @), allinterno ¢ Q, allesterno; finché per u =4’ Niperboloide ad una
falda si ridurrd al cono reale Q). Indila quadrica diventa iperboloide a due falde e
poi, passando di nuovo per un paraboloide o 0, ellissoide ¢ finisce per ridursi
ad un punto P, ciod al cono imaginario P, quando diventa = p'. — Riflettendo
anehe che per ogni punto dello spazio passa una sola quadrica reale del fascio, sic-
ché due quadriche reali non hanne comune aleun punto reale, si scorge che le qua-
driche ellitiche (cllissoidi ed iperboloidi a dne falde, separati da paraboloidi'ellittici)
formano due seric distint al cono Q,, e Paltra inferna a 0, ed ab-
braceiano i i punti interni all’ung od all'altro cono, mentre le quadriche iperbo-
liche o rigate comprendono tallo lo spazio che ¢ esterno ad entrambi i coni Q,, Q.
Di qui segne che il punto P sla-entro Qs, mentre P sta entro Q's.

8. Cid premesso proponiamoci anzitutto di trovare le posizioni d” equilibrio del
‘earpo, supposto libero di muoversi comungue intorno al punto fisso 0. Una tal po-
sizione corrisponde, come vedemmo, a dU =0, essendo U espresso dalla (3) in fun-
zione delle &, quantita legate in questo caso unicamente dall’ equazione (2). Ne se-
gue chie quella condizione si seinde nelle 4 seguenti

a5, — il

essendo « nn nuovo parametro. Ora confrontando queste equazioni colla (4) si vede
chie esse esprimono che il punto () & vertice di un cono quadrico rappresentato
dalla (4) per un valore conveniente di . Ma i coni del fascio (4) sono in generale 4
e, come vedemmo, hauno tulli il vertice reale, Dunque: un corpa *) libero di rotare
éntorno ad wn punto ha in generale quadiro diverse posisioni d' equilibiio. —1 poli di

s aneano weengrs e i corpo & soggetto n foree coatantl In divezions od Io
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queste qualtro posizioni saranno i punti P; P Q, @, verlici dei qualico.coni del no-
stro faseio, e la relte che congiungono questi punti ad O saranno gli assi delle rola-
zioni che portano il corpo dalla posizione iniziale rispeltivamente a quelle posizioni
dequilibrio, eiod gli assi statici corrispondenti al punto fisso 0.

Indicheremo risp..con (), (), (Q); (Q) le 4 posizioni d’equilibrio. Esse presen-
tano tra loro diversiti di caraltere, In fatli abbiamo visto aln.” precedente come nella
serie. dei valori ehe U od u in forza della (3) o (4) assume nei vari punti (z) dello
spazio il valore p assunto in P & il minimo ed il valore p assanto in P ¢ il massimo
mentre i valori g, ¢ corrispondenti ai punti Q, ¢ non sono né minimo né massimo.
(Nelle vicinanze di Q, ad esempie, il cono O, separa punli in ¢ui U ¢ minore da punti
i cui & maggiore di ). Ora & noto che P equilibrio di un corpo qualungue in una
data posizione & instabile o stabile se in quella posizione la funzione delle forze
JE(Xdz - Ydy + Zds) & minima o massima rispettivamente; altimenti I'equilibrio
stabile né instabile, ossia ¢ indifferente *). Nel nostro caso Ia funzione delle
forze & appunto quella che abbiamo chiamata U: noi vediamo dungue che delle 4
posizioni d’equilibrio la (P) ¢ instabile, la (P) & stabile, e le (Q),(Q) sono indilleren-
i, Ossi

Delle: qualtro posizioni d’ equilibrio di un corpo mobile intorno. & un punlo una é
o equilibrio stabile, un'aliva &' equilibrio instabile, e le rimanenii due o eguilibrio in-
difforents **).

4. Gli ass ed'iloro quatiro poli corrispondenti godono di varie propricta
notevoli, che furono scoperte dal profl. Siacci ***) e che sono tutte incluse in questa,
che il tetraedro di quet quattro poli PP'QUQ’, cioé dei verticl dei coni del nostro faseio
di quadriche, & (per una nola proposizione sui fasei di quadriche) proprio-coniugato
rispetto a queste e parlicolarmente rispetto alla polaritd delerminata dalla sfera 8, Di
qui si deduce, ad esempio, ricordando Ie rela
punto ed il suo piano polare o due retie polari:

1 poli delle qualtro posizioni d'equilibrio del corpo sono vertio di un fetracdro fe

che in una tale polarith legano un

) 8 motvabe il fato (cha il prof. Siacei cf foce osservare) che questa proposizions, fonamentale per
specle d equilbri, e amnessa como vers A molts tempc, ion fo sncora dimosFLA complats
in woda rigorosa. Sala nal ess bn cul In fantions dalo forre & passsim fu dimostrats rigorosumest cho vi s equilibrio
sl 04 Lejousie Divicklel (Ueber dfe Stabifiat des Giaichgewiches, Crello, 38, pag. 55). Pord nel nostra enso,

sloma delle varia

i cui 10 forze 30m0 eostant, eredinmo 000 sl i el it dll  basiama.

) Quenie riaulinio, elia credeeasn piora, o from g almeso in parte, nolly Theorle der. Beswegung und der
Eraferdelo Sohell (% Aoflige, 1 Band , pag. 278): pors il data cl pare pi complieata che la s~
st ook i b sl toori, delellseeids contrale.
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Padova nella notn Buuorno aghi asst statie nel sistemi di fovm Sreariabile (At 1s B Tstitats Venoto, 18529,
ria 6, vol. I
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<0 i tngliano nel punio fisso O esono § quailro assi siatici corrispondenti; due
ni ortogonali. Quindi il

eui alles:
spigoli opposti qualungue di questo (etraedro hanno div
piano di dus qualungue dei 4 asst statici & normale al piano degli aliri due.

Ad ogui punto dello spazio corrispondono cosl, con.
fisso rispetlo al corpo, quatlro assi statici aventi le detie proprietd. Esiste dunque un
camplesso di assi statici definito dal sistema di forze e dalla posizione iniziate del
corpo: vedremo it tardi (. 21) che questo complesso ¢ del 6% geado.

derandolo come un punto

5. Abbianio supposto nel due n! precedenti ¢he il corpo fosse affalto libero di
rolare intorno al punto fisso 0. Poniamo ora invece che ¢sso non possa ehe rotare
intorno ad un dato asse r nte per 0. Ad ogni punto di r come polo corrisponds
una determinata rotazione del corpo intorno ad r ed un determinato valore di'U per
I posizione cos) assunta dal corpo, cioé quel valore di u che eorrisponde alla ua-
drica del faseio passante pel punto stesso. Il fascio di quadriche taglia r, com’d nolo,
secondo le eoppic di punti di un'inveluzione; e siccome nel faseio vi sono quadriche
imaginarie {p. ¢. la sfera S), cosi i due punti doppi di quell’ involuzione sone rea-
Ii. Quindi le coppie dellinvolnzione che siriduceno a questi punti doppi separeranno
12 serie delle coppie reali dalla serie di coppie che, pur corrispondendo a valoriTe
del parametro w, sono imaginarie, @ quindi non corrispondono a rotazioni reali.
Quindi i valori ¢he U assume per rotazioni del corpo intorne ad r hanno un massi-
w0 ed un minimo corrispondenti- alle rotazioni aventi per poli i due punti doppi di
quell’involuzione, eiod i due punti in cui r & toccala du quadriche del fascio. Dun-
que, per quanto dicemmo sopra (n. 3y, il corpo raggiungera con quelle rotazioni due
posizioni d’equilibrio, di eni I'una stabile ¢ I'allra inslabile, Siccome poi quei doe
poli; per nna nota proprietd dell'involuzione, sono (coningati armonici rispetto ai due
punti d’intersezione di r con S, ossia) coniugati nelli ione di centro O e poten-
#i —1, cost le tangenti trigonometriche delle metd delle rotazioni corrispondenti
intorna ad r davanno per prodolto —1, vale a dire quelle rotazioni differiranno di .
Conchiudiamo dunqug:

Seiil corpo & libero di rolare intorno ad un asse fisso, esso ha due posiziont dequi-
lilirio, Funa stabile, Ualtra instabile, ¢ pud passare dall'una all’alira mediante una ro-
tazione di mezzo giro.

Ve

6. In lal modo ad ogni asse passante per O corrispondono due rotazioni intorno
ad esso che producono equilibrio, ove 'asse stesso sia tenuto fisso, e quindi corri-
spondono, come poli di quelle rolazioni, due punti deli'asse conin; petto all’ in-
versione i centro 0 e polenza —1,

i ri
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1 cano circoserilto da O ad mna quadrica del nostro faseio si comporra di assi
tali che per una delle due posizioni d’ equilibrio, che il corpo ha tenenda fisso suc-
cessivamente ciascuno di essi, il valore del momento U & lo stesso: vediamo dunque
che tali assi formano un cono quadrico e ehe i poli delle rotazioni corrispondenti for-
mano una conica nel piano polare di-0 rispetto alla quadrica considerala. Aggiun-
giamo che variando il valore particolare considerato di U il piano di quella conica si
muove parallelamente a se stesso, poiehé i piani polari di O rispetto al fascio di qu:
driche (tra cui il piano polare rispetto ad 8, ciog il piano allinfinito) formano faseio;
dic qui si deduce anzi ehe gli assi di quella coniea si muovono parallelamente a se
stessi col variare di U ). Considerando in particolare i valori p, p' di U, ciog i dus
coni imaginari (P), (P} del fascio di quadriche, la coniche corrispondenti si ridur-
ranno ai punti P, P'; e poiché p ¢ p' sono valori minimo ¢ massimo di U non ap-
partenenti ad altri punti dello spazio, segue che quelle 2 posizioni d’equilibrio insta-
bile o stabile che avevamo trovato pel corpo supponendolo affalto libero di rotare
intorno ad O sono ancora posizioni d’equilibrio della stessa natura se si tien fisso
I'asse statico corrispondente,

La cosa & diversa per le 2 posizioni d’equilibrio indifferente, che vedemmo rap-
presentale dai punti Q, Q. Qui bisogna distinguere tre casi secondo che il punto 0 &
esterno ai due coni (Q), (Q) del fascio, ovvera interno all’uno od all'altro, casi che
avremo ancora da distinguere in seguito**). Ricordando le cose esposte al n.! prece-
denti ¢ particolarments quelle riguardanti il variare di U nei punti (z) dello spazio ,
si hanno immediatamente i risuliali seguenti. Se 0 & esterno ad ambi i coni (Q), (Q),
delle due posizioni d”equilibrio indifierente del corpo libero di rotare intorno ad O
a (avente Q per polo) & @ equilibrio instabile se'si lien fisso Passe statico corti-
spondente, mentre Paltea (avente ¢ per polo) & d'equilibrio stabile se si tien fisso
Iasse stalico corrispondente. Se invece 0 & interno al cono (Q) entrambe quelle po-
sizioni sono dequilibrio stahile quando si tengano fissi risp. gli assi stalict corrispon-

deravamo per ogni quadrica del fascio si riduce per uno d dug coni{Q), (Q) al vertice
oppure ad una coppia di rette reali, secondo che 0 & inlerno od esterno a quel cono.

4 T oo dl iuestn sarfo i coniche b s muparficla celide cuica, pec la guabe S & s dalla clngac sfors disot-

triei 0 P, P, @, @ w00 § contri delle altre.
) Cha tued tro questi easi o

vi samo uralolokd]  confinio aveate per estoamith | doe pusti P, B, Quind
o allialted, sogue cho quel tratta di o
¢ esterni aul entramli; sicchi il punto O, che & eanteo della quadri

terva al eemo (07, e queti dun con scno eator o T ] intersi a (Q),
atersh (), 2

Fotra presentare | tro diversi easi suddett

imsginarin, $ dal faseio,




7. Tra le quadriche del fascio ne esiste sempre una, ed una sola, passante per 0.

sterno a (Q), (Q) essa & una quadrica rigata; se ¢ interno all’uno di quei

ellittica. Le tangenti in O a quella quadrica sono nolevoli in qnanto

che, tenendo fissa Puna di mna delle due eorrispondenti posiziont d' equilibrio

del corpo awa il polo in O (n. 5), e quindi Palira aved il polo all’infinite ; quindi

delle due rotazioni ehe portano il corpo in tali posizioni I'ona sard d’ ampiezza nulla
@ Palira di mezzo giro, Dunque:

Per ogni punto dello spazio passa un fascio di reite tali’ che, lenuta fissa una qua-
lunique di esse, il eorpo si trova in equilibiio. Le relle godenti di questa proprietd for-
mano dungue un complesso lineare.

Questo complesso lineare & quello ben conosciulo, che fu scoperto da Mobius
¢ Chasles; ma il modo con cui ne abbiamo ora provata I esistenza ¢i pare notevole
per eleganza e semplicitd.

8.8e 0 & eslerno ai coni (Q), (), il piano tangente in O alla quadrica del fa-
seio passante per questo punto la taglierd in due retle reali notevolissime: ciascuna
di esse si pud in falti riguardare come langente a quella quadrica in tulti i suoi
punti (¢ non pit nel solo punto 0). Considerando dunque ciascuno di. g
me polo d’una rolazione, si ha che ciascuna di quelle due rette gode del
che, facendo rotare il corpo intorno ad essa, il momento U non varia ed il €orpo &

sempre in equilibrio se 4 it ¢ 0 8 interno ad uno dei due coni
(Q), (Q) quelle due refte diventano imaginarie.

Per ogni punto dello spasio passano due velle (reali od imaginarie) fali che te-
nendo fisse una di esse il corpo & sempre in equilibrio, comunque lo si sposti atforno
alla retta stessa. Tali retle formano una congruensa quadratice. apparienente al com-
plesso lineare considerato precedeniemente.

Vedremo pia fardi (0. 28) come esista realmente una porzione di spazio per
eiaseun punto della qnale passano due rette reali aventi la proprietd detta, Tali retle
cateremo per brevita assi d'equilibrio costanté); indicheremo con I la congruenza
(quadratica da esse costitnita ¢ con L il complesse lineare trovato al n.° precedente,
che contiene quella congruenza,

9. 1 due assi d'equilibrio costante r, ry uscenti dal punto O godono di una pro-
Prieti notevole rispetto ai 4 assi statici corrispondenti ad 0. In fatti i consider] il
Pplano = fangenle in 0 alla quadrica del nostro fascio passanle per 0, piano che ve-

il nesl non v confis copll wsed eguilibnia (Gleichg evichesaven) &M bius, T quali son ki ehia 1
PO TIEkO gt Fibers Himmne in oqullibiio rotasdo loro aitorss,

S0 el Xt~ Serie 1. —Tom, VL~ X.53,




A

demmo tagliare questa quadrica appunto in r, r,: essendo il letraedro PP'QQ proprio
coniugato rispelto a tulte il fascio ed in particolare rispetto a quella quadrica, i suoi
spigoli opposti taglieranno = in coppie di punti coniugali armoniei rispetto ad r, r,.
Dunque:

I due assi. d eguilibrio costante uscenti da un punto qualungue dello spasio sono
coniugati armonisi rispetto alle tre coppie di facce opposte del quadrispigolo determi-
nato dai quattr assi statici corrispondenti al punto considerato.

Quesla proposizione mostra come, do il compl lineare L & gli assi
statict corrispondenti ai vari punti dello spazio, si possa costruire la congruenza I de-
gli assi d* equilibrio costante. Yedremo ora come anzl basti conoscere il complesso
degli assi statici perché questa congruenza (e quindi anche quel complesso lineare )
sia delerminala.

10. Le due refte r, 7, uscenti dal punto O e appartenenti ai due sistemi di gene-
ratrici della quadrica del fascio passante per O coincidono solo quando quella qua-
drica & un cono, ¢ioé quando O sta sull'uno dei due coni (Q), () del fascio. In que-
sto caso, ehie appunlo ci rimaneva ancora da considerare, la generatrice di quel cono
nella quale coincidone r, r, & evidentemenle un asse slalico, poiche congiunge 0 ad
uno dei 4 punti P, P, Q, Q. Viceversa s¢ una delle due rette r, r, della congruenza I'
uscenti da O & uno dei 4 assi statici corrispondenti ad 0, la quadrica del fascio che
la contiene sard un cono ¢ le doe rette coineideranno (Lo stesso risulterebbe del r
sto dalla proposizione del n.* precedente). Dungue:

Per un punto tale che i due assi & equilibrio costante passanti per essa coincidano,
wvale a dire per ogni punto delia superficie focale della congruensa quadratica costituila
dagli assi dequilibrio costante, ¢ solo per ogni tal punto, quellasse & un asse statico.—
Io altei termini: il luogo geometrico di wn punto, pel guale uno dei quatiro assi static
corrispondenti & asse d'equilibria costante, & la superficie focale della congrusnza degli
assi d equilibrio costante.

In generale una retta del complesso degli assi slalici & asse stalico per uno solo
"dci snoi punti °). Ma una retla della congruenza quadratica I avendo, com’é nolo,
due fuochi, eioé essendo tangente in due punti alla superficie focale , Sard asse
statico per entrambi questi punti; e sard percid retta doppia pel complesso degli assi
slalici. Dungue:
Ogni asse d'equilibrio costanie & asse statica pei due punti in cut esso tocea la su-
perficie focale della congruensa quadratica, Questa congruenza degli assi d'equilibrio
costanie & una congruenza doppia pel complesso degli assi statici.

*) Quest’ asseraione, di eai si potrabbs dubi
giomamentl che o esporranso in s

v, i ud dimostears rigoromments serveadoni dalle formale ¢ def va-
iits (V. n, 18},




E poi chiaro che ogni asse d’equ rio costante, considerato come asse statico
pei suoi due foochi, corrisponde ad una posizione d’equilibrio indifferente pel corpo,
supposto libero di muoversi attorno ad uno di questi.

11. Dal fatto che una quadrica del nostro faséio non pud essere inconlrata in
punti reali da aleun’altra, segue che essa separa due porzioni delto spazio iu cui ri-
spellivamente U & maggiore o minore del valore che questa funzione assnme nei
punti della quadrica stessa. Applicando questo alla quadrica passante per O nell’ipo-
tesi che essa sia rigata, ¢ quindi Je due retle r,r, tersezione ¢ol piano = siano
reali, noi vediamo che nel fascio delle rette = e uscenti da O le r, r, se-
parano quelle, pei cui punti il valore di U ¢ maggiore di quello assonto in 0, da
quelle pei eui punti & minore. Abbiamo cosi il seguente risuliato, che compleleremo
pii tardi:

Se per tin punto dello spazio passano dud assi reali &' equilibrio costante, essi se-
parano quelle rette del loro faseio per le quali, tenule fisse, la posizione ativale del
corpo & dequilibrio stabile da quelle per cui essa @ Fequilibrio instabilo. — Invece por
un punto pel quale non passano assé  equilibrio costante (reali) il fascio corrispon-
dente delle retie per cui, tenute fisse , la posizione attuale del corpo & d' equilibrio si
compone tulta di reite per cui I'equilibrio & stabile, oppure tutio di relie per le quali
P equilibrio & instabile,

Se pol per un punto passano due assi d’equilibrio coslante coincidenti, fatla
astrazione da questa retta, accadri lo stesso che nel secondo caso.

12. Olire alla congruenza quadratica I' di rette doppie del complesso di 6° gra-
do degli assi stalici, questo avra comnne col complesso lineare L un‘alira congroenza
quadratica: vogliamo vedere di quale proprieta godono le sue rette. Se il punto 0 &
tale ¢he il plano = tangente in O alla quadrica del fascio passante per esso contenga
uno dei 4 assi statici ad 0, ciod contenga uno dei 4 punti P, P, Q, @ senza che
quella quadrica sia uno dei coni, questo punto sard, in virti di proposizioni viste, al-
Tinfinito )5 e reciprocamente. In tal caso gli allri tre di quei 4 vertici saranno in un
plano passante per O e perpendicolare alla direzione di quel punto all'infinito; ece. cec.
Dang

) Mo esludisrmo gl ed eoclulersmo semprs nal seguith Tl caso partieolars in eni O #ia agpasto uoo dei 4 vestici
PP, Q. el qual oo gl altri

ono allinfaita fn disesioni farmanti una ter

ortogonnlo. In tal caso i carpe sl
ments in equilibrio, 5o 1l prusto 0 fissa; valo a dis

istorua di forze si ridurrebbo ad una risul-

voglinmo ssminare {slmenn nel presente lavoro),sin per pon dilun-

#auilibeio alle alirn tro rotando di metzo giro ntorso agh nesi 4 una tersa ortogonale passanta par 0.
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Quegli assi statioi pei quali la corrispondents rotazione del eorpo & di mazso giro
(sicehé tenendoli fissi @ corpo & attualmente in equilibrio) formano una congruansa
quadratica. Se ad un punto dello spazia corrisponde un tal asse statieo, gli aliri tre
assi stalici stanno i un pians perpendicolare a quell’asse ed hanno per poli i vertict
d¢ un triangolo per cui il punto considerato & il punto delle altesze. M primo asse sta-
tico & una biseltrice degli angoli dei due assi &' equilibrio costante useenti dal punto
considerato,

13. In un fascio (reale) di quadriche, in cui esistano quadriche imaginarie, qual
& appunto il nosiro, non possono due dei 4 coni venir a coincidere senza degene—
rare nello stesso tempo in una coppia di piani (reali, oppure imaginari coniugati) ;
perehé quando due coni vengono a coinciders in un cono non degenere i loro ver-
tici, che erano coniugali rispetto alle quadriche del fascio, coincideranno in un punto
comune a queste quadriche ¢ ehe quindi doveebbe pare appartenere alle quadriche
imaginarie del fascio, il che non pud essere, poiché quel punto & reale *). Ora nel
nostro caso, ricordando e denominazioni introdotte, possono coinciders i coni (Py &
(Q), oppure (Q) e (Q), oppure (Q) & (P). Nel 1° caso & nel 3 coincidendo un cono
reale con un cono imaginario, essi si ridurranno ad una coppia di piani imaginari
coniugali,aventi quindi una retta reale comune: una delle due serie di quadriche ellil-
tiche sard scomparsa @ ne rimarrh ancor una, oltre alla serle di quadriehe rigate. Nel
2° paso inveee i due coni reali (Q), (Q) coincideranno in una. coppia di pian reali: la
serie delle quadriche rigate del faseio scomparicd e questo conterrd solo piil qua-
driche ellittiche formanti due serie, di eui Puna compresa entro nna coppia di diedri
opposti formati da quella coppia di piani, 8 Palira compresa entro aliea coppia. Di
qui segue che i due punti P, P si troveranno in due diedri adiacenti di quella cop-
pia di piani; il che anche direttamente dal fatlo che essi devono essere sepa-
rali armonieamente da questi piani. Applicando inoltre le proposizioni prima v
avremo:
ad un punto dello spazia, tenuts fisso, covrispondons piv. di qualtro posisioni
& equilibrio del corpo, glie tie corrisponderanno infinite, £ cui poli avranino per luago
) Questo gaticotto b o iello spazio nel i dimensloni e fornisce win dimostracions sintetica o

'imparinata teore el il datermisants 4% un fascio df forme guadratiche (ad sn wume-
vigaie di varlabild) in cui eefsta una fivmen definien ha twttd § dlvtsirt clomentari del 49 grads
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wna relta ed § eul assi statict formeranno percia un faseio. Iollre vi saranno ancora in
generale due posizioni fsolate d'equilibrio e gli assi statiei corrispondenti saranno in un
piano perpendicalare al piano del fascio, mentre la congiungents i due poli corrispon-
denti avrd divezione normale alla retta luogo dei poli di guel fascio. Questultima retta.
& paraliele al piano dei due assi d'equilibrio costante uscenti dal punlo considerato,
ciod al piano che corrispords o questo punta rispetia al complesso lineare L ; quest
piano taglia il faseio di assi statici in un asse statico che presenta le particolarité eon-
siderate al n.” 12, — GIi assi statici del fascio corrispondono a posizioni d equilibrio
della stessa specie,, e i due assi statiei isolali ad eguilibrio risp. delle altre due specie.
Se gli assi statici del fascio corrispofidono ad equilitrio indifferente, allora pel punta
consideralo non passano cerlamente assi d'eguilibrio costante reali’s in caso contrario
pud aceadere che passing ali assi real ed 1 loro angolf saranno allora bisecati dal piano
del fascio di assi statiei e dal piano del dug assi stalici isolati.

Yedremo poi (n. 28) che i punti déllo spazio & eui corsispondono infinite posi-
zioni d”equilibrio del corpo costituiscono un’ellisse ed un’iperbole.

14. Se nelle ipotesi del 0.2 precedents la coppia di piant del faselo di quadrich

& realo, osiste nel fasclo questa sola qua % © nioi possiamo supporre che il
punto O appunto su uno dei due pian| a secezione all’ ultimo
enunciato, peroeché per O passerd un faseio di assi 4’ equilibrio costante posti in
quel piano e costituenti nello stesso tempo oo fascio di assi staliel corrispondenti
versa se per O passa un f: ¢’ equilibrio costante & chiaro (n. 8)

ehe saremo appunto in quel caso. Dangue:

S8 per un punto dello spasio esiste un faseio di assi statiei corvispondenti ad equi-
librio indifferente ed esiste inoltre un asse & equilibri costante reale, questo appar-
ferrd necessariamente @ quel faseio; ansi fullo il fascio di assi staliol sard eomposto
di assi dequilibrio costante. Vicoversa ogni fassio di assi & equilibrio costante sard un
[fascio di assi statici corrispandenti al suo centro. Per guesto punto passeranns ancora
due 6ssi statici corrispondent, ece. ece., came al numero preceden te.

Vedremo piit tardi che esistono sempre in generale nello spazio due fali fasei e
quindi anche due punii aventi e dette proprietd (V. n.s 28).

Oltre ai casi particolari considerati finora rrebibero allri pid particolari
da vonsiderare, come quelli in cui il fascio di quad omprende due coppie di piani
Oppure un piano doppio, easi ai quali il nosto metodo si presterebbe colla massima
ficiliig, Ma appunto per questo ed anche per ragione di brevitd noi Ii tralaseeremo ;
Hanta pin che in generale non esistono punti. dello s| per cui tali easi pin
colari si presentino.
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15. Finora le nostre ricerche si rivolsero principalmente agli assi passanti per
ung stesso punto arbitratio dello spazio ed alle loro relazioni col corpo dato. Ora do-
Vremo invece occuparci con maggior cura dei sislemi formati nello spazio da quelli
notevoli tra gli assi stessi, e particolarmente del complesso degli assi statici e della
congruenza degli assi d”equilibrio costante. Percid mentre prima noi prendevamo
Porigine del sistema di riferimento nel punto che volevamo considerare, d’or innanzi
supporremo fissato ad arbitrio un sistema di riferimento il quale non variera né col
muoversi del corpo (come prima), né col variare del punto considerato.

Nelle ipotesi del 0.2 1, se nelP espressione (1) del momento del sistema i forze
rispetto all’origine O si sostituiscono alle coordinate %, y, = di un punto del corpo

i valori che esse hanno dopo una rolazione (w,, &, %.) atorno ad 0, ciod i valori
g= (#+ o — o — a2 —nm)y + 2@ 5t mm) 5
y=2(=, ot az)e 4 @ — o’ b2 — eyt 2ma — =)z )y ©

=Ry — o) i (@ 2y @y )y - (o — o — @ty al) s

si oltiene per espressione (i quel momento dopo questa rotazione la (3), dove I coel-
ficienti a,, hanno i seguenti valori, che solo ora e'importano °):

4y =E(Xo - Yy -+ %)
ay =E(Xe—Yy—I2) , a,=E(Yy—Z:—Xz) , ay=3(Z:—Xz—1y)

©)

ay=a =2 —Y) , o E(Er ), da=0,=E(¥z—Xy)

= E(Yz+ Xy)

ay =ty =2y +-Vs) | ay=an=E(XetZa), =4

Questi valori sono costanti note, poiché (non & male ripeterio) &, ¥, = sono le coor-
dinate di un punto del corpo nella sua posizione e riferito al sislema carlesiano
fisso. Ma se vogliamo considerare rolazioni non piit intorno all’origine 0, ma intorno
ad un punto qualongue O° dello spazio, di coordinate @, b, ¢, noi potremo anzitutto
delerminare ancora ogni tal rolazione mediante 4 numeri &, legali dalla relazione

oot ot ot =1, ®

9 V. Slacel, oo dit,5 1.
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& ¢l precisamente nello slesso modo indicalo al n.2 1, secegliendo 07 come origine di
un sistema di assi paralleli agli assi fissi: il punto avente rispetto a questi assi nuovi
per coordinate &, sard il polo di quella rolazions (e stard sul suo
asse); ma noi considereremo anche come imaging della rotazione o della posizione
che essa fa prendere al corpo il punto avente quei rapporli per coordinate rispetlo
agli assi fi icché per ogni rolazione intorno ad O il segmento (dell’ asse di rota-
zione) che va da O al polo sard equipollente al segmento che va da O all'imagine
della rotazione, ciod al raggio vettore di quest’imagine. Ogni rotazione del corpo (e
la posiziong che questo prende in conseguenza) sari cosi determinata da due punti:
il centro di rotazione ed il polo, ovvero I'imagine della rotazione. Cid posto I'espres-
sione del momento del sistema rispello al punla O'(a, b, ) dopo una rolazione
(z, 2,2, %) del corpo intorno a questo punto sara data da

dove a,, si ottiene da @, ponendo in luogo di &, ¥, 3 risp. —a , ¥ —U, 5—c. Fa-
cendo eflettivamente questi cambiamenti nelle formole (8) ¢ sostituendo I valori cost
ottenuti delle o', nella espressione di U', ponendo inolire per brevita

EIX=L, 3¥=M, Z=N, M
e ritenendo sempre le a,, definite dalla (6), si otterrd facilmente

U'=24,

a(lsty 4 Lat, — L, — L, — 2Ny, 20y, - 2N,y - 2M i)

—b(Ma?,

Ma?, - Mo, — Mo, — 2Lir, 2, -+ 2Ny, 21,2, -+ 2N - (8)

— (%2, — N, —Na, +N

— oMz, + 2L, - Mx 7, - 2L 7))

16. Poniamo ora che si cerchino le posizioni @’ equilibrio del corpo tenendone
fisso il punto arbitrario 0. Esse corrisponderanno a dU'=0, ossia in forza della (2), a

u
S =0, (1=0,1,2,3).
Le quatiro equazioni qui compendiate o mosirano che il punto (x) imagine di una
posizione dequilibrio & vertice di un cono del fascio di quadriche

V=B =0, @)
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fascio che conginnge la quadrica U'=0 definita dalla (3) alla sfera S di centro 0 e
raggio }/=1. Ora la (8) ¢i mostra ehe variando il punto O' (g, b, ¢) nello §|
corrispondente quadrica "= 0 deserive un sistema lineare fre volte infinito di qua-
driche (fineare in quanto queste si considerano come luoghi di punti), il quale & rap-
presentato linearimente dallo spazio dei punti O: no indicheremo con (V) questo si-
stema di quadriche. Da ¢io segue poi che il faseio di quadriche rappresentato dal-
la (9) descrive col variare del punto O un sistema lineare quatiro volte infinito di
quadriche, che noi indicheremo eon (W). Noi abbiamo cosi il seguente metodo per
trovare le 4 posizioni d’equilibrio corrispondenti ai vari punti dello spazio e per co-
slruire in conseguenza il complesso degli assi statici:

Per avere le & posisioni & equilibrio corvispondenti wi un punto quatunque O
dello spasio considerato eome fisso si congingn I quadrica corrispondente ad O nel
ststema (V) alla sfera fissa St 11 fastio di quadriche cosi olfenulo conterrd in generale
4 coni 1 cut vertici rappresenteranno quelle posisioni d'equilibrio; perocché conducenia
da 0 segmenti equipoilenti a quelli ehe vanno dal punto fisso O o quei 4 verlici, i loro
estremi saranno i poli di quelle § posizioni ¢ quindi le loro vefte saranno i A assi sta-
lici corrispondents.

17. Introduciamo le abbreviazioni seguenti:

Ny

— Lo, Nz, — Mag,

= — M, — N, + Lt

ay=—Ng, Mz, — Lz,
da eui segue
R R R S
Allora le 4 equazioni

in eui U' @ definito dalla (8), diverranno
Eaymy a8, 4 bty - 0oty — W,
By, — ag |- by — oy — e,
Eay, , — oty = bty - 0y — ¢

1, a,— b, — ety — u
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Esse ci ddnno quei punti () che sono vertici di coni del sistema (W). Ora moltip!
cando queste 4 equazioni risp. per &, ; «,, a,, &, ¢ sommandole, siha, tenendo conto
della (11),

Za, a,

0. (18)

Quelle 4 equazioni presentano dunque le particolaritd che da esse si possono elimi-
nare le 4 variabili a, b, ¢, . La (13), in cui le « s'inlendano espresse dalle (10},
rappresenta una quadrica. Abbiamo dungue Ja seguente importante proposizione:

Se per ciascun punto dello spazio st considerano 1 poli delle 4 corrispondenti po-
sisioni d'equilibrio e per un punto arbitrario delle spasio O si conducano segmenti equi-
pollenti a quelli che congiungono ciascun punto ai & poli orrispondent
hanno per luago una quadrica.

La def one che cosi si ha di quesla quadrica mostra che quando il punto 0
si muove nello spazio, essa non fa alleo che muoversi con esso per traslazioni, senza
mutare affalto di forma. La sua considerazione ha molla importanza nella feoria di
accupiamo. Noi chiameremo F quella quadrica. La sua equazione (13) ha coef-
reali; si pud anzi dimostrare con un semplice ragionamento geomeltrico che la
quadrica F ¢ sempre reale e rigata, fallo su cui avremo da appoggiarei in seguito %)

i loro estremi

o
ficien!

18. Yogliansi trovare nel complesso degli assi statici quegli assi statici-che hanno
una data direzione (e corri i! come noi sempre supponiano, a puntia distanza fi-
nita), Dal punto 0 dovremo condurre una parallelaa quelladirezione: essa incontrera la
quadrica F in due punti, che supporremo anzilntto reali, e che rappresenteranno due
serie di assi statici. Sia () un punto di F consideralo come imagine di assi statici: per
esso verificandosi I equazione (13), le (12) si ridurranno a sole tre dis!
mineranno a, b, ¢ (ed o) in funzioni lineari di un parametro, p. e.
che determineremo pin tardi). Dunque il luogo dei punti O' (a, b, ¢) per cui il punto
fisso () di F ¢ imagine di una posizione (Pequilibrio, cioé di un asse slalico, & una

) Chis b quaiiriea F'sia realo risulta gik dal precaden ko delio spa-
idernts comso fiso poli denii-posialon doguilitieio soao Feall, Ma possiamo anchy provurls ¢

dimostrare nello stosan tompo il fatta cnunciats che 5 vy s 2 i Loagy

loui (10) sabiliscona, coma si 1o § paati di 2, unn corei

dmizn projottiva iuvolatoei, dotaia di dus vette Iuoghi di punti wuit 7+ 1 eui equaziont 00 apnte Jo (10) del seguito

4 questo lavoro » mostrano cha r i Sa00 Fette imngiuaris coniugate o sghembe. L (19)

0 (=) F ro coni

1 quale esprime chail pun-
alla quadrien Ta,y 7, 22 —0; lacnde
¥ i pb definize come i laogo delly capgio di punt coniugati riepatto & questa uadica e separai armonbcsments dalle
Fetta rr'. Di qui segruo cho I i reale e che rispesto ad pssa. 7, ' s0n0 rotta potar reciproche: quindi Ja 2 copple di punti
i cal F & tagliata da.r sano congiunte tra Joro da 4 generatric della superficie. Ma poiehd o sovo lnagiaarie conlu:
Eata, ol due punt imaginari in cul + taglia F s000 conlagati risp. § due puntl imaginari in col " taghia Fe quindi o &
Felio che conginnguno quall risp. n questi . Dasgee Ja quadrica reade Fba. reali ed s quindi
e quadrica rigata.

Se8, dal X — Serie 1L —Tam. V.-
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refta. Ai punti O° di questa retta corrisponderanno nel sistema (V) di quadriche me-
diante la(8) un fascio di quadriche, ciascuna delle quali ¢ congiunta ad S medianle un
fascio contenente un cono eol vertice in (@); e gl'infinili coni di vertice (z) cosi otte-
nuti formano a lore volta un fascio (come si scorge considerando due soli di essi ed
il fascio che i congiunge, fascio che apparlerrd necessariamente al sistema lineare
doppiamente infinito di quadriche che congiunge S al primo fascio di quadriche con-
siderato). — Poiché F & ri; ircoseriverle da O un cono reale, il
quale separerd quelle rette nscenti da O che tagliano realmente F da quelle che non
la tagliano.— Dungue:

ala, §i pud sempr

Per un punlo gualungue O esce un cono guadvico (vircoseritio alla corrispondente
quadrica ) Te cui refe esterne uscenti da O damo le di

iond di tutti gli assi statict,
mientre le rette interne non sono parallele ad alcun asse statico. In altri termini esiste
sul piano all’ infinilo una conica reale (la conica all'infinito di quel cano) pei eut punti
interni non passano assi statici. fvece por ciascun punto all infinito esterno a quells
confca passano due fusei di assi statici paralleli corrispandenti risp. af punti di due
linee rette ¢ faventi i poli su due parallele a queste velle , ciod ) corrispondenti risp. a
due ampiesze di rolasione costants. Per ciascun punto poi di quella coniea @ due fusoi
di assi statici che ne escono sono cotneidenti.

In generale & chiaro che le due retie lnoghi dei punti a coi corrispondano assi
sfalici aventi una data direzione non stanno in un piano, ed a maggior ragione che i
due fase pondenti di assi statici paralleli sono distinti; sicehe nel complesso
degli assi stalici nna retla qualungue & in generale asse statico per uno solo dei suoi
punti. Perd quei due fasei di rette del complesso passanti per uno stesso punto all’in-
finito avranno comune una retta, che sard doppia pel complesso ¢ sard asse slatico
per entrambi i punti in cui essa incontra le due retle dianzi considerate. Ma questa
a quadratic

o)

retta doppia doved necessariamente apparleners alla congruen
noi vedemmo (o, 10y comporsi di retle doppie del complesso degli assi slatict. Qui
poiché per ogni punto all’infinite passa una sola retta di T', il piano all infinito con-
terra un fascio di relte di D: risultato che verrd confermato neilo studio diretto di
questa congruenza ™),

19. Nelle cose esposte ultimamente noi suppone
considerati corrispondessero-a punti & distanza finita:

0 sempre che gli assi slatici
enza questa osservazione si
potrebbe pensare alla seguente obbiezione: in generale un sisten:

neare 4 volte in-

a qunsto lasaro nai
di 1, per

e contanntn, nel complessa degli assi i
o

i o
sre anclie quella pastisolars congrucaza che & cost
0 alla quadsica F.
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finito di quadriche gode della proprieta che ogni punto della spazio & doppio per una
quadrica del sistema; or com’@ che pel nostro sistema (W) abbiamo {rovato al n. 17
che i punti doppi di quadriche del sistema riempiono, non gid utte lo spazio, ma
solo la quadrica F? Per rispondere a quest’ obbiczi ricordiamo che noisiamo giunti
a quel risultato mediante eliminaziono dalle equazioni (12). Ora se in queste alle coor-
dinate carlesiane non emogenee a, b, ¢ (¢d al parameteo w) nol sostituiamo i rapporti
ard,b:d,c:d(eu:d), inmodo ched,a,b,cdiventing le coordinate omogence
dello stesso punto O° primd considerato, e molliplichiamo lo (12) per d (sicchd esse
assumeranno la slessa forma di prim:
ranno cra moltiplicate per d}
della(13)

colla sola differenza che le diverse somme sa-
di operiamo su esse come prima, otteremo in nogo

a2, %, =0

i se il punto (&) non sta sulla quadrica F sard d =0, vale a dire
allinfinito; ¢ viceversa.

Vediamo dunque anzitullo che veramente noi a
assi slalici corr
dremo, 1l pi:
nelle equazioni (12) Ir

il puato 07

amo Irascurato soltanto gli
ondenti ai punti all'infinito,, assi che viempiono 4 volle, come ve-
I"infinito, ¢ che certamente non hanno vera importanzi poi
formate nel modo delto poniamo d=0, corrispondentemento
ipotesi che il punto O sia all’infinito, a lre distinte,
qualungue sia il punito (), &, dalo questo, delermineranno univocamente i rapporti
a:b:e:u, e quindi la direzione del punto allinfinito O, Quelle equazioni si- ridu-
eono evidentemente ad esprimere ehe (x) ¢ punto doppio per la quadrica

se gquiva 10 5010 pi

Vo4 wEt=0, (1)
essendo
Vo= a(Lat, + Lo, — Lat, — Ly — 2Nargr, -+ My, 2N, - 2Meery)
b (Marty— Mia®, - Mr?, — Ma¥, — 2Lzrr, - 0N, - 2Lz, {13)

e

Lty 2
Ly, 2

— Ne?, — Neet, |- Naty — 2Mure 120y -t 2L )

L'equazione V,— 0 rappresenta, col variare dei rapporti di a, b, ¢, le quadriche di
un sislema lineare doppiamente infinito contenuto in (V), ¢ elie noi rappresenteremo
con (V). Facendo anche variare o la (14) rappresenta le quadriche di quel sistema
lingare triplamente infinito (T) che conginnge (V,) alla sfera 8. Noi abbiamo visto che
ogni punto dello spazio () & doppio per una quadrica di questo sistema triplamente
infinilo (T); d’altronde & chiaro che questo non si compone tollo di coni: dungne
esso dovrd conlenere o* coppie di piani, si che per ogni punto passi una retla dop-
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pia di una lal coppia. Cid conduce a pensare che il sistema (T) possa esser costituito
da quadriche passanii per due refte fisse sghembe, giacehé in un sistema triplamente
infinito di quadriche cosi definito non vi sono coni, ma bensi =* coppie di piani
aventi per rette doppie le rette della congruenza lineare chie ha per direttrici quelle
due retle fisse. Ed effetiivaments si puo verificare che tutle le quadriche di (T), cioé

dall” fone (14), le due rette r, ' definite rispettiv;

mente da due delle equazioni

P Lt Moty - Bty = 0 |
— Ly, - pry + Ny —Mar, = 0
— M, — N, 4, L, =0

— Nz, Mz, — L, +pa,

nelle quali per ¢ si pongano i le due radici dell
— (LA M NG )

Queste equazioni (16) e (17) mostrano ¢he quelle due retle r, * sono imaginarie co-
niugate e di 2* specie, vale a dire in posizione sghemba.— Ad ogni punto O' all’infi-
nito corrisponde in (V) una quadrica di (V,), la quale & congiunta ad § mediante un
fascio appartenente a (T) in ¢ui non vi sono coni propriamente detti, ma solo due
coppie di piani (imaginari coniugali) le cui rette doppie si appoggiano sur, r.

Climporlava ginngers a questi risultati afine di poter escludere nel seguilo
quelle soluzioni estranee che proverrebhero da assi statici impropriamente detii, ciog
situati all’ infinito.

20. Proponiamoci, ad esempio, di trovare la eurva che sulla quadrica F & for-
mala dalle imagini delle quaterne di assi statici corvispondenti ai vari punti O (a di-

a finita) di unarella qualunque data g. A tal fine notiamo che, in causa della
corrispondenza lineare tra i punti 0°(a, b, ¢) dello spazio e le quadriche del sistema
(V), ai punti di g corrisponderanne in questo sistema le quadriche di un f i
verlict dei coni degl’infiniti fasei che congiungono ogni quadrica di questo alla fqua-
drica fissa S sano appunto le imagini degli assi slatici corrispondenti ai punti di g, e
costiluiseono la curva Jacobiana della rete che congiunge il primo faseio di quadsi
che ad 8. La curva Jacobiana di una rele di quadviche &, coms sa, del 6° ordine.
Ma nel nostro easo quel fascio contiene una guadrica di (Va) (corrispondente al punto
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allinfinito di g), la quale & congiunta ad S (u.° 19) da un fascio di quadriche conte-
nente due coppie di piani: le doe rette doppie di queste coppie faranno parte della
curva Jacobiana. Escludendole, e notando che esse saranno in posizione sghemba, si
avrh come parte rimanente di quella curva una curva sghemba di 4° ordine e #* spe-
&ie ™). Dunque:;

Le posizioni d'equilibrio o gli assi statici corrispondenli ai punii di una retia
hanno per imagini sulla quadrica definita nel teorema. del n.” 46 § punti di una qua-
drica di #* specie.

Consideriamo un piano arbitrario = passante per la retta arbitraria g. 1l piano
condotto da O parallelamente a = laglia la quartica di F, che vedemmo rappresentare
gli assi staticl corrispondenti ai punti di g, in 4 punti i quali saranno le imagini di
quelli tra questi assi statici che slanno sul piano o. Vediamo cost che su ognd piano
i sono quattre assi statici corrispondenti a punti di una sua retta data, Donde segue,
osservando che per ogni punto di g passano pure 4 assi statici corrispondenti al punto
slesso:

Gl assi statici corrispondenti ai punti di una retta formano una rigata di §° grado

avente quella retta per retta quudrupla.
21, Possiamo ora determinare assai facilmente il grado del complesso degli assi
staliei, A tal fine dovrémo trovare guanti assi statici stanno in un dato piane = e pas-
sano per un suo punto G. Nel piano = stanno infiniti assi statici: conduciamo da Gla
retla g che va al punto a cui corrisponde uno di quegli assi ¢ la parallela ¢ all’asse
stesso; avremo nel fascio di rette Go una corrispondenta tale tra g e g che, ove due
retle corrispondenti eoincidano, e solo allora, esse dinno ludgo ad on asse stalico
appartenente a quel fascio. Ora, data g, ¥i souo, come vedemmo dianzi (n.°20), nel
piano < 4 assi statici corrispondenti a punt di g, e quindi 4 relte ¢’ parallele a que-
sli assi condolte da G. Viceversa, dala g°, gli assi statici paralleli ad essa corrispon-
dono ai punti di due’diverse retle (n.° 18), le quali tagliano = in due punti congiunti
a G mediante 2 rette ¢ corrispondenti a ¢ Dunque la corrispondenza considerata tra
g, g & una co ondenza (4, 2). Daltronde la sua natura ci mostra che in generale
essa non ba coincidenze multiple; dungue, pel principio di corrispondenza, vi saran-
1o 4 4 2= 6 rette in cui coincidono due corrispondenti g, ¢, ossia 6 assi statici
appartenenti al fascio considerato Gs.
I complesso degli assi statici & di sesto grado,

i gmuerals quando 1a corva d 6 éndise geamrata nol moda noto da e spasi savrappont colliveasi viene n can-
tanera dus rotte ayhembe, Ia iemamoate carva i 4 ondive & di 1 specic, Vegguai ad esampio: N8 ther, Bindeutige
Ravemtrayformatianen (Math. Ann. T, pag. 365 — Cremana, Ueber die Abildung alyebvaisoher: Fitchen (G0t
tinger Nachr. 1871, Nr 5] eppare Math. Aun. [V, pag: 2181,




Considerando adungue gli i per un punto dato, essi forme-
ranno un cono di 6 ordine passante pei 4 assi statici che corrispondono a quel pun-
to. Ne segue toslo che : I punti dello spazio ai quali corrispondons assi statici passanti
per un punto fisso formano una curea d'ordine (0 azente un punto quadruplo in quel
punio fisso; le tangenti alla curea in questo punto sono § & assi stabici corrispondents
ad esso.

22. Nel considerare gli assi stalici che hanno una data direzione, abbiamo in-
contrato (n.° 18) certe retle tali che per tultii punti di ciascuna di esse uno dei 4 assi
statici corrispondenti ha direzione fissa (e Pampieiza di rolazione corvispondente co-
slante). Rivolgeremo ora: la nostra attenzione su qus rette, @ cosi giungeremo per
una via affalio nuova ad uno dei risultati pitc celebri dell’astatica.

Tali rette formano una congruenza, che indicheremo con A, ¢ che & evidente-
mente del 4° ordine, perocché ad un punto qualungue dello spazio corrispondono 4
as! ssano 4 retle di A lnoghi del punti & cui corrispondono

slatici e quindi per ess

D
assi slalici risp. paralleli aquelli ed aventi la stessa am
statici

a i rotazione. Gl

paralleli corrispondenti ai punti di una retta di A hanno (olli per imagine uno
stesso punio della quadrica F, punto che si pud considerare adungue come imagine
di quelka retta di A a congruenza & cost rappresentata univocamente sulla gy
drica F, Or beue, proponiamoci anzitullo di trovare le equazioni di quella retta di A
chie ha per imagine un dato punto (z) di F (od in altri termini, che conisponde ad
una data direzione di asse statico e ad una data-ampiezza di rotazione eorrispon-
dente— zione ed ampiczza legate doll’ equazione (18)). Le e, &, ¢ indicando le
coordinate di un punto qualunqgue di quella relta, avranno lo
di cui solo 3 saranno in;

go le equazioni (12),
endenti, in forza della (13). Ora dalle (12) possiamo eli-
b e ¢ molliplicandole i va ¢ Pera , —e,, —o a8
sommando; si ha cost

minare- facil

1 o oty iyt — ) =

dove g, (e cosi in seguilo ,, ¢,) indica una cerla forma quadratica nella 2 , che non
cimporta sviluppare. § in questequazione alle & le loro i (10) &
scrivendo anche le due equazioni ottenute operande in modo analogo, avremo

oy — (L Lt

— Lo, — Nrx, 4 2y, -2

y 20 )

.

— oy — 80 (M — M M2%,— M, — 2Lz ey - 8Noe i, - 2L - 2N} ) . (18)

— 1 (N, —Nat®, — Nao¥, - Ny — 2Mae 0, - 2, -2y, 2L )
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Queste equazioni (nei eui primi membri in loogo di % si polrebbe in forza
delle (10) meltere L' -+ M* - N') rappresentano appunto la retta cercata di A, espri-
mendo le coordinate di un suo punto qualungue in funzione di un parametro u. Cio
che ¢’importa considerare sovratulto in esse sono quelle tre forme quadratiche nelle
@; ehe nei sccondi membri molliplicano appunto o (forme che gid comparivano nel-
Ia (8)): esse saranno evidenlemente proporzionali aicoseni divetive di quella rott
Ora esse si oltengono immediatamente dalle tee quantitd L, M, N applicando a que
sle la soslituzione orlogonale drpersa della (3). Doalwvonde LM, N in causa delle ()
sono proporzionali-ai coseni direltivi dell’asse principale del nostro sistema di forze,
asse che non muta one quando si fa muovere il corpo. Se g & quelia relta: di &
¢ i d al corpo intorno ad un punto qualingue fisse O° di g, la rolaziont rappresen-
da (), il corpo verra in posizione &' equilibrio, eiod il sistema di fore verrh a
nte unica (parallela sempre alla direzione fissa dell asse prinei-
sante per 06 E poiché le formule (3) si applicano appunto a.quella rotazione
si tratta solo di trasformare diresions) , cosi I'osservazions precedents ¢i dice
torno ad O, ciod si riporta’ il corpo alla posi-
Zione iniziale, quella @ unica diverrd appunto la relta g. Concludiamo dun-
che la congruenza A ¢ costituita da quelle retle del corpo nella sua posizions ini-
, le quali con vari movimenti &i quello diventano risultauti uniche del sistoma di

Questo risullalo si poleva anche ottencre senza calcoli, applicando la nota pro-
ioni di uguali ampiezze intorne ad assi paralleli equivalgono ad
una qualungue di esse seguita da traslazioni.

che rof

23, Ollenuta cosi una nuova definizione della congruenza A, noi I'applicheremo
insieme con la primitiva e coi metodi finora usati a trovare la vera costituzione geo-
#ietrica (¢ non pi meccanica) di A. Sia ancora g una retta qualunque di A: come gia
dicemmoal n.° 18, ad ogni suo punto O'corrisponde nel sistema (V) una quadrica di un
determinato fascio corrispondente a g, ¢ questa quadrica & congiunta ad 8 mediante
, di eui un cono ha il vertice nel punto (z) di F. Variando 0' su ¢ questo cono
quadrico conserva questo vertice ma descrive un cerlo faseio, in cui vi saranno, eo-
m'é nolo, 8 coppie di piani. L’una di queste coppie si compone dei due plani ima-
i coniugati che congiungono il punto () alle due rette r, r'; essa app
sistema(T) di quadriche e corrisponde al punto allinfinito dig (n.°19). Le alie due cop-
pie di piani corrisponderanno a punti a distanza finita dig ¢ non apparterranno a (T):
ma i punti doppi di quadriche del sistema 4 volle infinito (W) non apparienenti al si-
stema triplamente infinito (T) contenuto in questo stanno sempre, come vedemmo, sulla
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qquadrica rigala F; dunque le relte doppie di quelle due coppie di piani sono le due ge-
neratrici di F che passano pel punto (o). Nel fascio di coni 1 3 coppie di piani hanno
dungue le retle doppie reali, ma la prima coppia & imaginaria: quindi le 4 rette comu-
ni al fascio sono imaginarie, e sara reale quella sola coppia che si compone dei piani
conginngenti quelle tra queste 4 retle ehe sono imaginarie coningate. Notando ancora
che le generatrici di F formano due sistemi ben distinti, noi vediamo che la con-
gruenza A ha due curve focali, le quali sono i lnoghi dei punti ai quali corrispondono
fasci di assi stalici, cioé ai quali, considerali come fissi, corrispondono infinile posi-
zioni d’equilibrio del eorpo; I'una di quelle curve & luogo di quei punti per cuile in-
finite posizioni &’ equilibrio sono d’equilibrio indifferente, I altra Inogo di quelli per
cui queste posizioni sono & equilibrio stabile oppure abile (V. 13).

Cerchiamo ora che cosa sono quelle due curve focali. Anzitullo poiché esse non
hanno punti comuni e per ogni punto dello spazio passano solo 4 rette di A, cio@ 4
rette che le laglino entrambe, e inoltre la loro definizione geometrica mostea che es-
se devono essere dello stesso ordine, é chiavo che esse saranno del 2° ordine, cio@
saranno due coniche. Ma possiamo ritrovare questo e vedere nello stesso lempo come
sono disposte’ le due curve I'una rispelto all’altra nel seguente modo, Consideriamo,
un punto qualunque O° dell'ona eursa ed il cono di relte di A uscenti da O, ciog il
cono che projelta da O Palira curva; ad O corrisponde un fascio di assi statici e con-
sideriamo inlorno a quesli le rotazioni inverse a quelle che portano il corpo fisso in 0
nelle varie posizioni d’equilibrio: come queste, cost quelle inverse avranno i loro poli
su una corta retta s. Conducendo da 0’ la parallela h all’asse principale del sistema di
forze, segue da quanto ahbiamo visto al n.° precedente ehe il cono considerato delle
relte di A uscenti da O’ si compone delle varie posizioni che riceve h in seguito alle sud-
delte rotazioni inverse, cioé alle rolazioni intorno ad O aventi per poli i punti di una
rella . Quindi il trovare la specie di quel cono si riduce ad un problema di cinematica
affatto elementare. Per risolverlo si conduca per O° quel piano che & normale al piano
O e che passa per la parallela ad s condola da O e in esso si liri quella retta £ che fa
con questa parallela (in un verso conveniente) angolo la eui tangente & data dalla di-
stanza di 0" da s. 1l nolo leorema sulla composizione delle rotazioni inlorno ad assi
passanti per un punto mostra allora i di icordando la definizione del
polo di una rotazione, che ogni rotazione avente il polo su s equivale ad una fissa,
scelta ad arbitrio, di queste rotazioni seguita da una rotazione (d'ampiezza variabile)
intorno all'asse costruito ¢ Applicando questo falto alla retta &, vediamo che essa, in
seguito alle rolazioni aventi per poli i punti di s, deserive un cono di rivoluzione
avente per asse ¢ Dungue i coni che projetlano I'una curva focale dai punti dell'altea
sono coni quadrici di rivoluzione e guindi, per un noto leorema geomelrico, le due




curve saranno un’ellisse ed un’iperbole facali Puna dell’altra. — Riassumendo i ri-
sultati ottenuli ullimamente, noi siamo cosi giunti al nato teorema di Minding *):

Dato un corpo rigide soggetto o forse costanii in diresione ed intensitd (il cui si-
stema. non: 5i riduca ad wna coppia unica) , quelle rette del corpo che per posizioni con-
venienti di guesto diventano risulianti uniche del sistema di forse costituiscono g con-
gruenza delle rette appoggiate su un'ellisse ed un'iperbole focali Puna dellaltra,

Di piit possiamo aggi ¢ in seguilo ai ragi faltiz

In una determinata posizione del corpo quelle due coniche sono il luogo di un
punio,‘tenendo fisso il guale ¢ lasciando &1 corpo libero di rotargli attorno, esso pud as-
sumere infinite posizioni d'equilibrio. Ma pei punti dell'ellisse queste posizioni sono di
equilibrio indifferente, menire pei punti dei due rami dell'iperbole esse sona rispetliva-
mente dequilibrio stabile ed instabile **).

111

24. Lo seopo prineipale di questa 3* Parte del nostro lavoro sara lo studio della
congruenza quadratica I' degli assi d*equilibrio costante, congruenza che vedemmo
esser composta di rette. doppie del complesso degli assi statici. Dovremo percid far
onsiderazioni diverse da quelle che ci servirono nelle due parli precedenti.
Siano ancora x,y, = le coordinate di un punto qualunque del corpo nella [mhl-
zione atluale rispetto ad una terna di assi ifissieX, Y, Zle
secondo questi della forza applicata al punto stesso. Siano !, m, n i coseni direttivi
di mna relta r vseegte dall’origine O: facenda rolare il corpo intorno ad r di un an-
golo 0 (nel verso definito dalla divezione positiva di #), il punto (@ y3) verrd ad ave-
re per nuove coordinate:

[ 4 (L — 18) cosh] e - [ — hn 0e — nsenb] g ~}- [I — ik 0080 - sn send)

¥ = [Im — linoos - msont]e + [m® - (1 — ") cosb]y - [min — macosh — Isent] = {.ug}

[0 — o) — i senf]zr - [mm — mn cos - Lsend]y [ -+ (1 — 0t coste

) V. Usber den Ort sds der s Erdiftan (Crolle's
Journa), B, 15, 1634, pag. £7-38) — Nell'enunelato i Minding, a vero dive, il corpo & supposta fteo o sano I dire-
alond dolln forze che si fanno mutare fn medo da fur sempre tra loro @l siesst angoli o da eonsorvare gl slessi punti di
apphicaslomes perd b oto (o Mi i ding steseo u forse i) prlo o ossersarlo) cbe cké no diffrisce in sostarzn dal puuo-
vere il corpo lasciando flsse le direzioni delle I'or!-\.

*) Come i vede, i i di Minding, fu da noi di e,
che per b parie vigussdast lu Bitiosioon o § o road delpectole; utato s questa parts del ncateo enanciato dobe
fnora. Bon e trovate uma G
Soc. dei Xt — Serie ML, —Tom. VL —N23, i
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Sara dunque

E(Xef - Yy -2

= E(lo - my - ne) (IX 4 m¥ -} nZ) 4

4 £08b [2 (X - Yy - Ze) — PEXe — m*EYy — 02z — lnZ(Xy + ¥2)
— WE(Xs - Zx)— mnZ(Yz + )]

- send [E(Zy — Yz) 4 mE(Xz — %) - nE (Yoo — )] -

Cid posto, supponiamo che il corpo sia solo libero di rolare intorno all’asse fis-

0 1, sicché la sola quanlita variabile sia 6. Per le posizioni & equilibrio sard
L 3 (X Yy - Z) =0
a5 S Yy - 22) =0,

Nellespressione di E (Xo'4-Yy'+- Zz) indichiamo per brevita con g ({m ) il coefli-
ciente di sen®, ¢che ¢ una forma lineare in &, m, &, ¢ con ® (i @) il coeflicients di
¢os 0, che sard una forma quadratica in queste quantitd se converremo che in esso si
moltiplichi 1a parte indipendente da esse E(Xo Yy +Z3) per (F-+m'4-n", che
vale 1. Allora quell' equazione & equilibrio diverra

‘%(omu + psanl) =0,
0ssia.

— bsent L goosh =10,
donde

ca!ﬂ:% : g (20)

Quest equazione determinando ¢ott, e dando quindi per 8 due valori che diffe-
riscono di =, ei fa ritrovare il risultato del n® 5 sulle due posizioni 4’ equilibrio cor-
rispondenti a ciastun asse r uscente da 0. L’ equazione 3=0 ¢i determina in parti-
eolare un fascio di relte ¢ per cui 6=0, oppure 6 ==, cio® il fascio uscente da O di
rette del complesso linare L trovato al n.® 7. L'equazione ®=0 ci mostra che la
rolazione da eseguire peor raggiungere una posizione d'equilibrio & di un angolo retto
per tulte le rette r di un cono quadrico uscente da 0. E in generale per un dato valo-
re di 8 I'equazione (20), cioé (rendendola omogenea in I, m, #):

O — oot (ot n') =0, (20)




RS
rappresenta un cono di 4° ordine costituito dalle rette r per cni Pampiczza 0 della
rotazione corrispondente ad una posizione &* equilibrio Lia il valor dato, Variando 6,
quel cono di 4° ordine descrive nn fascio, le cui particolarita si leggono nell’ultima
equazione: principale quella di aver tulli i coni del fascio come rette doppie le due
rette date dalle equazioni

Per ciascuna di queste due relte I’equazions (20), ossia la condizione &’ equi
brio del corpo, @ soddisfatla qualunque valore si dia a 8. Dungue esse non sono al-
tro che i due assi & equilibrio costante uscenti da O, di cni dimostrammo altrimenti
I"¢sistenza al n® 8. Del resto il metodo, di eui ivi facevamo uso, condurrebbe pure
facilmente al fascio i coni di 4° ordine ora considerato.

25. Consideriamo ora gli assi © uscenti non piit dall'origine, ma da un punto qua-
lunque (@, ¥, 3,) dello spazio. Baslera a lal fine nelle equazioni del n.” precedente por-
6 @—m,, Y—V,, 35, in lnogo di £, g, z. Con cid diverra:

D=(F b ) (K- Yy Te)— 2, EX — y BY — 2,58] — PEXer— mPEYy —n'2s
P EX Y EY 072 ZE— DB Xy Yir) — InE (X2 - Zar) — mnZ(¥x-1-Zy)
-y X - I Y - s EX - e ZTe 2 BY iy 2

= B {2y — V) - m(Xs — £} |- wE(¥or— Xy)

Ay ) EX o (B M) EY e i, — 1) B

Introduciamo di nuovo:le abbreviazioni (6) e (7), e poniamo inollre

=ay,—

By—nzy y F=MTy— W, (21)

sieché sard identicamente
el zer e @)

el !, m,n, «, @,y saranno le coordinate plickeriane della retta » passante per
(s, ¥y, %) ed avente i coseni direttivi 1, m, n. Avremo allora:

+ RO () - (G )0 (= ) 1 — 2,y I — 2, I — 2y min -
2L (B — o) + 20y — ) 42N (ma— IE) v e
RS PREUAE

b
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Vediamo cosi che Poquazione del gomplesso lineara L delle rette per le quali,
tenulte fisse, il corpo si trova atiualmente in equilibrio, &

gt ayn - agn Lok Mp -+ Ny =0,

fatto hen noto. Tnoltee vediamo clie quelle rette, intorno a cui rotando di un angolo
rétlo e tenendole fisse il corpo viene ad essere in equilibrio formano un complesso
quadratico di equazione ® =0, dove @ & dato dalla (23). Aggiungendo a quest’e-
quazione la (22) molliplicala per un’ indeterminata s e formando il determinante del-
l'equazione quadratica cost oltenula si trova che esso vale

o (6 - LD N,

donde si deduce facilmente ehe la superficie singolare di quel complessa si scinde
nel piano all infinito ed una superficie di 3* ordine ¢ 4* classe (reciproca della su-
perficie romana di Steiner) contenente quelle due rette all'infinito del complesso
neare L, le quali sono tangenli all’ assoluto, ed inoltre la congiungente dei loro punti
di contallo: queste 3 retie sono doppie pel eomplesso quadiatico *). — Cosi soslituer
do nellequazione (207 a 5 ¢ ® le loro espressioni (23), si ha un fascio di complessi di
4° grado, per clasenno dei quali & ha un valor dato; ece. ecc.

26, La congruenza quadratica I' degli assi d” equilibrio castante & Pintersezione
del I lineare L col pli lico @ = 0; quindi essa ha per relle
doppie quelle due retie all'infinito L che vedemmo essere doppie per questo com-
plesso quadratico. Ma a noi imporia anche il vedere s la congruenza I' presenta al=
{re particolarita projetlive all’infuori di queste rette doppie.

A tal fine ci conviene far qui un’eccezione al metodo usato in tutto il lavoro,
ciod fare una scelta particolare del sistema di riferimento affine di evitare lunghi cal-
coli. Supporremo che si sia preso per asse delle 3 I'asse principale del sistema di
forze, ciod Passe del complesso lineare L. Allora I'equazione di [1|}csla dovrd, com’é
noto, prendere la forma

—kn T ey

) Inoltre s deduca che guel comp appartiens a in g . Inslema col nosteo
samica D7 Loria, abbimo séisdinto nelln mesmoria Sur lex différentes explocs de complesiea dw 3¢ dégré dee droite
i coupent harmaniquenant deico surfacés dh socond ondre (Mak. Ann. XXUL, pag: 218-04).—Veggnsi anche per s
proposisiond sallé congruenzs qundratichi e sai camplessl quadraiici, i cul facomo v, I nostra memoria Sutila geome-
rria della vetsa  dele site seric guadratiche (Memoels dolin R, Ace. d. Sehenzo di Toriso, Serie I1,t, 35, 18841
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Quindi eonfrontando coll’ espressione di 5, si vede che sard

ed inolire

*  Sostituendo dunque nellequazione ® =0 (28) ed eliminando inolire v, si da
questa che dalla (22) mediante la (24), esse diverranno rispettivamente

(0 20) (= 03 18 (= ) 00— 2018 — 21 0 — 2 -2 (6 — T3 =0

Iz - o

Queste due equazioni quadratiche tra le sole 5 variabili / m n 2 g rappresentano
Ta congruenza I'. Da esse dedaciamo tatte le particolarith che questa presenta nel se-
gumlc modo: sotlr'&gghmlna la prima dalla seconda molliplicata per 2s e fofmiamo
delleq ica cost ollenuta. Esso sara

0 | = (2hs a5 —ap) (" + N

Come funzione di s questo determinante ha mmquc due radici doppie imagina-

rie coniugate == Ni ed una radice semplice reale "’“ 3 le due radici doppie non

appartengono a lolti i subdeterminanti di 4° nrx]mr,, ed il rapporto anarmonico delle
3radici ¢ del iumers oo non ha un valor numerico particolare. Da tulto questo de-
duciamo che la cong i ica ' ha per istiea [221] ed & affatto
generale (dal punto di vista projettivo) tra quelle avenli questa caratteristica. Quindi
essa avri appunto due sole rette doppie: le loro coordinale ! ut 1 = # saranno rispel-
tivamente proporzionali ai valori che i subdeterminanti complementari deglhi ele-
menti di una linea qualunque di quel determinante prendono per s = == Ni, donde
si deduce immediatamente che esse sono precisamente, come gia frovammo in alirg
modo, quelle due rette allinfinito di L, le quali toccano I'assoluto.— La superficie
focale della congruenza I avra poi queste due relte per rette doppie e sard la superfi-
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ingolare di una serie omofocale generale di complessi quadratici aventi per caral-
ica [2211] *).

27. Da questi risnltali possiamo ottenere un concetto abbastanza completo della
forma di quella superficic focale con puri ragionamenti geometrici: I'uso dell’ equa-
zione della superficie per questo scopo condurrebbe a calcoli assai complicati.

La superficie ha un solo punto reale allinfinito: il punto dintersezione dellos
due rette doppie {ciod il punto che corrisponde al piano all’infinito rispetto al com-
plesso lineare L, vale a dire il punto alf infinito dell*asse di questo complesso). Le
tangenli in quel punto alla superficie coprono doppiamente il piano all'infinito,
in quel punto si loeeano due falde della superficie, Si vede facilmente che quel punto
non & isolato, cioé che queste due falde s sono da parti
opposte rispetlo al piano all'infinito. Quindi mentr 1 seziong piana qualungue del-
la superficie & una linea chiosa, ogni sezione piana parallela alla direzione del punto
all’infinito, ciod parallela all’asse principale, si estendera. all
oppoesli con due parti paraboliche,

Ricordiamo poi che in generale la superficie singalare di un complesso quadra-
tieo [2211] ha 4 punti doppi ¢ 4 piani langenti doppi che corrispondeno a quei punti
rispetlo a ciascono del due complessi lingari (non speciali) fondamentali di quella
superficie; i 4 punti doppi determinano, presi in ordine conve: iente, un quadrilatero
sghemba, di cui due lati opposti tagliano I'una retta doppia ¢ gli altri due Palira,
Ora nel nostro caso le due rette doppie della nostra superficie stanno in un piano
teale (allinfinito) ma sono imaginarie-coningate; quindi i lati di quel quadrilatero
Saranno |1mgiﬁari, ed ai due che tagliano una retta doppia saranno rispettivamente
ningati i due che tagliano I'altra (poiché la congruenza T avendo equazioni reali,
iche la sua superficie focale avrd I'equazione reale). Dunque due lati adiacenti sono
imaginari coniugali e gli allri due lati, pure adiacenti, saranno pure imaginari con-
iugati; quindi due vertici, cioé due punti doppi della nostra superficie, satanno reali,
mentre gli allii due punti doppi saranno imaginari coningati ¢ l]\li!ldfunng nti, ¢o-
me quelli da una diagonole reale. 1 piani che passano per Funa o Palira diagonalo
del quadrilatero formano due serie di piani reali taglianti la sup

it in due versi

icie in coppie di

) V. oltrw alla sostrn memeria itaa per wliime i) pota Ivvoro del sig, Woilar: Ueber dia rerschicdénen Gaitue
gen der Complee awoeiten Grades (Math. Ao, VI, pag. 145-207, — Abbinmo avalto complelarasnte § ragionamtot
lel 5 20, parch, ve 1 errioang, b Questn b priran volta che viens applicato ad un caso particolare il meloda dei

idratica dat ;
focale di T 3 avrebbe immediata-
uscentl dal punto (x y <) s toccasa, e mustrervbbe che
et 0l ok 3 ),

cerivando cho il cono qundrico el il piano di g0 &
qualln superdicis Ha. per vetts dopyie quelle dus rette all
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coniche.—Siano D ¢ IV i due punti doppi reali. 1l complesso lineare reale L essendo
uno dei due complessi lineari fondamentali per la nostea superficie, segue che dei 4
piani langenti doppi due saranno imaginari ed alli due 5, &, corrispondenti a D ¢ D'
rispello ad L, saranno reali ¢ passeranno (com's facile vedere) per la retia D Y. Cia-
scuno di questi due piani langenti doppi 8, 8 locchera la superficie lungo una conica,
la quale dovendo passare per D e D' sard neces mente reale. Correlativamento i
coni nodali dei punti doppi D, I saranno reali; essi toceano 5 ¢ 3' Inngo le tangenti
risp. in D, D’ alle coniche di contallo di quei piani.

Faceiamo ora rolare un piano intorno alla retta D D' partendo dalla posizione &
¢ andando alla posizione 3" entro quella coppia & angoli diedrl opposti determinati
da &, % entro la-quale sta, ad esempio, il cono nodale di D: Pintersezione del piano
colla superficie si scindera in due coniche aventi nel punto reale D due tangenti reali

, o distinte, ciod le due generatrici d'intersezione del piano con quel cono. Dunqus
quelle due coniche, non polendo essere imaginarie coningate, saranng reali, ed
avranno per conseguenza in I tangenti reali: quindi il cono nodale di D' stard en-
tro gli stessi due diedri di 8,8 che quello di D. Se il piano mobile passa negli altri
diedri, le due coniche d'intersezione colla superficie cointidono e poi divengono
i naric (coniugate). Dunque la superf tutta racchiusa enfro la prima coppia
di opposli determinali da #, 5 (coppia di diedri che @' or innanzi indicheremo
semplicemente con 887): enlro essa stard anche la direzione del punto reale all'in-
finito della superficie. — Cid posto, ogni piano compreso nella coppia di diedri 3 &
taglia la superficie in due ellissi passanti per D ¢ I, tranne quello che va al punto
alllinfinito e che quindi taglia in due parabole passanti pel 2 punti stessi e rivolgenti
e loro concavita per versi opposti; ora il luogo di tutli gli archi d'ellissi (o parabole)
posti da una parte delk retta D IY (rispetto ad un piano passante per D I e glacente
nel diedri adiacenti a &) & una falda della superficie, e il lnogo degli altei abehi del-
1 stesse eurve & un’alira falda. La superficie si compone adunque ue falde inde-
finite toceantisi seltanto nei due punti doppi D, I (e all’ infinited. Su ciaseuna di esse
i hanno due archi O di contatlo rispelto ai piani doppi 5,85 questi due archi

cono la curva parabolica della falda e comprendono la regione iperholica di
uesta, mentre Ja parle indefinita che sta al dild dei due archi & a curvalura el-
liftica e si pud paragonare per la forma ad un paraboloide ellittico. Cid risulta as-
sal chiaramento dalla considerazione fatta delle ellissi e parabole poste nei piani
per DIy,

La noslra superficie divide cost lo spazio in 3 porzioni: una interna all’una fal-
da (il paragone col paraboloide ellittico spiega senz’aliro che cosa intendiamo qoi
per énferno), una interna all'altca ed infine Ia parte di spazio esterna alle due falde.
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98. Da queste proposizioni, rignardanti la forma della superficie focale della con-
gruenza T degli assi ' equilibrio costante, possiamo ora dedurne altre riguardanti six
(uesta congruenza stessa, sia il complesso lineare L che la contiene, considerali

¢ altro dal punto di vista meecanico.

Anzilllo & chiaro, che siccome ¢ retie passanti per un punto interno ad una

falda di quella superficie tagliano tutte questa falda in due punti reali e distinli alme-
er un tal punto non passeranno tangenti doppie reali della superficie, cioé

non passeranno rette reali di . D'altronde siccome le du rette di questa congruen-
za uscentl da un punto non possono da imaginarie divenic reali o viceversa che coin-
cidendo, cioe che quando il punto altraversa la snperficie focale, cosi per ogni punto
esterno alle due falde passeranno due retle reali di . Dungue (0.° 11) il fascio di rel-
te del complesso linears L passanti per un punto interno al’una falda si compone
tutto di rette, per ciascuna delle quali, terfuta fissa, Ia posizione attuale del corpo & de-
quilibrio stabile, oppure tatto di retle, per cul I'equilibrio del corpo & instabile; men-"
fre nel fascio c]l refle di Luscenti da un punto esterno ad ambe le falde i due assi
@ equilibrio costante separano quelle rette per cui Iequilibrio del corpo ¢ stal da
quelle per cui & instabile. i

1 due fasei di rette D% ¢ D' sono i soi fasci reali di rette di T, ciod di assi di
equilibrio costante (elire al faseio di rette all'infinito del complesso lineare L), Dan-
que (0.° 14) a ciascono dei due punti D, IY, considerato come fisso, corrispondone
infinite posizioni &' equilibrio indifferente del corpo (posizioni 1 cui corrispondenti
assl stalici formano precisamente quei dug fasei di assi d’eq costante), sicehd
(n.” 23) Uellisse di Minding passera per D e D Siecome poi per ogni punto di que-
st ellisse non passano assi d’equilibrio costante reali (n.° 13), cosi noi vediamo an-
che come uno dei due archi dell ellisse separati da D, D’ sardt interno all’una falda
della superficie focale di I e Paltro sard interno all’altra falda.—Imaginando che un
punto passi dalla regione interna all’una falda a quella interna alPaltra, movendosi,
ad esempio, su quell’ellisse, ed osservando che un faseio di rette di L corrispon-
denti wtte ad equilibrio stabile del corpo nella posizione attuale si mula in un fa-
scio di rette di L corrispondenti tulte ad equilibrio instabile solo quando quel fa-
seio movendosi con continuild passa per un fascio di assi &’ equilibrio’ costante, si
giunge facilmente a questa conclusions, ehe complela un risultato precedente: il fa-
seio di rette del complesso linears L passanti per un punto interno all’una falda si
compone tulto di rette per eui, lenule fisse, la posizione attuale del corpo & d’equili-
“brio stabile, mentre per lo rette uscenti da un punto interno alPallra falda la posizio-
ne attuale del corpo & @’ equilibrio lI!:[n.bElL 4

Ma qui data & vigoroan. §i i

4 {eho qui abbima itare} fatorwo all rigata delle tangenti quadripunta dalla
supertiio focsle arsa sl tangenti dopple di wea curm pinon di 4° ordiao dotata d deo punt dopgi.
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Non esistono rette del complesso L le quali taglino entrambe le falde della su-
perficie focale di 1. Per le rette di L che tagliano una delle due falde questa ¢*indi-
ca se esse, tenule fisse corrispondono ad equilibrio stabile oppure ad equilibrio in-
stabile per la posizione attuale del corpo. Quanto poi a quelle rette di L che non ta-
gliano alcuna delle due falde, per distinguere se una data di esse corrisponde ad
equilibrio stabile o ad equilibvio instabile si considerino le dne relle di I che eseo-
no da un suo punto qualunque (langenti doppie, ehe possono anche essere isolate,
della nostra superficie): esse comprenderanno in due angoli adiacenti Ie due falde
della superficie, ¢ secondo che Ja retla data sta nell’angolo che comprende la falda
tagliala da relte di L corrispondenti ad equilibrio stabile, oppure nell'aliro angolo,
essa corrisponderd pure, tenula fissa, ad equilibrio stabile atluale del corpo, oppure
ad equilibrio instabile.

Con cid & risoluta la principale questione che si potesse fare intorno alla distinzio-
ne delle rette del complesso lineare L per le loro proprietd statiche rispetto al corpo.

Iv.

29. Prima di finire vogliamo far notare eome lo nostre ricerche si possano inter-
pretare come studii di due diversi problemi geometrici. In sostanza noi abbiamo sup-
posto dato un sistema rigido di punti (&, ¥, 2) e delle costanli corrispondenti X, Y, Z,
© ¢i siamo occupati di trovare quelle posizioni del sistema per cui ¢ nulla la varia-
zione della fonzione lineare delle coordinate di quel punti

2(Xo 4 Yy 22),

sia quando il sistema ¢ fisso in un punto, sia quando ¢ fisso ad una retta, di di-
stinguere quali tra quelle posizioni corrispondono a massimo od a minimo di quella
funzione e di porre in relazione ra loro le diverse posizioni e i movimenti (rotazioni)
eon cui esse si ollengono dalla posizione iniziale del sistema. Ora, aggiungendo a
quella funzione una costante indeterminata, possiamo dire che essa esprime la som-
ma delle distanze dei punti del sistema da piani qualungue corrispondenti ai
punti moltiplicate per costanti qualungue date. Dunque la teoria svolta si pud consi-
derare come riguardante il seguente problema:

Dato un sistema rigido mobile di punti ed un sistema fisso di piani rispetiivamente
corrispondenti a qued punti , studiare quelle posisioni del sistema di punli per cui 2
awlla la variazione della somma dei prodotti di costanti date per le distanze dei punti

Soc. dei XL — Serfe IL— Tem. VI, — N2 3. 5
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dai piani dati (¢ quindi quelle posizioni per cui questa somma & massima o minimaj,
sia quando il sistema ¢ solo libero di rotare inlorno ad un punio fisso arbitrario dello
, sia guando & solo libero di rolare intorno ad un asse arbitrario.

Totti, senza cceezione, i risuliati ottenuti si potranno tradurre come risultali ri-
guardanti questo problema. Il eomplesso lineare L, la congruenza quadraticaT’,
complesso di 6% grado degli assi statici, Pellisse ¢ Iiperbole di Minding, ece. ece.,
avranno ki nn significato per questo nuove problema ; basterd invece che posizioni
A equilibrio stabile, instabile, od ind oni del sistema rigido per
cui quella lal somma & massima o minima, od ha la variazione nulla senza essere né
massima né minima. La cosa & cosi evidente che crediamo inutile dilongarel su essa.

ifferente,, dive posi

30. Un’altra. applica
seguente problema:

Dati due sistemi rigidi d'egual numero di punti corrispondentisi tra loro e di eui
Funo si considera come fisso ¢ Ualtro come mobile o intornp ad wn punto fisso arbitra-
rio o intorno ad una retta arbitraria, studiare quelle posiziont del sistema mabile per cut
énulla la variazione della somma dei prodotti di costanti date pei quadrali delle di-
stanze dei punti di questo sistema dai punti corrispondenti del sistema fisso (distinguen-
do qualle posizioni per cui questa somma & massima o minima).

Sia infalli (@ y =) un pualo del sistema mobile, (@, ¥, 5,) il punto corrispon-
dente del sistema fisso ed m la costante corrispondente. Allora quella somma sard

ne, meno immediala perd, trovano i nostri risoltati al

af(s— #) - ( — ¥ — 2P =20 0" ) B e+
- X(— 2w —Bay,y — 2mz,z) .

Quindi, se I"origing si suppone fissa, sici

& il sistema mobile sia solo libero di rotare
ointorno allorigine 0 intorno ad un asse passante per essa, la sola parte variabile
in quella somma sard

E(—2mar,m — 2my,y — 25,3y

chie & appunto del tipo di 2(Xo -+ Yy +-Zz). 1 risullati ottenuti nella 1= Parle di que-
sto lavoro, quando consideravamo solo gli assi passanti per un punto fisso, si appli-
eheranno dunque ancora perfettamente a questo problema; vi sarapno ancora per
ogni punto déllo spazio 4 assi corrispondenti analoghi agli assi stalici e presentanti
relazioni mutue di questi *); esisteranno un complesso lineare ed una con-

iam, sl prof. 8ia cei I asscrmasiona e § rsullati dy eseo ottenu i ntorno alle guatorns i asekstatcd af po-
feare &l problerma In cal & tratta di vender tulld Ia variasiono della somma del guadradi dells distass tra i
i orrispansdentl di e sistosi gil
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grugnza quadratica analoghi risp. ad L e T, eee. ece. — ) lati delle parti se-
guenti non saranno pia veri in generale, tradolti per questo problema; peroci
quelle supponevano ¢he cambiando il punto fisso nello spazio la somma, la cui va-
riazione si doveva render nulla, rimanesse sempre la stessa (a meno di una costan-
12, le quantita X, Y, Z restando immutale; fatto che non si presenta pian nel nuovo
problema. Quindi il complesso degli assi statici non possiamo pit asserire che si
conservi del 6° grado; né possiamo assevice ¢he le curve analoghe alle due coniche
focali di Minding saranno ancora due tali coniche, ecc. — Noi usciremmo dai limiti
che ¢i siamo imposti, cercando quali modificazioni sub
sto nuovo problema; allri potrd farlo seguendo gli st

i
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