SULLE

SOPERFICIE CHE HANNO ON SISTEMA DI LINEE

DI CURVATURA SFERICHE
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1. Le superficie aventi un sistema di linee di curvatura sferiche sono
state studiate da vari distinti geometri, ma finora non sono state trovate
e loro’ equazioni solto forma finita, Ora io dard qui un teorema che fa
dipondere la ricerca di queste superficie da quella di certe funioni di
una sola varinbile, e di certi sistemi di linee ortogonali della sfera, e questo
teorema potrd esserc utile per la ricerca se mon di tutte, almeno di aleune
classj di queste su

Supponiamo ch lines di eursatura v siano sferiche,
o simo (7, F,, #,) le coordinate (fungioni di v) del centro C della
sfera su cui & tracciata una linea v. Sia M un punto di questa linea,
M N la normale alla superficie. Per b propricth caratteristica delle super-
ficie le cui linee di curvatura v sono sferiche, angolo € M /Y sard costante
lungo wna stessa linea v; €M essendo pure costante lungo la stessa linea,
ne viene che s sua proiezione M P su M sarh pure costante per questa
lines, e lo stesso accadrd di CP, e 5i avrd:

=

e

in una superfi
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MP=x; CP=

essendo & ¢ f due fungioni della sola v

Ora, il piano condolto per la normale e pel contro della sfora, & per-
a linea di curvatura del sistema w, che
lela o CP; ¢

assi saranno,

pendicolare

alla linea v, quindi

gente in questo |

o pi
degli angoli di CP coi b

Yo e 2
I'infuori del segno, quelli della linea « sulla superficie o sulla sfera

uno, su cui si pud immaginare falta la rappresentazione della

superficie col solito metodo di Gavss, ¢ si av

dx dx dy dy dZ dz
dy v
Vi’

wpmha Z i coseni degli wgull e e

in quel punto fa

coi tre assi, e
Edu'+ G dv*,
S d ' G e,

i quadrati respettivi dell'elemento lineare della superficie ¢ della sua rap-

nlazione sfer;
¢ si proiettano sui lre assi le rette CP, PM, CM, o si
affetto dal segno convenients, si vede che

suppone che B s equazioni
delle superficio nelle quali le linee di e

lo seguenti:

saranno
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ovvero quelle che si dedurrebbero da queste ponendovi per

respettivamente

Viceversa, considorand

lasuperficie rapy dalle eq

ziomi (1),
ove X, ¥, Z sono funzioni di due parametri indipendenti u e v,

¥, sono funzioni di v soltanto, se

A
, 8e B, Vi

ale 4 questa super
coi tre assi, si vode cho le lines v di essa saranno sforiche , poiché si avrh

D = F ) e (e

ndo’ che & ha Vequazion

T=Fy

LN
Ya'+g Va'+p

v

o -
Va=p

¢ che le linee v saranno anche di curvatura;

per un teorema noto, si

e eon cid si rende m:

festo che por trovare le superficie, le cui linee

di eurvatura ¢ sono sferiche, bs

trov

» quelle lo cui. equazioni possono

porsi sotto ki forma (1), ove X, ¥, Z sono i coseni degli angoli de
normale coi tre assi ecc.

2. Cid posto, vediamo quali relazioni devono esistere fra le funzioni
X, X, 2, u, By F ¥

riguarderemo come coordinate dei punti di i

(finché le qu

siano effettivamente i cose:

degli angoli dol

coi Lre g3
Osse

am. persid. che 1o (1), danno dérivanda
rx
‘ doe_ dX ., dudy

il i
{a) {
dx Vi
' T L :

Accad. dei XE. — Sorio I, Tomo 1L 18
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Iogskacnlo pex 10 i cosent degli

angoli della norn alla superficie (1) coi lre necessario e

sufficiente che oltre ad aversi, come supponiamo, X 1, i abbia anche
da da
sx%% =, sxif_y
du dv

Ora, la prima di questo condigoni @ soddisfitia quando si abl

o X
L2 — 4, eiok quando le linee w o v sulla sfora di

o

siano ortogonali, come avevs

W supposto du principio, e quindi che sulla

superficie (1) anche le w sino di cursatura.

La secor

la condizione poi ci di

o poiché dalla 3

cost si vede che ln condizione precedente si riduce all'altra

P X4 d'=0YE,

o ora si pud dire che quando questa six soddisfatta, e che le linee e v
sulla solita sfera siano ortogonali, X, ¥, Z saranno effeltivamente i coséni

normale alla

degli angoli dell uperficie (1) coi tre assi, e quindi su essa

nno sferiche.

le v s

Iz linee # ¢ ¢ saranno di cur

Per dvere anche i raggl di curvatura r, o r, della superficie relativi

alle linee u ¢ v respellivamente, si osserverd che dalla prima delle (1) si

ha per le nate formole di Rooniovss :

d*X ;
- - d
duds dX v
Yo~ de du

e analogamente per ¥ o Z
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licando questa per = | ¢ la alt Yo Zper —,; =,

iplicando questa per =, e loaltre in ¥ e Z per S, £

e sommando si ave

dE

da cni si aved

gio di corvatura relativo alle linee sferiche.
Per avere r, si osserverd che dalla seconda delle (2) si ha:

logamente per, ¥
Da

este, moltiplicando per si avrd pel valore di 1,2

X

T

Dietro questi risultali si pud dunque enunciare il seguente teoren
Essendo w & ¢ un doppio sistema i lines ortogonali sulla sfera di raggio
wno, tali che se X, Y, Z sono le coordinate dei punti di questa sfera
espresse per u e v, si abbia:

{6 N e EF X4 o' =0T,

w ¥, ¥,
risponderamo. alle lince di cvatura di une superficie (1), per la quale
e

cavatura delle sup.

Py, 2, fosono fiu

ni- della sola v, qu

saranno lince di curvatura, e le v saranno sfeviche. 1 raggi di

cie relativi alle w e

respatiivainente. seranno :
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0
i s

Viceversa da cid che precede risulta. chisramente che quando le lnes di

tte le con-

curvatura v di una superficic sona” sfériche, vengono soddis

nes

dizioni. precedenti ; o quindi Ia vicerca delle superficie nelle quali lo
di curvatora ¢ sono sferiche, dipende da quella dei sistemi di linee u
e v ortogonali doll sfera, per lo quali esistono cingue Fanzioni e,
25

\» 7,y #, di v cho soddisfanno alla condizione (3).

risultati preced al teorema di

¥ s0no situate

supra sfere con

In questo easo infatti si pud supporre F=F =F =0, ¢ fi non
cost. , e la superficie (1)
(3) siav
e quindi si avid con Prcans ehe: le w saranno geodetiche, ¢ quindi piane,
e inoltre i loro plani passeranno tutti pel centro delle sfire, giacchd
avendosi ora :

pud essere zero, altrimenti la (3) darebbe

sarebbie sforica. Dungue in questo caso per

G'= Z, =),

UX+UY+UZ=0,

ove U,

U, sono certe funzioni di «, se ne deduce :

o quindi per le (1) si ha:

fxs Uy U,

4. Inoltee colle formole procedenti si pud vedere che: queste super-
Sivie che kanno wn sistema di linge di curvature sferiche , e situate su
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sfere concontrichs, sono o sole, olire @ quelle di rivolusiono, che abbiano

un sistema di lines di curvatura geodetiche ¢ le aitre sferiche.

Se infatti lo lince & sono geodetiche e le v sono sferiche, sard G

(o)
o quindi la relaziona (3) diverrd:

P X P YV Z=pg)—a,

o porcid o sa 7= cost., F

cost., #y=cost., o lo sfero che con
tengono le linee v sono. concentriche, e saremo nel caso precedente, o

altrimenti anche le lines v saranno piane, e allora la superficie sard di

ola

rivoluzione, giacchd le lineo

essondo piane e sferiche, saranno ci

)
o saranno inoltre sitale in piani paralleli porché lo 1 sono geodetiche.

. Per questi ri

ultati & facilissimo di trovare le equazioni in termini

finiti delle superficie in cui lo lince di curvatura di un sistema sono
situate su sfere concentriche, o, se vuolsi, di quelle in coi le linee & sono
geodol

Tnfatti, § valori generali dei coseni X, 1

he ¢ le v sono sferiche.

essendo lo 5t geodetiche,
sono ()

X—
e |

, COSY —p seny ,

R cos 0 g sen e,

=, cos v o pyseny

ave le A e @ sono fanzioni di ¢ tali che si abbia:

=1, 3 p=0

Queste formole danno G'=1, o poiché le ¢ devono essere sferiche o
concentriche, cosi prendendo /= #,= ¥;= o, bisogna prendere a'=F
per soddisfare alla (3), e per questo, serv
Memoria citala, si trova subito che lo equazioni delle superficie
sono le sezuenti:

wdasi del teorema del § 2 della

discorso

(') Vedusi 1a mia Memoria Ricerche sopra la leorica delle superficie in quesio Vol., § 34
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(0, cosvi+, senv) —a’ (3, seny—

=2 (3, cosvpi, senv) —a' (3 senv—p
. ey . !

s=u()

! p o) —z' (% Y — 05 )
4, €08 =1 sen v} — ' (3 sen 4 CO5¥)

tura di queste superficio saranno per le (1) :

6. Osserviamo ora che alla condizione (3) pud sostituirsi la scconda
dello (f) purché le & ¢ v siano le linee di curvatura, giacché se la su-

perl

cie ¢ a linee di curvatura v sfoviche, si avrd la seconda delle (§), e

viceversa, se le u sono linee di curvatura,

relativo alle linee v & dato dalla seconda delle (4), queste linee v s

sferiche , gi ssenda X, ¥, Z i coseni della normale, se si pone:

d’_\:_’3 d* X g

A =(r,—0)

du dudi

aiE
rfu el i

dZ
du—

A= (r,—2)

e

per ka seconda delle (f) si avr

EAX=

e percid sar) A=A

o, o alle equazioni di Roomcves

dics ST S UE d:_  dZ
da= " du’ :

du= " du
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si potrantio sostituire la. prima delle (2) e quelle che se ne. deducono col
ny e ¥, £ e Z; o queste integrate conducono alle (1),

canginrvi @ ¢ X

s quali ¢i dicono che be v sono sferiche.

L visulta che: fu condisione necessarie o sufficiente affinché
te tinge di curvatura v siang sferich io di curvatare cor-
rispondente @ queste lines sie dato dalla formola :

¢ids dungu

& chie il rag

dlog V!
A
V!

ove E'e G sono i cogfficientt di du® ¢ dv’ nellelemento lineare
& e ¢ sono ¢ parametri delle linee dé curvatara; e quindi, per quanto
si & detto al § 2 della Memori e il seguente

teorema : Se e linee w e v sulle sfeva di raggio uno sona ortogonali,

eitata, si pud ora enung

e tali che avendosi:

ds" = E' du'+ G dv*
si possa soddisfare alle equazions :

[ dlog YE' dr,
[ =P g

dv

dlog y :;74_.1;-‘:" ;

[ =r) du Tu

[ d
a=(4
e [l By b

1_1\;), d"‘r!u-t-r‘ i dy

da

LR
u vz )

e :

/

T
s= ) \hgm




144 SULLE SUPERFICIE £ HANNO UN RISTEMA DI LINEE ECC.

ave X, Y, & sono al solito & coordinate sferiche (owvero le (), quando le I
stano determinate convenientemente, e « ¢ B abbiano i valori che entrano
i n), avrd lo lives di curvatura v sfepiche, Queste linee saranno tracotate
su sfere di vaggio Y a'a-p, e che taglieranno la superficie sotto un

angolo i cui eoseno &

= contenga anche ;.
Vo't

contencsse soltanto v, la sfeva che contiene le linee v sark

dlog VI
R

indetorminata; © cid & ben vaturale, perchd siccome ———— non é
¥

5
curvatura geodeticn delle linee o sulla sfera, in questa caso

altro che

ed

re tangenti ¢

le linee v sulla sfera o quindi anche sulla saperfic

appartengono allora ad infinite s

a sfere normali alla superficie.

Notiama poi, che per cid che si & visto al § 2 della Memoria citata,

sndere ¢

lle equazioni (g) col ps

ande potere soddisfare

dlog VI
v
e p—r—

¢ con un convenicnte r,, se lo v non sono geodetiche , basta che con
questo valore di 7, si passa soddisfire alla equazione:

dlog VE)

il dr, dlog VT
el

d

\
log

(i
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Osserviamo ancora che questo teorema serve per trovare le superficie
le ‘cui linee di curvatura di un sistema ¢ sono sferiche ¢ hanno per cor-

rispondenti sulla sfora dells lineo dotate di speciali propriet

7. 11 prof. Buose

1 in una sua Memoria pubblicata negli Annali del

fente porche

Tonzowt (1857) dette una condizione necossaria e suffi

le linee di curvatura ¢ siano sferiche

che differisce dall

si riduce facilmente nd essa. 2
ti che so i chinma 0 langolo sotto cui i piani osculatori

nee ¢ tagliane lu superficie, e R il raggio di curvatura di queste
) I B! 1
dlog VE

& dv cos G
linee, la loro’ curvatura geodetica —— e & anche espressa da —
¥

e

¢ poichd pel teorema di Meoxien f

dlog v
“de

VG

Ma i piani osculatori delle linee v sulla sfera tagliano pure la superficie

sotto Tangalo 0, e il raggio di curvatura di questo linee & evidentemento
g

& la curvatura geodetica delle linee ¢ sulla sfera,

o
sen 55 dunque o
e d

troduc:
Aecad, dei XL — Sorio 11, Tomo If,

Pangole €MV e il raggio della sfira,
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8. Supponiamo  ora che un sistema di lnee di cirvatura ¢ abbiano

vatura geodetica costante, ciod siano di quelle linee che Hamrox
dlog VE

. dv 5

1 geodetica & e el

denomind didonie, Siceome 1

loro curvatuj

per queste lin

e &l avr

essendo y una funzione di ne dedurri:

Y A : dy
o da questa, per quanto si & detto nel § G, qualunque sia — 5 —
se ne deduce subito questo teorema dovuto al sig. Buioscun:. Se un sistema

che
appartengono a sfere che tagliano ad angolo retia le superficie e il

i linee di curvatura di wna supenficie sono didonie, esse sono sfer

La reciproca di questo teorcma, vale a dire che: Se una superyici
fra wn sistema di linee di cwrvatura sfeviche et
“fici ulta subito definizione dell;
curvatura geodetica, ¢ risalta pure dalle formole (8) e (ra), gideehd in
questo caso

ste sfere normali

alla supe esse sono_ didonie ,

1 sig. Bowser nella sua Memoria sulle superficie applicabili, dopo
avere dato (come
di

la forma dell'elemento linea

pure: feci nella mi o

cie quando su essa’ esistono due sistemi di linee didonie
artogonali che si prendono per linge coordinate, ha ricercato quali siano
le superficie per le quali le lince di- curvitira: sono uno di questi- doppi
sistemi di lince.
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Questa ricerca che il Boxxer fu in wn modo 3

sai compli

ato, pel
teorema precodente di

oseat ¢ pel suo reciproco si- vede ora che non

& se non ehe I ricerca delle superficie aventi i due sistemi di lince di
curvatura sferiche e taceinte s alla superfc

ione essa pud farsi- con’ moltissima semplicit

sfere: normal

, e fondandosi

nel modo

seguente.

Indichi
centri €, €

oicon (¥, ¥y Fo)s (U, coondinate: dei

1
U, oyl
delle sfere che contengono le lines v e & ¢

pissana p
un punto 3 (i, ¢) della superficie, ¢ siano f e p i loro raggi rispettivi.
superficie, i loro centri €, €' s
i, o le rette €€

nno un triangolo rettangolo di cui € €' = ¥

Per essore. quoste sfere norm

ranng

nel pisng tangente al punto J
I I

uentemente sio aved

(U =P, v g,

come - facilmente

remmio ricavato anche dalle equazioni (1) upplicate

anche alle linee z.

Di qui segue che dovrh aversi

B0, F= 00
¢ quindi

(%) U/ Pl U Pl O

Ora qui osserviamo che si pud escludere il caso che tutte le funzion £/

o tutte le /7 si

ano costanti, poiché in tal caso i piani langenli passe-

rebliero tutti per uno stesso punto, e la super

¢ sarechbe conica e noi

sseludiamo sempre lo superficie: sviluppabili.

Dietro eid almeno una delle funzioni U non sark costante, e potremo

supporre che questa sia p. es. U

Allora In funzione
u,

i

non dovrd contenere u, e quindi non si potranno dare che i seguenti casi:
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i

(B

e quindi, avenda ¥

doyranno essere legate da una relazione linears, e corrispondentements le /

ole U da due, o dacid si pudintanto concludere che i centri delle sfere

ura di uno dei due i

he di cur

temi sono in linea

ntengono le ling

vetta, e quelli delle sfere dellaltro sistema sono in un pianc.

Dietro cid potremo supporre che i centri delle sfore dello linee w

no in linea retla, v prendendo questa retta per asse delle 2, avremo

o U, =0 el cho porta .' ‘=0,

o ek éatit el g ) el o e i e

dicolare allasse delle @, ciod alla linea dei centri delle sfere u,

Da cio risulta subito ora il teorema del Boxwi

Osserviamo infatti che per I'ipotesi in cui sinmo, lo svilappabili
circoscritte: alla super
linee v sono superficic coniche i cui vertici somo i centri delle sfere che

cic lungo le lince 1 o formate dallo: tangenti alle

contengono le lince r. Siccome questi verlici sono tntti in linea rel
ne viene che le tangent

quindi le lince ¢ sono piane, e siccome sono sferiche, esse sono circolari

I una linea ¢ so00 titte in uno stesso piano,

o i loro piant passana per una relt fis

Vicever: i sistoma v

, le superficie nelle quali lo Jinos di curvatura di

sono_cireolari (2 quindi didonie} e situate in piani passanti per una retta

fissa, hanno le linee di cury: tro_sistema sferiche e situate su

sfere normali alla supe ¢ coi cenlr acehé le

su quesl

retla, g

tangenti alle linee ¢ lungo una stes:

linea u, dovendo incontrarsi suc-
cessivamente,

incontrane in un punto di quells retta e formano
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nica i cui la linea @ & una traiettoria orlogonale delle ge-
v & sforica ¢ apparticoe a

superficie ¢
neralrici, & percid questa lin

cie.

alla super

che cercavamo

Con cié vesta pienamente dimosteato che le superfy
sono gli inviluppi di sfere nelle quli le linee. circolari ¢ sono in piani

passanti per una vetta fissa. Inoltre, se si osserva cho i centri delle infinite
che contengono uno stesso cerchio v sono. tutti su una relta per-
dicolare 1 piano del cerchio, ¢ quindi in un piano perpendicolare
¢ dlaltronde i centri delle sfere normali alla superficie
archi sono Lutti in uno stesso piano perpendicolare
viluppate avranno

sler
pe
alla retta fis
che contengono questi o
W questa retta, se ne conclude
in questo piano; e prendendo percid

nche le sfere
i loro centr retta fissa (come pre-
codentemente) per asse dello @, o questo. piano per quello delle y'5, ¢
centri di queste sfere invilup-

he

indicando con 7, e #, lo coordinate d
pat arione delle superficie ¢he studiamo risulter

dalla elimina

con R il raggio, Feq
ione di v fra le due:

R S

—(y=FyV/— ) K/=RE,

ando #7,, ¥, ed B siano determinati in modo che i piani defle linee v

cid che porta che si abb

sino tutti per Fasse delle -

VPV V=R,

S FI=Rk

ove £ & uma costante.
& equazioni fra cui bisogna climinare ¢ sono dungue le seguenti:

Dyt —a Fy—aFs+k=0o,
i A

e questc mestvano che la sfore possano tatte pei dus punti =0,
dellasse delle 2 ; o distro cidy,

smo, =R (reali o immagin
poiché: evidentemente non si sono altre superficie inviluppi i sfere cl
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godno di questa proprietd, si potrd concludere che: le superficie le cui
tinee di curvaterd sono didonie, o, so wolsiy quelle T cui lince dé cur
vatura sono sferiche ¢ tracciate su sfore normali alla superficie; sono quelle
invilippo i una sfere variabile it cui centro percorre una: curva piana
o passa. costantemente per due punté fissi reali o immaginari situati sim-

in-

metricamente Tispelto a questo piano. Questi punti possono essere

cidenti, e allora si trovano su questo piano,

7R A 4
10, Siccome -5 evidentemente non pud essere costante, si pud suj

/ £
porre di avere scelto v in modo che sis

Vi=—[orde—k, ,

testd considerate sard la

© Tequazione in termini finiti dolle supérfici

seguente :

o

T paie )
@yt al o Fldva by —a 7y =

essendo , una funzione qualunque di v, o o=,
=

Sec

t Igebriea. Cosh se
si prends

licodo convenientemente /7, la superficie sa
vosard F7 =1, e sioaved I superficie :

Aty -—;T"'“".)"“ﬁ 0,

che ¢ del terFordine e contiene Fasse delle

11. Dietro il teorema dimostrato, appoggiandosi sui leoremi noti su

sistemi di linee: didonie artogonali, e su quelli dati nel § 8, s no possono

enunciare. anche altii, come p. es. i seguenti:
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isotering, un sistema

Se in un doppio sistema di linee ortogona
o formato di linee didonie e circolari, Paltro'sistema sari di e gfe-
riche, ¢ questi due sistemé: di linee suranno linee di curvatura ¢ la

e vard di quelle testd considerate.

sendo infitti le linee di un sistema didonie e circ
taglieranno sotto angoli costanti la superficie, e quindi esse saranno linee
ura, ¢ quindi, poichd

, idoro piani

amo pure lince di cur

di curva
sono didonie, esse suranno sferiche ecc.

tra, & le altre

eie s lince di curvatura sona

Gosi pure si ha cho: 8¢ in wna super
isoterme, ¢ quelle di un sistema gppartengono a sfere che tagliano ad
angolo retto la superficie, le linee di curvatura dellaltro sistema godranno
della stessa proprietd, ece. ece.

Pisat - gennaio 1869,

T ——




