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AL, BARMABA TORROLINT
PROFESSORE DI GALCOLO SUBLIME.
NELLA PONTIFICIA UNIVERSITA DELLA SAFIENZA IN ROMA.

Riceouta il 26 Luglio 1849.

INTRODUZIONE.

Sc x, ¥, 5 rappresentino le coordinate ortogonali di un punto
appartenente ad una superficie conica, ed a, g, ¢ le coordi-
nate del suo vertice, che chiameremo anche Centro del Cono,
I’ equazioni della generatrice saranno della forma
r—a=m(z—p); y—f=n{z—y)
m, n variano secondo la posizione variabile della generatrice,
ed uno & funzione dell’ altro. Quando lu curva che dirige il
movimento della generatrice sia collocata nel piano delle xy,
| e di equazione

Flasy)=
facendo z= o nell’ equagioni della_generatrice i valori de
2.y appartengono ad un punto qualunque (=) delladi-
rettrice, in modo che si avrd

J

2 =a—my, B—ny,

ove sostituendo
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si deduer per I* equazions della superficie. col
f(ul~ 7) ;r: LS A= =_1u ﬂJ_):h_

Se I'asse delle = si confondesse coll’ asse del cono e se di
pit I’ origine delle coordinate sia situata nel centro dello
stesso cono, sardi @=0, §=0 ¢ convel inoltre sostituire
7—z invece di 23 pereid I’ equazione della superficie conica

F(E2)=0,
& onde segue che dall’ equazione f(x, y)=o della direttrice
si passa all’ equazione del cono costruito sopra questa curva

APPLICAZIONT DEI TRASCENDENTI €C.
2

diviene

coll’ origine al centro del cono, sostituendo X%, I invece
delle coordinate x,y. L’ ordinata y denota I’altezza del cone,
e potrebbe anche scriversi semplicemente

)=

(3 5)=e.
Cid posto imaginiamo una sfera concentrica al' cono, in modo
che per gli stessi valori delle’ coordinate, sia

S

In questo caso dalla mutua intersezione delle due superficie
verrd delineata nella sfera una carva a doppia curvatu
nella sna forma avrd una somiglianza colla figara della divet-
trice. La varietd di queste curve gferiche dipendera dalla va-
rietd delle curve piane direttrici del cono, ¢ saranno esse o
pletamente determinate dalla coesistenza delle due equazioni

£z,
Dal centro ora della sfera si conduca una retta ad un punto
(2, 2) comune alle due supetficie, e che sard anche un
punto della curva sferica, e si chiamino &, 7 gli angoli che
le projezioni di questa retta ne’ pi 23, ys formano coll®
asse delle =z, si avrd evidentements

0, Fyiazi=1I
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2

tang £ ,

= tang7 ,
d’ onde

tangd ris tavgn
it s ing 07 ) g i e

.
e Pty Trmng

Di qui 1" equazione della superficie conica diviene

| f(l:mg&, tang )
Le nnove variabili &, % diconsi coordinate sferiche della
nuova curva, ¢ la- preced si dird I’
della curva sferica: riferita alle “sue: coordinate sferiche: lo
E, u rapp per ciascun punto (2,3, 2)
due archi di circoli massimi condotti perp:ndmularmenle dallo
stesso punto (; 3, =) sopra due circoli massimi della. sfora
fra loro perpendicolari. Da tutto ¢id si deduce, che costruito

un cono sopra una curva di equazione f(x, y)=o, ed in-
tersecato con una superficie sferica concentrica, s passerd
dall i della’ di ice all’ i della curva sfe-

rica, riferita alle sue coordinate sfenche ortogonali colla sem-
plice sostituzione di tangZ, tangy invece ai . Che anzi
se intendiamo che ,y sieno queste tangenti trigonometriche,
{ | allora la medesima equazione potrd servire a rappresentare
| tanto la direttrice, quanto Ia cnrva sferica. Inoltre come lo
curve piane si distinguono in diversi ordini secondo il grado
delle loro equazioni, cosi le indicate curve sferiche si distin-
gueranno in altrettanti ordini secondo il grado delle variabili
tang#, tangy, e potremo enunciare che tanto le direttrici,
quanto le curve sferiche appartengono ad uno stesso ordine.
Queste considerazioni sono d’ accordo con guanto mel suo
Saggio di Geometria analitica sferica stabilisee il Sig. Professor
A. Borgnet di Tours (1), e piii anticamente anche il Signor
Gudermann di Munster. Le denominazioni poi si potrebbero
| deswnere in aleuni casi dalle denominazioni delle curve di-

(1) Essai de Géometrie analytique de 1a sphive, Tours, 12 Gioguo 1847
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rettrici. Cosi se la direttrice sia una curva conica, I’ interse-
zione del cono con nna sfera concentrica produrrs delle curve,
che chiamansi coniche sfericke.

Le coniche sfericke sono state studiate, e si studiano dai
Geometri, e specialmente da Fuss nel secolo scorso negli Atti
dell’ Accademia di. Pietroburgo, dal Sig. Gudermann, dal Sig.
Chasles, Borgnet ltri. Un gran numero di propasizioni
eleganti, e di teoremi al tutto somiglianti & quei che gia da
lungo tempo si conoscono nelle curve coniche ordinarie, si
trova sussistere anche per. queste: nuove curve: I’ equazioni
poi di una qualunque: delle. indicate ‘curve riferite alle loro
coordinate sferiche ortogomali i ritrova assai facilmente, quan-
do sia. data la equazione della direttrice del cono. Cosi per
esenpio se

AFFLICAZIONT DEI TRASCEXDENTI €C.

o

sia I equazione di un ellissi, ¢ sia ¢ Paltezza di un cono da
costruirsi sopra questa curva; 1'equazione del cono si otterrd

ire &2, & invece di =y, e sard

col sost

Chiamando 4, § gli angoli formati coll’ altezza ¢ dalle due
generatrici del cono che vanno all’ estremitd dei semiassi
maggiore, e minore a, b, si avra

tanga :% . tangjd

per cid I' equazione del cono diviene

e

ey R

Infine per la sostituzione di tang#, tangy invece di

otterremo 1" equazione. dell ellissi sferica

otk e
g

tang’d
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riferita alle coordinate sferiche ortogonali. Ognun vede che
I’ equazione & al tutto somigliante a quella dell’ ellissi piana.
Nella stessa guisa prendende la curva

(2 ey = atas — by
Pequazione del cono di altezza ¢ e coll’origine al centro sard
ezt = (@t — ).
Qui pure ponendo a=c¢tanga, b=ctang§, otterremo una
modificazione relativa alle costanti, ma pilt semplicemente
possiamo supporre ¢=1, ed allora le costanti a, b rappresen-
teranno le due indicate tapgenti trigonometriche, e potremo

(22 gt ) = 27 (vt — B yt).
Infine per la curva sferica riferita alle sue coordinate sferiche
ortogonali, si avrd I’ equazione

(tang & + tang’ n)* = a* tang*£ — b* tang* p
somigliante all’ equazione della direttrice. In questa Memoria
ci prefigglamo di intraprendere delle ricerche sulla quadra-
tura di alcune curve sferiche, delle quali la formazione & de-
sunta da quelle curve piane piit comunemente studiate dai
Geometri. 1 trascondonti ellitci si presoatano in un_grua
numero di problemi ¢ i la delle cuive,
la quadratura delle superficie ourve, e cubatura dei solidi. Si
vedri in molti esempi che in quelle curve piane, ove I'arco
viene espresso da qualche trascendente ellittico delle tre
note specie, costriendo sopra queste un cono, ed intersecan-
dolo con una sfera concentrica, I’ area segnata e compresa
da questa intersezione viene in molti casi egualmente espressa
da uno o pinn trascendenti ellittici. Non cosi accade delle
rettificazioni delle medesime che per lo pili sono espresse da
trascendenti ultraellittici. Gli esempi scelti, la qualitd dell’ana-
Lisi, e gli sviluppi che mi si sono presentati in questa ricerche

una mova appli ai i ellittici,
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importante ramo di analisi creato da Legendre, che & stato
portato al pilt alto grado di perfezionamento dai piti grand
Geometri del nostro secolo.

APPLICAZIONE DEI TRASCENDENTI €0,

Quadratura di aleune curve sferiche provenienti dalle in-
tersezioni di un cono, e di una sfera concentrica.

La formola generale per la quadratura delle superficie
curve & come si conosce

S=[fdedr 1+ (57 + Gr]-
Quando i punti @ y, = sono si
sfera di equazione

una

ati- sopra la-superficie

by gt =1

si avra per lo d

quindi otterremo per la sostituzione

e o

Intersecando pertanto la sfera con un cono concentrico di
equazione

f(E2)=¢
#d eliminando la z, otterremo per la projezione della curv
sferiea nel piano delle =y, I’ equazione

f(vc-—rx' A i)

e la integrazione dovri escg\llrsl per €uiti quei valori di . y,
che \cuhmtm la
che sceglieremo, I integrazione riesce pi
tuire alle x, y un®angolo u, ed un raggio p compreso fra i
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limiti- p=0, p==r, in modo che per la nota teorica della
trasformazione degli integrali multipli si otterrd il canginmento
di differenziali e delle derivate, e si procederd quindi alle
integrazioni estese entro i convenuti limiti, che soddisfina
all’ equazione della projezione della curva sferica, come si
odri dagli esempi che mostrerem

2. Projettando il centro dell’ iperhola sulle sue tangenti,
otteniamo pel luogo geometrico la curva del quarto ordine

(2t = atat — by,

Questa curva dotata di centro, e limitata in tutte le direzioni
nella sua figara somiglia alla lemniscata, e ad essa si riduce
nel caso dell” iperbola equilatera. Costruendo sopra di es:
un cono di altezza ¢, e coll’origine delle coordinate nel cen-
tro del cono, si ayrd per la sua equazions

o (@t 4y

22— ry)

I rapporti -2, L rappresentano le tangenti trigonometri-
che degli angoli, che le generatrici del cono formano con il
suo asse, allorché passano per I estremith dei semiassi a, b3
tuttavia le costanti a, b, ¢ potranno nell’ equazione del cono
ridursi a due per la supposizione di ¢=r, ed in questa guisa
le quantiti @, b rappresenteranno esse stesse i valori delle
indicate tangenti tri riche. Adottando adunque la cosi-
stenza delle due equazioni

%y 42t

A= (et — bty

& chiara che dalla intersezione di queste due superficie con-
rra delineata nella sfera una curva a doppia cur-

vatura, e somigliante nella sua figura a quella della femniscata.

Eliminando Ia 2, & prendendo per fissare lo ides <1 otter-

remo per la projezione della curva sferica nel piano delle zy

la curva di quarto ordine

(2 03*) [(1a) 2 o {1 = 82) ] = @t — by,
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La fignra della nuova curva & parimenti somigliante alla
lemniscatas il centra & un punto doppio, e le intersezioni

coll’ asse delle x sono determinate dai valori

Per I equazione polare prendiamo
T=rcosu, y=rsenu;
per cid

—

o cont i Baon® s
(T @ Joor s+ (1 =5 Jeea”

nel centro della cur
raggio &
o de-

Liorigine del raggio vettore r trov
punto doppio della medesima, ove la direzione del
tangente alla owva, e T angolo u sard allora per r
terminato dalla condiziene

a*cos* u — b sen’u =0, ovvero tangu= 3.

Infine per z=o il raggio r si confonde con uno dei semiassi

della curva, il che porge *

, come & & ritrovato
AGT)
con le coordinate ortogonali. I
2,7, 5 comuni alle due superfici

si i
7
mente colla sola variabile z per mezzo delle equazioni

ori poi delle coordinate
i

(o B coudu — B eont
TP (@

'
T=B (@ 4 o

o delle quali faremo uso mella ricerca dell’ area sferica.
3. Per applicare la formola generale della -quadratura
sferica riportata al parag. 1. al caso in questione, basterd ve-

rificare I’ equazionie della curva di projezione

(2orp) (1) 2 = (1—F) ] =@ —
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per mezzo di due valori di #,y espressi da altre due varia-
bili, il che avvertendo alle ultime equazioni del parag. ante-
cedente, e ponendo per brevith
Rim1— b+ (@' + D) cos'u

potremo fare col prendere

e P[22

1o u—ip
K

__ paen u) [ (ot B Yeostu — B
= 3 E

La variabile ausiliare p dovrd esser compresa fra i limiti
p=c, p=1, e per l 5 ayremo
o= L L
s=) (1— _l_n._,._.l) 3

Cio posto indichiamo con a5 ls deri
alla variabile p
pongasi per brevi
A=g*4-ab*—0, B
A=(1—8)0% R

ayremo, eseguite le riduzioni

o dells @y relative
e con x,, ¥, le derivate relative ad »; o

2(1—=b)(a*+ ), C=—(a* =+ ")’

(a*+b* ) cos* i b*

R,cosu
oot

x

pasnis (A, cos* i o Grortur)
e e

peosss (A - B cor? o Coorbu )
= e Coorta)

5=

Nell’ integrale duplicato all’ elemento dx dy si deve nella
trasformazione delle variabili sostituire il nuovo elemento
z'y, — @,y percid facendo

a=—B(1—=1), f=—(a*B%) (20— 1), y=—C=(a* = b*)°
otterremo

sy g BlA s ety
Tomo XXIV. Pt I Uu




346
quindi " integrale del parag. 1. rappresentante la quadratura
sfarica diviene

g _f],ﬂfﬂ—ki‘nn&’ =+ ycostu) dpdu
= | | platrevaid By ot eald
R )

Questo integrale & suscettivo di una riduzione: riprendiamo
infatti i valori di R% R? e di a, 8,7, si troverd

APFLICAZIONT DET TRASCENDENTI €C.

R R = e+ cos u = ycostu

per cio
= R pdpdu
Ry (=
I limiti dell’ integrale sono  p=o, p=1, ed x=o

u=arctang (£) =0 per la quarta parte dell’ area sferica,
onde per intera si ha

T R* p.’lﬁ d::
L WA=

Integrando adunque ru]aummente alla variabile p fra i pre-
seritti limiti, abbiamo per R*—R*=1

quindi I’ inlcg,rnr. definito duplicato si ridurrd agli integrali
definiti semplici

(2

11 secondo degli

ntegrali & un trascendente ellittico incom-
pleto di prima specie: infatti per 4<{1 potremo scegliere una
quantitd £ minore dell’ unitd in modo che sia

iy
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B=2%E ed R=p/(1+a). /(1=
4 onde

e )

8=4(0— g [, et )

e ponendo come fu Legendre

il di
Flk’{”:f;vu—f )

si avrd in fine
S=4.urctang (§) — i F (B 0)s
ove
0= arctang (7).

I dungue esprimibile per un trascendente ellittico incompleto
di prima specie I arca della nuova curva sferica.

4. Volendo intraprendere una somigliante ricerca per la
misura dell’ avea compresa fia le due superficie concentriche
Tyt =1, () =2 (a2t B yt),
nel qual caso la base del cono & una curva del quarto or-
dine, luogo geometrico della projezione ortogonale del centro
dell’ ellissi sulle sne tangenti, non si ayranno che a ripetere
tutte lo precedenti operazioni col solo cangiamento di & in

— 5% ed i limiti dell’ angolo 2 saranmo z=o, u:%, onde
la richiesta superficie sari data immediatamente da

s=d[ [ du— [ orritzareen |-
X

si ha defi-

Qui pure facendo pel modulo Z<1, kt=

ey

nitivamente
Lol F(k)
S=4% (T_ 7(':-..1-’)) ?

ove per la funzione ellittica completa abbiamo

P = [ o
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Quando fosse a=4, il cono di quarto ordine si riduce ad un
cono retto circolare, ed il valore di § sard quello di una ca-

infutti per a=#, k=o ¢ F()=2

=2z (1= 0n)
Il valore del coefficiente di ax esprimendo I altezza della
calotta sferica, il valore di S & quello che si ha dalla Geo=
metria elementare. Il metodo esposto nei due precedenti esempi
¢ che seguiremo anche pei nuovi & quello adoperato dal Sig.
Catalan nella ricerca dell’ area dell’ ellissi sferica, e che tro-
vasi nel Tomo 6. del Giornale del Sig. Liouville per 'anno 1841.
5. Sia la curva di equazione

Iotta. sferica quindi

el
la quale priva dei radicali ascenderd al sesto ordine: questa
curva & somigliante nella sua figura all’ evoluta dell’ ellissi,
e ad essa si ridnce quando fra le costanti a, b passa una
certa relazione: se poi fosse a=2, allora la enrva viene ge-
nerata dal movimento di uns a che striscia sopra
due rette perpendicolari, ed ammette propricti cleganti.
posto per ottenere ' equazione di un cono di altezza ¢ coll
zine alla sommitd, e per direttrice del moto l'indicata curva
el sesto ordine, si aved per un’ osservazione di gid emessa

nell introdizione
() + (&) =1

Togliendo i radicali, si trova egualmente che In superficie conic
del sesto ordine: intersechiamola con una sfera concentrica

=}

ol

Tyt gt=
& chiaro che verrd delineata nella superficie sfo
a doppia curvatura, della quale la figura & somig
Tnta dell” ellissi: elit

4 una curva
nte all’evo-
amo la z, otterremo I’ equazione

(e )
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la quale appartiene alla projezione della curva sfevica nel
piano delle zy: qui pure togliendo le irrazionalita 1" equa-
zione & di sesto grado, e non essendavi omogeneiti nelle va-
riabili =, y ne segue che fatta la sostituzione polare, il ragzio
r si trova determinato da un’equazione di sesto grado a tutte
potenze pari, il che sarebbe assai complicato per le applica-
zioni che ci siamo prefissi: per trarre adunque un partito
utile osserviamo che ponendo z*-+y*=r* la precedente ultima

equazione trovasi verificata dalla sostituzione trigonometrica
o — g} 54 ]
= o o=
e 8}y Ty = ten
d’ onde
¢t =t (1) cosb s 02y =b* (1—7") sen’ .

Sommando si troya

a* cost o 4 B sanSar

Di qui pe’ valori di =%, y* abbiamo

e at ot

bl e e, ey L
Y e

I= Tt P

In questa gnisa i valori di 2 y*, r* saranno funzioni razionali
di sen®u, cos*u: aggiungiamo anche il valore di z*=1—z"—y",
che sa;

Se come si & praticato di sopra si voglia calcolare I'area com-
presa fra 1 indicata superficie conica colla sfera concentrica,
avremo ad eseguire primieramente una trasformazione di va-
xiabili nell’ integrale duplicato. Prendiamo pertanto una va-
riabile ausiliare p en i p=o, p=r, allora per ve-
ficare I’ equazione della projezione della curva sfevica nel
piano delle zy, e con fare per brevitd

-

Rr=c*+a*cosf u—-brsen‘n, R*:=a*cos®u—b'sen‘n




APPLICAZIONT DEI TRASCENDENTI EC.
potrenie. supporre
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~ ppesat
i v
quindi
+
Sieno ', ' le derivate relative a p, ed =, 7, le derivate re-
lative ad u; avremo |

o'y, —zy =

o siccome per lo nuove variabili p, u
dudy

cosi pel moto integrale dell’ area sferica, ricaviamo

sqp [ pdpdu sew u'u et o
R (=)

area della curva sferica,

wy,—ay)dpdu

Esteso questo integrale all’ int

abbiamo
o m‘bf f pdp du sen i costu
© lbl/ 'v_‘l"ﬂ‘) :

Integrando relativamente a p come si & fatto nel parag. 3,
otteniamo dopo la sostituzione

s=mm5U;"' e e
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Il primo di questi integrali per mezzo di una ripetuta de-
composizione della frazione razionale si pud ottenere in quan-
tith algebriche, il che pers tralasciamo di fare, perché ci
porterebbe troppo a lungo; secondo_ appartiene all:
classe dei trascendenti uliraelliti tuttavia nel caso di b
& riducibile ai trascendenti ellittici completi di prima e terza
specie, come si vedrd da quanto siamo ad esporre.
6. T valori di Rs, R> per divengono

Re=c* + @ (1—3 sensu cos*u), R =a* (1 — 3 sensu cosu).
Poniamo u=ag, per cid

R q(;’+a‘)4—3n‘un‘f-!

T (4—3sen @)

ed integriamo entro i medesimi limiti purché si duplichi Iin-
tegrale, sard

24

11 primo integrale & algebrico, ed il secondo contiens i tra-
scender ttici completi di prima e terza specie. Dalla de-
composizione delle frazioni risulta come per la divisione

T in

=" =03
T4=Ss07)

ot g dg
PN e = T v P P e |

byt 4
=Ty — Si=tey) — 1

quindi avvertendo che

4 e

o (A—Ssenrg)

=%,
si avra col togliere il fattore comune 3

i cds

S50 cdp _4-/1;
P | o e

Pongasi
3
n=—4. R=—gatrm.  A=y/(1—ksentg)

si ricaverd

— = i= g o iz
L ey e
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E dunque esprimibile 1" area sferica di cui si tratta in tra-
scendenti_ ellittici completi di prima ‘e terza specie, ¢ sari
secondo le notazioni di Legendre
_iT® . cR—el(m k)
e=4[ 2+ =PE5TT

11 parametro 2 negativo trovasi compreso fa la quantitd, —&*,
e, —1, per cid o jamando & il complemento del modulo, ¢
0 un’ angolo ausiliare si potrd fare con Legendre

n=—1-4k*sen'f.

4ot b

Nel ‘caso ia ol siamis. ne=—§, #r=AoEF, o percib
i =]
y &t
sentf = 2T

Gib posto ritenendo che F (,0), E (k,0) rappresentino i
due trascendenti ellittici di prima e seconda specie di mo-
dulo £, e di ampiezza 0, per una formola data da Legendre
si ha la riduzione dei trascendenti ellittici completi di terza
specie in quei incompleti di prima e seconda, sicché facendo
D()=F (R E (¥, 0) + F(&,0)E@H—F ({F(¥,0)
Ak 0)=y/ (1 —k sen*0)

aveemo (1)

Eramndcond

Bl ol (Ti(n, ) — P (8)) = 5 —2(0):
Nel problema che abbiamo risoluto

e in VB A )
costi= LS sont =R, A=/ 1k senBl=
Di qui

Fiy—Tmk) _ a9l _ =

V(e +a*) e 0 T
d onde

8 :4(3']'(0) .

(1) Fonctions elliptiques; Tom. 3°, pog. 144.
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Ognun vede che Parea della curva sferica dipende in questo
modo dai trascendenti ellittici incompleti di prima ¢ seconda
specie.

7. L’ esposta_appli ne ne somministia un’ altra, che
& ben di conoscere. Riprendiamo la curva di equazione

2 Iy =

EP+EGr=1

la quale potrd rappresentare 'evoluta dell’ ellissi quando alle
costanti &, & si sostituiscano le nuove

Dzr Pror. As. Bansssa Tonrori

costanti

one della curva, Inogo
geometrico delle perpendicolari abbassate dal centro di questa
eurva sulle sue tangenti, sard facile il vedere che la nnova
curva & composta di quattro ovali eguali e simili, che si rin-
cono nel centro, e somigliauti nelle: loro figure a quella
della femniscata. Quando poi si voglia che I’ equazions pre-
cedente rappresenti I evoluta dell® ellissi, allora & chiaro che
le tangenti all’ evolute sono normali all”ellissi, e percio la
curya lnogoe dei piedi del centro dell’ evoluta dell’ ellissi sulle
sue tangenti dovrd coincidere con la curva luogo geometrico
della projezione ortogonale del centro dell' ellissi sulle sue
normali. Differenziando percio la precedente equazione, abbiamo

=iy =1
x x ¥ dy
(:) T (7) T e
quindi 1" equazioni della tangente ¢ della normale abbassata
dal centro saranno

X e
B R s Tl oy BY (L) = aX (2) =
eI ok (2)
L* eliminuzione delle %y porgerd la rickissta squazions fra

le X, Y della nuova curva.
Osserviamo che I"equazione fin lo z,y & verificata dally
sostituzione

Tomo XXIV. Pt JI. Vv
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r=acos’u, y=bsen'u,

@ onde I’ equagioni della tangente e della normale div

bXsonu+ aYeosu=absenuoosu, tangu=-=2.

Dalla seconds si tra
senu =t e, wosu=
Infine per la sostituzione nella prima, i
(XY (@ X+ Y ) = 2 b XY,
La richiesta curva & di sesto ordine come la primitiva. Mu-
tiamo per sempliciti le lettere X, Y in x, y, sari

(3 =y P (@ 5 By ) = @ By,
Nell ipotesi di a=4 quest’ equazione si ridurra ad
(2 y P =araryn

In ambedue i casi il eentro é un punto quadruplo, e cercando
I ospressione dell’ arco per a=b trovasi esso rappresentato
da un trascendente ellittico di prima specie nel quale I an-
golo del modulo & di 60", Che se la primitiva curva fosse
I’ evoluta dell ellissi, allora la curva derivata avra eviden
mente per equazione

oy Platyt o bty = (@t — byt

e coincidera con la proje:
lissi sulle sue normali.

Per semplificare alquanto le oporazioni algebraick
ituisca @, b invece di a*, 5%, si riprenda I equazione generals

one ortogonale del centro dell’ el-

(') (az +byt)=abzy
© si costruisca sopra questa curva un cono. di altexza /7.
con " origine alla sua sommiti, e coll*asse delle = nella di-
10 di /7, avremo per I equazione di questa cono

ez ) (e by = abaty s
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Intersecando ora la superficie conica con una sfera concentrica

Eh eyt 2 =

verrd delineata nella superficie sferica una curva a doppia
curvatura somigliante nella suna figura alla base del cono.
L’ climinazione della = porge 1’ equazione della projezione
della curva sferica nel piano delle zy, e sard

ez 42 (@t 4 by*) 4+ ab (2 + ) 2yt = abzyh
la quale appartiene al sesto ordine, ed & anche essa com-
posta di quattro ovali, che si riuniscono nel suo centro, Fa-
cendo la sostituzione

x=rcosu, y=rsenu

si trova per I’ equazione polare

Di qui ponendo
Re=lbec+ (ab+ac—bc)eos*u—abecostn

si trae per i valori di a2, 5% &*

abson*u costu ab eosu weat el costu b sentu)
g 1 B

A= . =
Tutte le precedenti espressioni prendono un’aspetto piti sem-
plice per b, in modo che I’ equazione del cono e della

projezione dell’ aren sferica nel piano delle x y, saranno

clet by P =artyisy (@) [l 4y Fany ] =axye

In fine per i valori di =% y*, si ha

a son® u cosh.
S 3 5@
T awita orn

© 4 asen”ucort u?
I limiti dell’angolo « in ambedue i casi saranno per I'ottava
parte dell” estensione  w=o0, u=45"

9. Nel caso generale di @ diverso da & volendo cerca
la quadratura dell’area sferica, intersezione del cono, e della

&

‘o
T amnuoor
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slera concentrica, converrd trasformare I integrale duplicato
viportato nel parag. 1. in altre variabili A questo oggetto
scelta una grandezza p entro i limiti p=o0, p=1, prende-
remo per x, y le espressioni

Lak. psenueost — V/ab.pcosn et
— i ’ = 3 i

x

@ onde per la zt=1—z—y", si deduce

Sieno sempre ' le derivate relative a p, ed x, y, le re-
lative ad u, e pongasi in queste ultime per un istante
cosu="U, sard

st

=

a¥.senu cutn
T 3

% =/ ak.pcosu

= e e (4 b — b ) U 5 (bt ac— be) m_awh]
[ =

[:a;q.anu’-‘-(uhﬂu”k;l, 2
e s e o

ul] :

Formando con queste derivate le differenze dei prodotti #'y,,
¥, il numeratore conterrd il valore di R*, porcid

¥, =/as-psen

ab p e

2y, —xy
d*onde

integrale della superficie sferica, ed integrando entro i limiti
p=c, p=1, u=c, u=45", si avra per |'area sferica della
nostra curva

Dalla integrazione relativa a p dedueiamo
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AL .zp R _ Ry —adarirn,
l/(‘ Tewaeorn | abmencwen
Sostituendo si troverd

dup/[hoscla=bootu]
T Fo+ (ab+ac—bo)uw -ymnq

Nell® ipotesi di a:b, si ha

=
= E dus

8 [“.i‘ = 'ju V(c..um-u-’-mm.)]‘

ed allora 1" integrale del secondo membro iducesi ad un

traseendente ellittico completo di prima specie. Infatti po-

, #=Z, corrispon-

i

nendo au==—g, percidal
dono ==, ¢

mento di segno, e

o rovesciando quindi i limiti col cangia-

facendo
si otterrd
—af = P L PR
S*“[T = v(én—*u)_[o F T — R went i)
ossia
Sl )
54“[4 #m«-n]'

Sostituendo nuovamente ¢* @ invece di ¢; a il valore di 8
diviene

s—gfz — _2I®
i THET

ed il modulo, &

T

ro. Un® altra applicazione: la desumeremo da una curva
piana, che pud derivarsi nel seguente modo. (mando si cerchi
la matura della linea alla quale sieno tangenti le rette per-
pendicolari all’ estremita di tutti i diametri di uu ellissi data
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si_giunge a riconoscere che la linea in questior algebrica,
e di sesto ordine. In una nota pubblicata nella Raccolta
scientifica di Roma nel Marzo 1846, mostrai che se #=u cos @,
y==bseng sieno I’ equazioni di un ellissi, le coordinate 1, y
della nuova curva, sono

APPLICAZIONI DEI THASGENDENTI €0.

2= gt (@r— ) sen® ¢ ]

y =108 [p (2 ) corg ],

quindi come pud vedersi nell’ indicata nota, facendo I’ elimi-
nazione dell’angolo @ trovai un’equazione di sesto grado colle
potenze pari tutte delle z,, e con un termine indipendente.
Questa curva & chiamata comunemente la curva di Talbot.
Essa & dotata di un centro, di forma ovale, ¢ passa pe’ quat-
tro vertici dell’ ellissi. Per costruire sopra di una essa un

s ¢
o 2,

cono di altezza ¢ basterd sostit

E, 2 fnvece di z,y, per-
¢id Pequazione della superficie conica fra lo coording
sard la yisultante ottenuta dall’ eliminazione dell’angolo ¢ fra
le due equazioni

= 2L [+ (@' —0*) sen§ ]

= 222 [) —(a*—F") cos* G ].

Interse

ando poi I superficie conica con una sfe

ey =1,

verra delineata nella superficie sferica una linea, che uella
alla detta curva di Talbor.
asione della 3 porgeri la curva di proje-
zione nel piano xy, ed anche essa di sesto ordine; ma senza
eseguire tutte queste operazioni noi ci serviremo delle pre-
cedenti formole coll’angolo ausilidre @, le quali si adoperano
piiv facilmente nel problema della quadratura sferica.

i1, Mutiamo le costanti @’ 4%, ¢* in 4, b, ¢, eleviama al
quadrato, e sostituiamo r=x*+y%, z*=1—r% si avrd

sua figura somigl
Infine I’ elin
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= 2 o (a—b) sen* B ]

2 = vl fa—b)cos' ¢
Sommando queste due equazioni, o riducendo tutto alle po-
tenze di cosg, e ponendo

=

A=bla—0)(2a—b), B=(a—b)*(a—1b), C=—(a—b)", cosp=u
otteniamo

abert

=ab 4+ Auw—+ But 4 Cub.

* onde prendendo

Ri=ab (c+b)+ Au'+ But + Cut
si troverd
s et At

But 4 Cut

Questo ¢ il valore del quadrato del raggio vettore r condotto
dal centro della curva di projezione ad un suo punto qua-
lunque corrispondente al punto (z,y, z) della curva sferica.
Una cosa importante da osservarsi &, che le due quantita
componenti il yalore di #* rimangono invariabili, se si muti
@ in b, b in a, cos@ in seng, che anzi il numeratore & de-
componibile in tre fattori, due dei quali sono ripetuti. Rap-
presentiamo: con R il namératore di r%; e sostituiamo nuo-
vamente i valori di A, B, G, ¢ poniamo inoltre (a—2)n*—uo,
i avrd
Ri=—[0'—(a—2b)0'—b(aa—b)o—abt].

Ora I’ equazione R*=o si verifica non solo per =g, ma
ben anche per altre due radici egnali e negative o =—4, per i

Ri=—(0—a)(n-+b),

ovvero per la sostituzione di @ e di z; sard

R [a—(a—la)nos’q}][b-t-(a—b}cus‘f,ﬁiﬂ
Il valore di R? rimane evidentemente invariabile col cangiare
ain &, bin a, cosp in seng. Di pit frw lo due quantich
R, R sussiste la relazione
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Ri=aboe+ R>
per conseguenza anche invariabile R2 sotto il pre-
fisso cangiamento : giova tuttavia di ottenere anche I’ espres-
sione di R* per le potenze ascendenti di seng.
Sia seng=wu, avremo identicamente

Ri=ab(c+b)+A(1—v)+B{1—v') +C(1—")"
Sviluppando il secondo membro, e fatto per brevitd
A=a(b—a)(2b—a), B,=(b—a)*(b—2a), G=—(h—a)’
si ha

Ri=ab(c+a)+ A v + B ot +C ot

Le nuove costanti A, B, G, si deducono dalle precedenti
B, G col solo cangiamento di @ in & e di & in a. Gid pre
messo otteniamo

1= ;o] S

come dalle prime equazioni di questo parag,
T e )
=tmlelas i gia s e iy

Jo st b am by g

T TR =

Questi sono quei valori che convenientemente modificati i
occorreranno. nella ricerca dell* area sferica in questione.

1a. Come gia si & fatto nelle precedenti applicazioni
trasformiamo 1" integrale definito

g /l‘l‘l/[‘d'xﬂy

in altre variabili, Prendendo sempre un raggio p entro i li-
miti p=o, p=1, i valori di z,y nel problema del quale
om ¢ ocenpiamo, saranng

= poosp[as—b—(a—b) ooty
VB T
[i=ta—byeuty]
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dai quali in forza del valore di R, si ha

= l-z‘—y’::—p’¥.

Le derivate parziali «,y" relative a p si riducono evidente-
mente ai coefficienti di /7,3, © sono

= osg[sa—b—(a—b)cor’s
E 31 A ]
yr=/“.wm¢[5u(ﬂ—bjwl'ﬂl-

Per le derivate x, y, relative all’angolo @ prendiamo per
ora il valore della z, ed eleviamo al quadrato, si avrd col
moltiplicare per R*

Rez*=bpeost g [2a—b—(a—Db)cos g |
Differenziamo relativamente a @, e trasportiamo nel secondo
menbro i termini p jenti dalla di iazione di R, o
poniamo
L=aa—b—(a—b)cos*§, M=3(a—b)cos*p—(aa—b)
N=A-+aBeos -+ 3Ccos' P

avremo
Rezds = songicos @ dp [bpt L. M + Nav ]

e sostituendoci nuovamente il valore dif 22, si ha

Repde SEmedomp L IMB L iReory] (m)

Si eseguiseano nel secondo membro le moltiplicazioni e ridu-
zioni col sostituire nuovamente i valori di A, B, C; L, M, N,
e pongasi

a=—ab(c-+b)(2a—b), f=3ab(c-b)(a—b)

y=a(a—b)(2a—b); I=—3a(a—b),
otterremo

2 /R (e m-g;ym‘a.‘» Baenbgly

Tomo XXIV. Pt II. Xx
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Per la derivata y, basterd mutare w in b, & i a} seng,
05 in cos@seng, o df in —dip, e siccome il valore di R
rimane invariabile da questo cangiamento ne segue, che posto

SDENTI €€,

d=—ab(c+a)(ab—a), §'=3ab(c+a)(b—a)
y=b(b—a)(2b—z), ¥=—3b(b—a)",

siavrd
o — puorgh (o eent -y send o B sent )
y=—yfa el it rentd e Yats)

Non sono_queste le forme pili comode delle devivate per ul-

timare semplicemente Ja risoluzione del problema. Partinma

pinttosto dalla formola (m) e troviamone una somigli:

ferenziale della y. A questo oggetto si osservi che

di M rimane invariabil mutazione di a, & cos$ in b, a,

sengh, onde richiamando il significate di A, B, G, nel pa-
, e ponendo

te pel
valore

rag. 1

L=ab—a—(b—a)seng, N,=A-2B sen §+3 0 senigp,
i avra
apteong o dp L, [ MRS LN, o
Rey dy = 82 22 RLIMT LN erd) i )

In fine tanto da questa formola qu
per la sostituzione dei primitivi valo

ito dalla (m) otteniamo
di x,y le derivate

v p1eng [MB* -+ LN oot 3]

= — peos [ MRS+ L, N, sen*
r=—yat Ku——ﬂ .

Queste saranno le espressioni delle derivate; che si adattano
pits speditamente alle operazioni. analitiche. Gomponiamo in-
tti i prodotti &'y, , x5, ¢ pongasi per un’istante

P=b-+(a—0b)cos g

e si ritenga w=vcos¢), v=seng, otterremo

2y gy MR P+L£;‘{N+N,)a'u‘ i
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8i riprendano i valori di N, N, ed ordiniamo relativamente
alle potenze di w=cos@, avremo
N+ N, =A-+A + 2B + 30 +3(B—B—3C, ) u* 43 (C+C,) u',

ove sostituendo i valori di A,B.... tutti i termini si annul-
lano; percid si ottiene definitivamente

J:-y‘_x‘r.:I/;;—bp[b—;a—ﬂ)u'][:::—l—i(-—b:n’ ;
Questa & la forma pin semplice che possa ottenersi pel va-
lore del primo membro. Siccome poi nell’integrale esprimente
la quadratura sferica all’ elements dx dy deve sostituirsi il
nuovo elemento differenziale 2y, — =,7) dp dp, cosi fa-
cendo Piatera sestituzione nella formola riportata al principio
di questo parag. ed integrando entro i limiti p=o0, p=1,
P=o0, p=4iz, avremo

S=dy/m f f {b+(w—b>u-nzmustrr;)w1ndpa¢_

R i—pr g

Integriamo relativamente a p, s

5:4|/ﬁ[ A T (b (a—b)u*][aa 2 I(a—b)ut]dp
_ i abe. [bata—byut ] [aa—b—3(a—0)ut] dp
i TR '

dapo la sostituzione

Da altra parte si & veduto nel parag. t1. che per R, si ha
R

a—(a—b)w ] [b+(a—b)uw ],
percio
=] — tEd au=b=3(a=b)u* | dp
s=avm] [l
— LIF [aa—i=3(a=0)ut]d
—l/m’”_/; a=(a—bj@ J[F+la—Bw Rk | -
1l primo degli integrali si trova in tormini algebrici, ma il

secondo col richiamare il valore della quantitd irrazionale R
dipende dai trascendenti wultraellittici. Per giungere infine
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alle ridozioni ultime decomponiamo in frazioni semplici il
coefficiente razionale di dg, ed osserviamo che

APFLICAZIONI DEI TRASGENDENTI €C.

ix & iz s
S == et =

o

4 col sostituire nuovamente @, b, ¢+ invece di a, b, ¢

ix abedy i abedy
[F=F R [F=w=Fj gk |*
ove per la R si ha cor
Rt = a b2 e+ [ @t — (@ —b*) oos* G [ 5 4= (> — b2 ) eos G I
La irrazionale R contenendo le potenze seste di cosgh, i due
integrali non sono riducibili ai trascendenti ellittici delle tre
note specie.
i 13. Prendiamo ancora per basc di un cono una curva di
quarto ordine, derivata dall’ ellissi secondo una certa legge,
la qual curva vien conosciuta comunemente sotto il nome di

al parag. 11

t Curva dei parametri. Un’ ellissi di seminssi principali a, &
I coll” origine al centro ha per equasi
\
= X
| EEE=1
el

ed il parametro P=-s la distanza ¢ del foco dal centro

b =/ (@—P), esitrova col sostituire nell’ equazione
della curva §p invece della y. Sieno ora m, i due semiassi
dell’ ellissi obliqui e conjugati, I’ equazione della curva rife-
rita ai nuovi assi sard sempre della forma

o
‘ e

& generalizziamo la definizione del parametro col fare per

ant
m>n, p="
| p, corrisponderd un’ ascissa o,=/ [ —n*). Gid posto lo
coordinate }p,, ¢, sono variabili per ogni sistema di assi obliqui
e diametrali, in modo che segnando tutti i punti nel piano

, & evidente che ad una ordinata eguale ad
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dell’ ellissi per ogni sistema di assi diametrali risulterd una
nnova linea, della quale & facile rintracciar I' equazione.
Osserviamo primieramente che questa curva passa pe’ due
fochi dell’ ellissi, mentre nei vertici le tre grandezze m, n ¢,
si riducono ad z, 4, ¢. La curva in questione passerd anche
pel centro: infatti & noto, che nell’ ellissi esiste nn sistema
di assi obliqui diametrali egnali inclinati fra loro del minimo
angolo: in questo sistema si avid ¢ =o, per cio il centro
sard un punto della nuova carva. Questo ragionamento po-
tendosi estendere a tutti i quattro rami dell’ ellissi, ne viene
che la nuova curva sard composta di quattro rami chiusi
eguali e simili, che si riuniscono nel centro, punto doppio
della medesima, e la sua figura sard al tutto somigliante alla
lemniscata. Per trovare la sua equazione riferiamo 1’ ellissi e
1a nuova curva coll’ origine al centro agli assi principali della
stessa ellissi, e dal centro G conduciamo un raggio vettore m,
& prendiamo sulla sua direzione a partir da G una lunghezza
¢ =/(m*—n*), ove n sia il semiasse conjugato ad m. Cid
posto & chiaro che I’ estremitd del semiasse m appartiene ad
un punto dell’ ellissi e I’ estremita della lunghezza ¢, ad un
punto della nuava curva, percio il centro e i due punti cor-
rispondenti alle due curve sono in linea retta. Sieno adunque
2,y le coordinate di un punto qualunque dell’ellissi, ed X, Y
di un punto corrispondente della nuova curva, si avrd facilmente

= i
2TF

gt

X-Y=m—n, @b =+
Eliminiamo tra le due ultime il semiasse 7, e cangiamo m
in r, avremo

— % reway

ar == b
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d’ onde
L XA Y g B
= B+ 1)
. XX Tt )
S e e

Questi valori sostituiti nell? equazione dell’ ellissi danno

(X2 + Y2) (@Y 0 X0) = (@ —8) (X2 — 2 Y?)
nuova curva & del quarto ordine, o la precedente trovasi
sposta. dal Capitano di artiglieria Sig. Jacob (1). L’ ana-
lisi della_equazione trovata conduce a quelle conseguenze di
sopra enunciate. Per ' equazione polare ponendo

X=Recosu, Y=Rsenu
si ha

o {8 DL e —a? eonta}
@ smnra - oo 7

la quale si potrebbe anche trovare immediatamente dalla re-
lazione fia i raggi r, R delle due enrve, pe’ quali si ha

ar =R +a+b,

mentre I’ angolo polare u essendo il medesimo sotto due
punti corrispondenti delle due enrve, si avr nell ellissi

o
P

r= Fow
donde si trae il valore di Re. E importante poi di osservare
one: dell>ellissi per mezzo delle so-

verificando 1 eq;

z=uacosl, y=~bsenl, r =acos'l+ bsenf
ricaverd per la nuova curva, I’ equazione
Re = (a>— &) cos2,
la quale ha una somiglianza coll” equazion

polare della fe-
mniscata. Fra glhi angoli u, 8 sussiste la relasi

(1) Terquem. Aunales de Mathé. ¥ol. 2% pag. 133, An

sl
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atangu = btang ).
Infine osserviamo, che come si sono ottenuti i valori delle
Ty ressi per le X, Y della nuova eurva, cosi potremo ot-
tenere reciprocamente i valori delle X, Y per le z, y. Infatti
dalle equazioni simultanee

X=Rcosu, Y=Rsenu, z=rcosu, y=rsenu
ar =R gt + b
ricaviamo
X=%y/far—

d” onde

—8), Y=L/ [ar—a—b),

X ELR(E ) = (o 1)
_L._.;_)

V= wy
IV ) — (@ )
= Ve +7) 2
1 medesimi valori di X, Y sarebbe assai facile di esprimere
per uno degli angoli u,0 6, il che per brevitd tralasciamo
eseguire.
14. Sia dunque la curva di quarto ordine

(237 ) (@00 = b 2 ) = (@t — 02) (Br s — @byt
e si costruisca sopra di essa un cono dialtezza ¢ con Iorigine
alla sua sommitd, avremo per Iequazione della sua superficie
e (2 ) (@ B ) = (@ — b (B — aty ) 2.

sfera

e con

Intersecando questo cono di quarto or
concentrica
Tyt

la curva sferica d’ intersezione sara somigliante nella sna fi-
gura a quella della base con iamo la z, e per fis-
sare le idee sia ¢*>a*—42, avremo per la projezione della
curva sferica nel piano delle & ¥

() [P — ) [ — () Iy (@) Bty
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ove i coefficienti di x*, y* nel primo membro sono ambedue
positivi: la sua equazione polare per la sosti

Z=rcosu, y=rsenu

sard

dell’angolo u sona per la quarta parte dell’ estensione

i limi

u=o, u ummng{%),

ovesiha P=at=f. r—o.

TEA=P

Di qui pe’ valori di z,y,z col porre per br
Re=te (04 a* — b ) G0t i+ @ [or — (@ — 7 ) Jsenr e

b* cos* i — at sent i

sioavri

=) R
PR HT st

et =¥y Ry
o s

¥

Questi valori appartengono nello stesso tempo ad un punto
qualunque della curva sferica.

15. Nel preparare le diverse formole che ci serviranuo
nella quadratura della sua area, cangiamo per sempliciti
a* b*, ¢* in a, b, ¢, e poniamo ancora

. A=ble+ra—b) B=a(c—a+b&)
per cid

=Acos*u—+Bsenru, RP=bcostu—asenu:

i valori di =,y che dovremo assumere, saranno

Wia—b).plcoin __ ta—b).pR, senu
z= % = & 2

d’ onde
a—i)RE
s (=5 ),
ove sempre deve prendersi la p entro i lim
Le derivate parziali relative ad p sono

/(o —b).R, co e O
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Pet le derivate =, y, relative: all’ angolo ' prendiamo il va=
lore della =, eleviamo al quadrato, ¢ riduciamo tutto alle po-
tenze di senw, si avrd
Rzt = (a—b) p* [b—(a-+ab)sen® u 4 (a—+b)senin].
Differenziando, e trasportando nel seconda membro i termini
provenienti dalla diffe di R‘, sostituendo nuova-
mente il valore di =% e facendo di pit
a=~Aa+Bh+Ab=1b[e¢(2a-+¥)+b(a—10)]
f=sA(a+b)=abla+b){ca—b)
7= (B—A)(a-=b)=(a"—b)(c—a—5),
otterremo

2d _ (a— by esnicou] —ak ety yiontu]
T Th+(B—Ajsmnul

d’ onde per la sostituzione dei valori di = ed R, sard

sen® s o yaonén )

ni analoghe nella dif-

Ripetendo nella stessa guisa lo operaz
fi avri per la derivata

renziazione della y*, s

_ a—b)poosu[ 8 (oo amh) — fi santu — y sondu ]
He g Wy .

Determi i valori delle quattro derivate formiamo la dif-
forenza dei prodotti #'y,, #, y'; & poniamo

L=b*et+a—b), M=— ab{bo—a+b), N=—(a*—b*)(c—a—1)
si otterrd

iy i G L ot e Nan

W m‘y_(a )p l+1\ii-ln| + Nuendu]

Ora la quantith che trovasi nel numeratore entro parentesi
@ evidentemente eguale al prodotto R*R?, percid la precedente
formola diverra

a2ty gy = (SBIPRE
Tomo XXIV. P I1. Yy
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Si sostituisca adunque nel noto integrale dell quadratura
sferica " elemento (#'y, — £,y') dpdu all’ elemento dxdy, ed
i limiti per la quarta parte dell’estensione saranno p=o, p=1, ed
u=o, uw=arctang ( T).=

Ayremo per la quadratura della nostra curva sferica Uintegrale

N e

Integtiamo relativamente a p, abbiamo

pdp _ R _ Ry—(a—bIR:
—G-OE T (a—b)R; a—b)R* L
= ( R, ( B,

4’ onde per la sostituzione di R, R, il valore di 8 diviene

== 8 — (0 duy [ (a—F)sentn
s=4| [ s 7 ST I
1l secondo degli integrali si riduce ad un trascendente e

tico di terza specie. E noto in generale che la formola ¢
ferenziale

du
Vi Feeo ) (/{70 so i)
si riporta alle formole differenziali dei trascendenti ellittici

col fare una delle dae trasformazioni

tangu =/ 2. tang g tangu=]/ L3 tang g,

ave uno dei prodotti afa—+8), y(y+-9) sia positiva. Nel
nostro caso possiamo fare a=J, f=a—>b, percio

tangu =1/’
e quindi

Bsent
seny = — 0 d
oo

. tang @4

acot

P e e T
dpm YT TSR A senta] == KA (Bltalents]

YT AT Vidcowgrbwns)
L #




Dez. Pror. An. Bamwana Tortorast 371
Ai limiti poi * w=o, u=@=nrctang ($)!, corrispondono i

limiti @

o p=73. ¢ percid

0 i oo —B) sonu] 5 &
o |7F\+(D—:\:nn‘uj"“b o (s grden gl Ad—{ho—Dhjson 7] |

L’ integrale del secondo membro & un trascendente ellittico
di terza specie: infatti ponendo

n=—te=h) g lem

&a

per a>b, il parametro n sard negativo, e k<1 pel valore
del modulo, e I’ ampiezoa sard data da un angolo di 45
d’ onde per la cognita notazione di Legendre otterremo

0 dup b (a—beatu] _ /b ks
. DA Pt (u, k:;},

dunque per I'area della nostra curva sferica si ha

— ang (23— pe k=

8 =4 [arc tang (2 — K n(mkT)]-
Sostitniamo muovamente a*, 4% ¢* invece di a,4,c pel modulo
% e parametra , abbiamo

fr Ala =) =
el =

e quindi
do 1D AR be x

S=4[arctang () — o M (m 45 ) |-
Onde % sia minore dell’ nnith, supportemo’ per fissare lo idee
¢ >at—

16. Aggiungeremo ancora in poche pavole I analisi per
la ricerca dell” avea dell’ ellissi sferica, la quale quantunque
i determinata dal S Catalan, sard tuttavia qui riportata
Sia dunque 1" ellissi
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I’ equazione del cono avente In detta ellissi per base, e per

origine il centro della superficie, sarh

4 per la
projezione della curva sferica nel piano delle zy, Vellissi piana

(e at) PlAa)
e et

Faceiamo la sostituzione di

H=rCOSU, Y=TSenu

ayremo per la sua equazione polare

e
TRy PR e

0

s

Di qui se per brevitd pon
Re = B (e @) cos® u + a* (¢ -+ %) sen*u
i valori di @y, 5 daranno

aboosu abunu el /AB ot - sent)
’ =k BT e

FETR

Onde queste espressioni sieno applicabili alla ricerca dell’area

dell ellissi sferica, converrd prendere una variabile ausiliare

p entro i limiti di g p=1, per poter quindi ottenere il
I differenziale da sostituirsi invece di d dy ©

nuovo
pe’ valori admmque di z, 5, % si avrd

abpmi o sbpsas, i (e

Le derivate poi relative a p ed & saranuo

£

abeorn 4 _ obsenn

x ¥

Y.

alb () pasnu Ha(ca*) poin
— g e
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dalle quali equazioni si trae facilmente

2y, —my =5t

Sostituendo pertanto tutti questi valori nell’ integrale dupli-
cato rappresentante la quadratura sferica, ed integrando entro

p=0j p=1 u=o, u=7%, si avrk per Pintera
ellissi sferica
=
:
2 b p dpdu
S=4 g Lol s lLC I R
= T
f =y
Dalla prima integrazione abbiamo

R /@ senwurdr cosu)
G

By

diu)Afa* sen®u - b2 oos )
PIT (e 4" oostas & a2 (& + b* )son ]
L7 integrale del secondo membro riducesi ad un trascendente
ellittico completo di terz spevic, ¢ lu trasformazione delle
ili si opera in un modo al tutto somigliante a quello
4 praticato nel precedente parag, 15° Infatti ponendo

tangz =L ting

i limiti dell integrazione saranno i medesimi; percid se si
rappresenti con U qnesto integrale si av

8 ix dp
U=ab f i 5
et el g4 Bt ) T — (ar— b jien ]
Infine col porre
Loty 2 T
@ * = et
otterremo il trascendente ellittico di parametro n e di mo-
dulo £, vale a dire

B=—




u
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o, ) iz g ety 3
apic=a)) o Grnna@)li—Fwod)  apfie+a)

T (o k).

Avremo dunque per 1" avea dell’ ellissi sferica

S=4(3 = i)

Questa espressione & d’ accordo, e coincide con quella’ tro-
vata dal Signor Catalan nel Giornale del Signor Liouville,
Tom. 6%

17. Terminerenio questa Momorid col fare un cenno so-
pra due curve piane, una di sesto ordine, e Paltra di quarto
ambedue derivate dall® ellissi, o pitt generalmente da una se-
zione conica, e sopra le quali costruiti due coni, le arce delle
loro intersezioni con una sfera concentrica dipendono dai tra-
scendenti ultraellittici. La prima curva & il luogo geometrico
della sommita di un angolo retto del guale i due lati sieno
costantemente perpendicolari ad una conica data. Quando la
conica riducesi ad un ellissi, 1" equazione della nuova curva
sard (1)

(@ -0) (0 y7) (@2yt Bt 2t = (@ = b2 )2 (@2 — PP a)?,

la quale trovasi anche pil anticamente negli Annali di Ma-
tematica del Sig. Gergonne. La curva in questione & compo-
sta di quattro ovali, che uniscono nel centro dell” ellissi,
che sarh nello stesso tempo un punto quadruplo della curvas
ma conviene osservare che lo due ovali corrispondenti all’asse
maggiore dell’ ellissi sono ‘diverse dalle altre due corrispon-
denti all” asse minore. Costruendo pertanto un cono retto so-
pra questa eurva, ed intersecato con una sfera concentrica,
la quadratura dell’ area sferica proveniente dalle due oyali
eguali corrispondenti all’ asse maggiore, sard data dall” inte-
grale doppio definito

(1) Terquem. Aanales de Mathém. Tom, 2°, pog. 306, per 8 Fidsl,
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.

i S eaaigs 25

s b (2 sen’n -.Er t:‘ﬂsuz_adp.n,
= (a*—b) H“'R-’l/(‘ C=] T ] P')’

ove

0 = arc tang (5) ;
Le quantiti poi R, R, sono formate col seguente modo. Sia
¢ I’ altezza del cono, e pongasi
A=3[ep/ TeF)—(@—0)], B=a* [0/ TTFF) +(@—b)]
A= [ep/(@+0) - (@—0)], B=a* [0/ (a0 — (a'mb) ]
si avrid
R*=A cos*u -+ B sen*u, Rp

A cos*u + B sen*u.

Eseguita una prima integrazione relativamente a P il
valore di 8 si ridurrd ad un primo termine di forma finita,
ed il secondo ad un integrale definito’ semplice dipendente
dai trascendenti ultra-ellittici. La seconda curva della quale
vengo a dar un rapido cenno ¢ il luogo geometrico del punto
medio di una retta data iscritta in una conica,

1l Sig. Terquem nel Volume quarte de’ suoi Annali di
Matematica pag. 590, An. 1845 determina generalmente 1° e~
quazione di questa curva, che & di quarto ordine, e concen-
trica alla conica. Faremo qui osservare che la risoluzione di
questo probl. trovasi pl in una Di; ione del
Signor Maurisio Steiner di Breslaw in data del a7 Febbrajo
1841 (1). Quando ¥ equazione della conica riducasi ad un el
lissi, ¢ sia ac la grandezza della retta iscritta, I” equazione
della eurva derivata coll’ indicata legge, come pud vedersi
nelle due citate opere. dei Signoti Terguem e Steiner, sari

A B @B (@l 2y = b (6 —c) 3 — @ (),

(1) 11 titolo di questa Digsertazione #:-« Do loeo geometrico centri
definitae cujusdam Jongividinia cujus iormini in Peripheria lineos secun
moventur. + Vratislaviae. Typis Kepfes

aeae reetae
ordinis
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Questa_curva di quarto ordine concentrica-all’ ellissi offre

Jolle varietd; secondo la condizione a cui & soggetta la retta
ac, cost se sia ¢

<a 6 >b la forma della curva & somigliante
alla lemniscata, ed avrd un punto doppio nel suo centro.
La precedente equazions potrd anche scriversi
(@t yrbh )ty ) =t b [fat b ) — olatyr+be )]s
ove ponendo infine

Rematy +bhat,  Rp=aty b
si ridurrd ad

@

T

CGostriiendo’ pot sopra questa curva oin cono, ed interse-

efera concentrica, la gquadratura dell’ area
\fovica. dipenderd. da un integrale semplice dofinito ehe ap-
partiene alla classe. dei, trasc ndenti ultra-ellittici. Noi per
brevitd ei dispensinmo di riportare Ie diverse formole relative

a queste_ ricerche,

—_—
—_——

Postseriptum. Diversi risultati 2 quali siam giunti nella
femoria possono anche rinvenirsi-assai facilmente
inate sferiche. Ripren-

precedente
col. fare. difettamente uso delle coord
diamo ln formola per le quadrature sferiche

s=[[4E = [fimsr=m

z=cos, x==sengcos 0, y=senpsen 0.

pongasi

ate parziali della z, y, relative alla varia-

Sieno &',y lo- deri
bile @ ed #,,, lo derivate relative a 0, avremo

gy, —zy= sen g cos @y
quindi 1" integrale duplicato i trasforma in

8= [ seng dp df.
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Integriamo relativamente a ¢, e sia C una costante arbitraria
dovuta all’ integrazione, sard
8=/ (C— cosgp) db.
O per ge=o, S=o, &’ onde G=1, o porcid
S= [ (1—cosg)do.
Questa ¢ la nota formola per le quadrature in coordinate
steriche, della quale no mostriamo due applicazioni.
Sia il eono di quarto ordine
(2 ) = 2t (b — By
eoncentrico alla sfera di raggio 1, si avrd per la sostituzione
dei valori di =, y, =

. tang® § = a* cos* — &* sen* 0.
Di qui
costP= by end

Integrando adungue fra i lin

© tang (‘E‘)

otterremo per I'intera aren sferica proveniente dall’ interse-
zione del cono, e della sfera concentrica

{f i
Bl e
Questa formola caincide con quella alla quale giungemmo nel
parag. 3°. Con la stessa facilitd si otterrebbe la relativa qua-
dratura sferica, quando si prendesse il cono di quarto o

(2 42 ) = 2 (@2 e Boyr)
Sia il cono ellittico
ey e
T =D
avremo per la sostituzione dei valori delle X ¥a £

ta

s at b
P= i
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d’ onde
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a3 {
08P = Friw ) r (@ =P s

=0, 8= =

Integrando dopo la sostituzione fra i limi
otterrd per I intera area dell” ellissi sferica

|
i S=4(§— :-v VAP - (et B) sand (m), s

Pl GiFa )+ (@ —Freed]

e

Lintegrale del secondo membrosi riduce ad un tras
cllittico di terza specie per meszo di una delle mote trasfor-
magioni, e che ci dispensianio di riportare

Finr della Seconda Parte ded Tomo X



