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DELLE VARIAZIONI FINITE NELLA
TRIGONOMETRIA PIANA E SFERICA

Del Sig. Cavariere Lorcya.

RL gero Cotes 5 ingegno fingolare , & il primo che fu
ariazioni tnzor‘onetnchc abbia verfato in un Opufco-
lo che bha per titolo Afimatio errovim in mixia marhes
fis &e nel fuo libro de Harmonia Menfurarwin. Altri in
appreflo, diffondendone I'ufo,ne fecero pilt ampia trattazio-
né¢, difponendele in forma di’ proporzioni, onde prefere co-
munemente il titolo di ' Analogie differenziali. Ma quefte
variazioni fi fuppongono da Cores, e da tutti gli aleri ‘infi-
nitamente piccole, ¢ come tali fi maneggiano nel ridurre &
COnﬂerﬂe le analogie. E per verita fe fi trattafle di ritor<
1 i a grandezze finite, come
dai differenziali i paffa alle integrazioni, tutro il rigore
geometrico potrébbe in quefto calcolo, come nell’ infiniteli~
fimale, aver luogo indubitatamente. 'Ma le' grandezze finite
che i minano con quefte analogi ferenziali proven-
gono dall’ ateribuire ne' termini alle variazioni infinitamente
piccole valofi finiti; il che non pud mai fomminiftrare va<
lori efatti, fe 1 ardo alle grandezze fvanite
nella prima fi . Con mwlmrcomn"llo pertanto pre-
fe a con ogni altro qu"ﬂc Variazioni nella
]m-n condizione finita, vera ¢ naturale, il dorrifiime Sig.
i rattd metodicamente nella fua eccellente ¢ \o-
devoliima Opera di Trigonometria piana e sferica: del che
fe gli deve grandiflima® obbligazione. Ma ficcome una fiefla
proporzione invelge talora mel primo. membro la variazio-
ne incognita di una grandezza, ¢ nelfecondo lo ftato wva-
riato di quefta medefima grandezza, e talora vi comparifco-
no implicate, [fingolarmente nella Trigonometria sferica, tre
diverfe variazioni, cosl avviene, che non fia permeffo con
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metodo. femplice’ e rigorofo di fepararc,  definire le varia-
zioni dimandate. Se <id non accadefle farebbe queftor il mi-
glior trattato che poffa defiderarfi in <l fatta impostantiffima
materia. Pensd di rimediarvi il Sig: Camerer di Parigi; al-
meno nellaTrizonometria Piana,s era poffibile, ed ha percid
propofto due cangiamenti per quelte analogic differenziali fi-
nite (Giorn. Aftronom. det Sig. Bode Berlino 1793 ) 1.0 Ha
mutato in pofitivi i differenziali negativi implicati nella
feconda ragione , affine di procedere fenza crrore alle tra~
sformazioni analitiche , di cui parleremo or ora: ma come
per quelti cali il Sig. Caguoli ha avvertito precifamente
(8. 282 ) come fi poffa operare con ficurezza , cade I'accu-
fa del Sig. Camerer fu quefto punto. 1. Ha ridotto in fe-
rie 1 valori totali d”ogni differenziale, liberando il fecondo
mzmbro dell’ equazione dal differenziale ignoto . Non fi
deve negar lode a quefto cipediente; ma & vero altrest che
per lo pili riufcendo complicato il calcolo delle funzioni af-
funte dal Sig. Camerer, la di lui approffimazione col mezzo
di quefte ferie fenza dubbio. & pitt laboriofa che non & quel-
la per via di falfe pofizioni additata dal Sig, Cagmoli al 5.
2813 ma non fi deve ricorrere alle approffimazioni in mate-
ria che ammette d inazioni efatte. L ch’ e}
di verfare intorno alle variazioni analitiche finite ( Mem.
della Soc. Italiana T. IV. ) mi fece fin da quell’ epoca en-
trare. in opinionc, che bilognava prendere fote” altro: afperto
Iargomento , ¢ trattarlo per altra wwia, onde avere tutte le
variazioni feparate ed intere fenza approffimazioni. Cosi ho
fatto; ed ecco il metodo che n’ & rifultato ceramente efat-
to e rigorofo , e faciliffimo, fe non erro, cost nella piana,
come nella sferica Trigonometria .

5. L

Sei, ‘come tutti fanno, fono le parti, di un triangolo.
Date tre di quefte parti, delle quali una almeno fia un la-
to del ‘triangolo, fi determinano le altre tre. Ma ficcome fi
viene in cognizione di quefte tre ad wna ad una fepavata-
mente, cost cialcheduna di efle & fempre efpreffa da funzio-
ne delle tre parti date. La variazione dunque di - ciafohgdu-
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na di quelle tre parti non altro pud effere’ fuorchd Ja varia-
zione di quefta funzione delle tre parti date . Bifogaa pers
tanto , che per Ieftimazione di s fatte variazioni fi dia Jyo-
g0 a opportune relazioni contenenti le parti del Triangolo
a quattro a quattro, ove una di effe qualunque poffaris
guardarfi ¢ trattarfi come funzione dell'altre t

Ma dovendo altre di effe variar perist , ed altre per va-
riazione indotta, ed altre neceifariamente reftar i
dicano Parianti le prime , Variase le feconde , ¢ Coffantiqu
le che non variano.nd per st, nd per variazione  deri-
vativa.

Queft idea chiara della cofa fa fubito comprendere,

1. Che le Fariamti non debbono dipendere upa dall’al-
tra, n indurfi variazione fcambievolmente .

11. Che le Fariatz debbono entrare una fola per volta
nelle relazioni fuddette, che diremo Relaxioni Appropriate
non effendo Iuogo ad altre parti Varigre fubito che non & le-
gata la mutazione dell’ una con la mut fell” altraigie
deve ciafcheduna feparatamente derivare mutazio-
ne delle Favianti .

1L E che percid ciafcheduna delle Varigse dovra fem-
pre cffere rapprefentata o da funzione di una Vardamie ¢ due
Coffanti , o da funzione di due Varianti'e una Cofante , o da
funzicne di tre Vaviasti iafieme , fecando che o una fola
parte nel Triangolo varierd per s2, o vi dovranpo variar
due o tre parti (imultancamente .

g IL

Efpofti i princip, fia lecito di premetterc all” applicazio-
pe che ne faremo alcune neceffaric avyertenze.

1. Un angolo che abbia per feno la grandezza z fi feri-
verd gng. fem. =, cosiang. cofs Z . ang. tang. z &c. fara un
angolo che haper cofeno, per tangente ecc. la grandeza .

1L L' efpreffione ¢sf. ang.. fen, = fignificherd il cofeno di
un angolo che ha per feno la grandezza z.. Cosl fang. ang. fen. %
fard la tangente di un apgolo avente per feno la grandezzazy
¢ cosi d' altre fimili' efpreffioni. E facile vedere, che Ja
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prima equivale alla forma efplicita ‘/(;—z'), la feconda a

quefta ——— &c. Ma effendo nelle Tavole de’feni a fian-

co del feno x il cofeno corrifpondente del medefimo angoloy,
Ia tangente &c. pud effere pit comodo nella pratica il con-
traffegnare cosi tali linee, che non & il calcolarle di fatto.

NI Con la lettera 5 fi efprimeranno le variazioni di
valore incognito, e con la lettera & le variazioni conof-
ciute, *

IV. Lo flato variato di = fi efprimerdi, com’ & coftume ;
ol fimbolo =, e farh z! lo fteffo che =z + 37., oppure
= 4+ &z, fecondo che z fard una parte Pariara, oppur Fa-
viante del Triangolo.

5. 1IL
TRIGONOMETRIA PIANA

Variagioni indotte dalla wariabilita di una partz
nell’ altre parsi del Triangolo .

I

I;Z'.‘riah‘[:‘m di un laro. Sia ABC ( fig. T. ) il triangolo,
AC (F) il lato wariaste, e CD o D‘ la variazione di
quefta lato. E' manifefto, che due parti reftano invariate o
coffnti, ciot il lato AB fG), e I’ angolo adjacente BAC (),
¢ che variano le altre tre parti del triangolo, ciod I. I'an-
golo ACB(C) IL I' angolo ABC(B) 1IL il lato BC (H).

I Per trovare la mutazione indotta nell” angolo varia-
to ACB la relazione appropriata ($.1.), in cui non entrino
che Ia wvariante AC(F), le coftanti, e la parte variata
ACB(C), ¢ la feguente fomminiftrata dalla Trigonometria
G fen. A
F—Geof. A°
G fen. A4
F—Grof.d

2ang. C= . Sar per tanto ang. C= ang, rang.

) . Per la qual cofa; variando ftato da ambe [e
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B G fen. A
parti, fi aved ang. C'=ang: m;’g'(ﬁﬁ:ﬁ]

), ciok

)s ¢ perd

ang. CF & C==ang. ¥ang. FEAF-Ge !
G fen, A 2
F 4C = ang. tang. (m e A)—.m_g. c

IL. E quanto a lo variato ABE, & cofa evidente,
attefa la permanenza dell angolo BAC, che la fua 3
3 la feffa dell' altro angolo variate ACB, ma in fnfo co

tra

rio.
IIL. Equanto finalmente alla variazione del, Jato BC(H)
poiché fi ha, come nell’ artic. preced. , ang. C =ang. tang.
Glen 4 R 1 G fen. A
(m,,c perd fen. C = [en. ang. rang.
(5. IL) , Jarelazionc appropriata fari per
metriche
G fen.
H= “’i.fl:ﬁ-——f
T Jei. angtang. (7=

Laonde, variando ftato e trafpon

$éH =

fen. ang. tang. (}Tﬁ

f
che fe fi vogliail valore elplicito di 821, i faccia ﬂ—---*
F-~Geof 4

i di Trigonometria
V (1+x%)s e perd, foftituendo il valore
L (FAFP—1GF+AF) cof- 4)-H

fard per i pri
".:;1 ang. 1ang
dix ,fi trover. 1::1'{:\"(6

IL
Varia wn angolo. Sia nel medefimo triangolo B
I angolo e la fua’ variazione fia I angolo CBD, o

jone i mutano i lati
A(Cy, reftando coffanti

CBD'. E certo, er q
L. AC(F) 1k BC(H) L. Iangolo B
I" angolo BAC(4), e il lato  AB(G).
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T. Pér trovare la variazione del lato wariato AC, la
relazione appropriata, in cui non entrand che le varianti
( ang. B ), le coftanti, ¢ il lato variato AC(F), fi definirh
in quefto modo .

Effendo fen.C: fon B=G: Fs & Jen. C= fem. (A+B), farh im-

‘mediatamente F=f_;€?:£-_3) Pertanto variando f{tato, ¢
tr oy e I (B

Jom. ( A+BELB)

II. Quanto alla mutazione dell’ altro Tato variato
BC(H), poicht la trigonometria fomminiftra
;m.c:fmr.ATG-. H = fen. (A+B): Jon. A, (i avrd

[en.

H D) Dungque variando flato fard
G fen. A
S H—= B fies
H H= o FAE) i
I, La variazione fivalmente dell’ angolo BCA (C) 2la

fieffa dell” angolo ABC (B), ma in fenfo contrario , com’ €
manifefto..

IIT

Ma dchbano effere per condizione cofignts 1 laro el an-
golo oppoffo. Sia BAC (4) I'angolo coftante (fig. IL), il lato
coftante fia 1'oppofto BC(H), ¢ fia primamente

Variante wn lato, come AB(G). Le parti pariate faran-
no L il lato AC(F) IL I" angolo BCA(C) IIL I angolo
ABC (B).

I. Per la vatiazione del lato AC, effendo per i princi-
pi di Trigonometria

G'+F'—H'
of A= ——pp
F =6 cof. Agy (H'—G [en2A).

Dunque variando ftaro fari fubitamente

S F(G0G) cof. A+ (H—(GH+OGY fen A)—F
Nello freffo modo fi trovers la variazione del lato G, fe fof-
fe il lato F affunto come variante, di qucfta forma

G ==(F+OF) coft Ayl (H'—(F+2F)! fen? A)—G

la relazione appropriata fard
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1L E quanto alla variszione dell’ angolo BCA, poichi

G fen. 4 A
fen. C= — g »dar
ang. C,;ang‘fm.(ﬂrgﬁ). Dunque yariande ftato fi ayry

G+OG) fend

sC=ang. fon %)uzmg.c

III. La variazione poi dell'angolo ABC fard la ftefla

che abbiamo trovato per I' angelo 4ACB, ma in fenfo con-
trario.

Variante win angolo, come ABC. Le parti variate faran-

no L il lato AC(F) IL il lato 4B (G) IIL I'angolo ACB.

i Hen.B

I. Per la variazione del lato AC ,effendo F =""2—">

H fen. (B+-AB)

fi avrd col folito metodo 3F = =
IL E per la variazione del lato AB} effendo
Hfe Hfe
i T ¢ fen.C= ( 4+B8) ;onde G=
H fen. (A+B+AB)—G fen. A
W fen A

HI Ed & poi evidente per la variazione dell’angola
G, che SC=—AB

G=

fara 3G =

IV.

Ma di nuovo debbano eflere per condizione cofanrs due
del triangolo, pofta variante un’ altra parte qualunque.
pertanto Variante I angolo ABC(B) ( fig. III.) , ¢ fianc co~
Sfawi i lati AB(G), BC(H) che Jo comprendono. Le parti
wariate faranno I. il lato AC(F) divenuto 4D IL I angolo
BAC(4) 11L T angolo BCA (C).

I Per la variazione del lato AC, effendo cofi B. =
G'+H'—F" 1 welds ; 5

TCH 2 a relazione appropriata fard

F=/(G*+H'—2GH cof. B)

Variando
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Variando pertanto ftato, ¢ trafponendo , fi avri
iF==\/ G+ H'—2GH eof. (BFAB) ) —F
11 Quanto all angolo BAC, fi conlideri, che
Hfen. B

tang. A= ez e ¢ che perd

i i) Hfen.B
ang. A = ang. sang. (m
H

). Dungque variando

Rato fard 34 = ang. sang. z

III. Similmente fi troverd
sy G fen (BFOB)
C=ang. tang. (7= Geof (575D)
Variante I angolo BAC(A) adiacente @ mno de' lati co-
Jfanti AB. Le pasti wariare faranno L il lato AC (F)IL L an-
golo ABC(B) IIT. I'angolo BCA(C).-
1. Per la variaziope del lato AC, giacchd cof A=
E;-I_E la relazione opriata fark
el approp: ar
F=Grof. A4y (H'~G* fin’d)s & perd
PG coft (A DALY (H—Gfen (420 4)) —F
II. E quanto all’ angolo’ ABC (B),cflendo for. A:fen. C
— H G fon A e, (4B}, fark foo (AHB) = Gf;j” :

}—ang.C

onde. ang: (d+B)= aug. JE”~(G_;-%_A")> Dunque
E_f:ﬂ)_ g, A 5 & perd immediataments
8B ang. o (L2 igi’”) — ang. (A+BALE)

IIL La variszione dell'angolo/ BCA fi trarra facilmente
dall’ effere fom C: fen. A=G :H , onde Jan C = -GL%-A—,

e perd ang, Ce=ang. fen. (G—f;:ﬁ) e

ang. B= ang. fen.{

3C=ang. fen. (%—(I_I_A—*ﬂg) —ang. C
Tomo VII Yy
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§. IV.

Variasioni indotte dalla waviabilita di due parei
well’ altre parti del Triangolo.

32

VAU.J’I}:‘!:‘I& di dne lati. Sia ABC (fig. IV.) il triangolo,
AB(G), BC(H) i due lati warianzi. Refta invariato o do-
flante il folo angolo BAC(d), e le parti wariare
L I"ang. A4BC (B) Il I' ang. ACB(C) IIL il la
Come pertanto le mutazioni inforte in quefte parti variate
tutte duc infieme le variazionide'lati AB, BC,
¢ cofa indubitata, che detre varianti non debbono fepararii
nelle relazioni appropriate, e che percio le parti variate deb-
bono ad una ad una metterfi in relazione , non con una
variante, ma con tutte infieme (§.1.). Pofto cid
1. Per trovare la azione dell’ :mg.
2. {Alﬁ" fen. A
L4, e perd Jen. (/13_)

(A+B):]
mj—x?, onde ang. (A+B)=ang. [er. (G

fen. A
Per la qual cofa'ang. (B+3B)= ang. fen. (Gi- — ang.d

¢ immediatamente
1
,)—aﬁg.(d-g—B)

1L Atcefa Ja permanenza dell’ang. BAC, la variaziong
dell’ ang. ACB & la. medefinia manifeltamente dul ang. ABC,
ma in fenfo contrario.
III. E quanto finalmente alla variazione del lato AC (F),
2. A

3B = ang.

cffendo per la Trigonometria smsg. C=

ang, C = ang. tang. (Fi ﬂ /1‘_), ed effendo pure

Geof, A

1»(,—:5"/
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Jem C,:(L;’A_, onde aag. C = ang. fem.
G fen A

3 =Rt T . [ein.
(—5—): fnd -—Gw_ﬁA) =sang. ang. [on
G fon. A i { : A
—H—)- Percio la relazione appropriata fard
F=Grf 4 + Gﬁ”'g 7, © la vasiazio-
tang. ang. fen. (..J%;.’.J

ne dimandata

EF=G (cof A+ it

rang. ang. fem (

Che fe i voglia queffa yariazione in rcrﬁini efpliciti &
facile da vedere, che fang. ang. fen. _’Z‘A
G fen. A
TV —G fen4) e
=G cof. A4/ ( ' —G'fen* 4), ¢ la fua variazionc
§F=(G+AG) rof A+\/ ((HHAH)—~(G+AG) fen' A)-F

Sarl pertanto

I%

Variabilits di due angoli. Sia ABC (fig. V.) il trian-
golo, BAC (4 ), BCA (C) gli angoli wariamsi. Refa co-
Slanse il folo lato AC (F), e le parti wariase faranno L. il
lato 4B () IL il lato BC (H) 1L L’angolo ABC (B).

I La relazione appropriara per la variazione del lato
4B (G) 1L fara per le regole trigonometriche

Pl FfnC  FfnC

TSR o, (4G
Per la qual cofa, variando ftato, fard
G— * fen. €
A +C7)

e perd

Yy ji
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Ffen (C+0C) —G fen. (A 404+
Ten. (A+2A+CHAC)
7

C+20)

G=

11. Nelio fieffo -mode , effendo H=

fi troverd

'.| h,n «r;fl( (A)ye le parti
G ) iL il lawo BC(H)

jone del lato ABj
, che le varian-

Percio avremo va-

1+AALCHAC)

/ (;1 v4.*H»C AcC)
1L Nello fieflo modo troveremo la variazione del lato
Bc(H) di quetta forma
F. A— H fen.(A+C+AC)

Szl
fen 44+C+2C)
1L E la variazione poi de 1 mm‘c ABC 3
ﬂcn'a AC data dell'angolo variante, com’ & manifefto ,
fenfo contrario.

B
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6. V.

Variazioni indoste dalle wvariabilits, di tre. parsi
nell. altre parti del Triangolo .

TRc effendo le warignté Gmultanee in queflta forta di va-
fTazioni, e dovendo le parti wariase effer pofte in ielazione
2d una ad una con tutte infieme le parianti, & certo, che
in quefto’ cafo’ non & luogo ad dlcuna parte inyariata o
coffante nel' triangolo:

i

Vaviabilith di sretati o Sia ABG(fig: VL) il Triangolo ,in
cui fono wariaari et tee i lati 4B (G)s, BG(H) AC(F) 5
convertito percid nel triangolo CDE, Varicranno pertanto
gli angoli I. BCA (€)'1L. 4BC (B) 1L BAC'(4)-
1. E quanto primamente all’ angolo C, la relazione
appropriata fard
H G
cof. C:»f—:%j, onde rifulta
F+H'—G' A
ang. C = ang. cofs (‘——ZF;HA), ¢ la variazione
FTAE +HAH —G+06
= o (P —— )i,
g gl ( S F+AE)(H-AH) ) 0l
11 mello fteffo modo \fi troverd per I'angolo B
GHAG 4 H+ﬂH’fF+&F'}

B b U e s i U
i “’f‘ ( T(GLAC (HA-AH) Gl
115, E la variazione poi del terzo angolo A fard ma-

nifeftamente
§A=-—HB-AC

IL.

Variabiliti di un angolo, ¢ di due fati. Stano nel me-
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medelimo Triangolo I'ang. BAC (), il lato AB(G), e il '
lato BC (H) lc parti warianti. Le pacti variase fasann o
I il lato AC (F) IL Yangolo ABC(B) UL I’ angolo ACB(C)

L Quanto al lato AC, eflendo, come qui fopra, |
P46 —H! I OREl
= la relazione appropriata fara
eof A4 Fe T pprop

F=G cof. A%/ (H'—G’[fen.* 4)
Dunque varlando flato ; avremo immediatamente
F=(G+AG)cof (A+Ad)xy ((H+AH)*
—(G+AG) fen (A+D4) )— F \
Che £ in| vece del lato BC folfe ftate warianre il lato
AC (F), con lo fteffo metodo fi farebbe trovara la variazio- |
pe del lato H di quefta forma
§H=1\/ ((G+AG) +HF+AFy—2(G+A6) (F+aF)
cof- (A+54) )._
1L Per la variazi
fen. C:fem A

Jon(dLBi=—

L (A+EB

for

G
s e anf (A4-B)=ang. [en. — 7

F:

Percid ang. B= ang fen. g

G+a Y

(G i) ) — ang. (A+AA4B)
H+4H

I E finalmente per la variazione dell’angolo ACB(C),

poich¢ la relazione appropriata &

— ang. A, e

o

2 B:aﬁ%_,’m.(

5 e A !
jm,C:G—j—TI—/{ . ondeang. C = ang. f;r.'.G;—l 5ofara
L AGHAG) for (A Di) foo
IC=ang. fen.( —— e ) —ang.C

III.

L
UV ariatitiss i due angoli ¢ s Lavo Sia il medel
golo ( fig. YL ) in cui le parti warzanti ficno I'a
(A4), Vangalo ABC (B), ¢ il lato AC (F); e pe
tiate faranno L il lato 4B (G) IL il lato BC (H)
angols BCA (C).

v~
IL I
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1. Pertanto la relazione appropriata per la variazione

del lato. 4B, flante Ianalogia trigonometrica fes.C: fen. B=
4 Ffes (A+B)

G:F=fen. (A+B): fen. B, fari G= J#B— . Dun-

que, variando ftato, i avrd immediataniente
6= (F+AF) fm. (A+AA+B+AB)—Gfen. (BHAB)
fen. (B+2B)
I E con lo fteffo metodo, cffeade H = w
fen. B

i troverd la variazione di H i
BH:(F+AF;\{¢M.(A+AA)—H[:M.(B+&B}
Jen.(B+0B)
III. E quante finalmente alla variazione dell’ angole
ACB (C), cfiendo date le vaciazioni & aug. 4, & eng. B,
fara manifeftamente

iC=—(OA L AB)

s VI.

Potrebbero moltiplicarG i Problemi variando condizioni
¢ dati a piacere. Ma & miglior configlio il ridur tutto a
forme generali, come ho fatto nella feguente Tavola, a cul
in ogni cafo pud ricorrere il calcolatore, onde trattare le
vaiazioni triangolari fotto qualunque afpetto. In fatro fi
cerchi, per modo di efempio, la variazione del lato (H)
( fig- 1. ), mentre fia coltante 1 augais A, e varianti i lati
(G), (F). Nelle colonne a finiftra fi trovi la combinazio-
ne delle quattro lettere A F G H, ch'é la X™. La fecon-
da equazione fomminiftrera ful fatto la relazions dimandata ,
in cui facendo variare ftato alle lettere F, G, H, fi otterra

H=y (6"+F*—2GF' cof. 4)
ciod , apponendo alla variazione di H il fegno delle varia
zioni incognite, e quello defle cognite alle variazioni di

ELG

$H =V ((6+A6) + (F+AF)" — 2 (G+AG)
(F+OF) cof 4)—H

E chicdendo con le ftefic condizioni dell’ ang. A coftan-

te, ¢ di F, G varianti la variazione dell’ asigolo B, fi cer-
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chi 12 combinazione delle quattro lett
la I**, Neélla quarta equazione fi avra la 'relazionedappro-
priata; onde trovare col metodo ufato 5

AF) fen

(F+

—ang. B

3B = ang. 1ang: (Y

Non credo, che fiz neceffario il
in quefta materia, ridotta, come mi
poffibile facilita.

erfi pilt olere
, a tutta la

TAVOLA
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T A ¥ O L A&
Delle velazioni appropriate onde dsterminare la pariaziope indotra dalla
ariabilith di wna, di due, e di ire parii in ciafckeduna delle alive
parti del Triangole reseilinco.

f_ G fnE H (en B
(en.A 1 B fenBTC
il G Eln AT E v. o FlnBETC
Ten. B fen. ©
ABEG |aing A =nng fen- OB L Bl BGRE [ a0k =ans: [ "”’;‘ B o ang.B
F
ang. B = ang.tang. 04 UEB == a0z, by, LA €,
G—Fealh H—Feot©
G
1. E
fen. B A = =
H fen.3 b
B.E. sz .
ABET | ap & == aos fen. L0 B-C.GH ' [ang, 5= aog fen. H&G" L
LY F fen. A
ang. B == ang.fen T8 4 S e Qs
H—Gool B
G Efnc
fen A1 C_
i1 VIl F fen.A +C
fens ©
ABGH | angB == ang. fen G:#-,..s.,\ CF.AG |ang A= ang. fen, E20:€ —anp.€
S
Ang. A = ang. tang. B ang. € = ang. tang.
G—Heol. B
Flen G H=
B
1v- — Gln B viIL p—H
fen. Ton. A
B.CF.G | ang €= angfen. S fen B CF.AH |ang = sngfen E22A —ang. 4
"
ang. B = ang,fen. S ooy S (U]
G =

Tam. VIL 'z
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A OV

appropriate onde

: erermin
fabilith dituma, i duey ¢ di e parii in ciafcheduna delle alere

O L

A

la wariaxione indorsa’ dallg

parei del Triangolo rettilineo.

PR —
| aFt

¥ (F*-+H*=sFHeol.C)
Ecol.CV (G*—
!F=Hmf-5-.|: V(G*—H? fen.? C)

CEGH |H

en? C) |

e
—angcol, S HEZHE
sFG

H=V e 4+ F? —1GFcoliA)

= Geol Aty (H'—G2fen24)
‘u =Fcofs AV (H* —F*(en* A)

S HE—ph
ang. B =ang cof. $°2 T
Xi. =" (G* + H* —aGHcof. B]
E.G.H.B Heol. Bty (F* —H¥ len.* BY
Geofi By (F*—G* fen.* B)
| 1
|
X1I. |
ACGH

ang. C=: ang.{zn. G (;n‘ A

ang. Ave=ang: fen. &




NELLA TRIGONOMETRIA. 363

5 WII.
TRIGONOMETRIA SFERICA.

E bene, che nella Trigonometria piana fi fieno percorfe
le variazioni a_parte a parte, perch® il merodo di trattarle
non incontri difficoltd in verun cafo, e fia nel tempo fteflo
farta ftrada al maneggio facile ed uinforme di quelle che
alla Sferica appartengono. Pofti i medefimi principj farebbe
agevole il prendere per mano anche in quefta Trigonometriz
le variazioni indotte dalla variabilita di una parte (5. 1IL. ),
di due ( §. IV. ), di tre ( 6. V. ) nell’ altre parti del Trian-
golo sferico; ma ben intefo I'ufo delle Tavole che abbiamo
elibito pe’triangoli rettilinei, fon certo, che fi troverd utile
¢ compendiofo il valerfi di un fimilc_ajuto per maneggiare
tutte le variazioni de’ triangoli sferici. Pertanto la Tavola
qut anncfla riferita’ al _triangolo sferico ABC ( fig. VIL },
¢ calcolata con tutta la diligenza, fupplirh a tutti i cafi co~
modamente, Vi i fono contrafegnati coll’ afterifco i cali
dubbj in  ogni particolare’ rifoluzione tanto per partc de’
lati quanto. per conto degli angoli; ¢ fopra quefti cafi po-
tri. fempre confultarfi la Trigonometria sferica del Sig. Cagnali
per accertar(i del valore dimandato precifamente fecondo le
circoffanze. E perchd fe n’abbia una qualche applicazione
per norma, daremo un’ efempio per ciafchedun cafo di va-
riabilitd di'una parte, di duc, e di tre del Triangolo Sferk-
co fondamentale.

g VIII.

Variagioni indotte dalla variabilita di wna parie
uell* altre parei del Triangolo

VArl‘g&:ﬁ::} di'un lato,. Sia ABC ( fig VIL ) il triango-
Io, ¢ fieno AC (F) il lato gariante, coftanti if lato 4B
Zz ij
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(Grel ango!u adiacente A, e Variate le altre tre parti del
triangolo, ciot I. I'angolo B IL I angolo C IIL iF lato BC
rH) Si cerchi la mutaziene indotta nell’ angole variate B,
Si vede fubitantente, che la relazione appropriata ( §i L)
in cui non entri che la wariante F, le'coftanti G, A, e la
parte Tariara B appartiene alla ccmbmnzionr delle quattro
lettere. 4. B.F 5 G, ¢ che la quarta equazione

Jfein.
i Jen. G cot. F —cof. G cof. 4
& quella che la fomminiftra. Pertanto, variando fato’'da
ambe le parei , f ayra

ang. B= ang.

ang. B'=ang, sam| ity :
T R T GeonFi—dof Geaf A © ©
percid immediatamente
Jen. A

B = e e (P BF = Gefd . TR

Nella X. combinazione C. F. 4. G {i troverd la rela-
zione, appropriata per la variazione dit C, e nella XIV. 4,
F. G. H la relazione per la variazione deél lata BC (H ).
Si veggano le analogie finite dal 6. 541 al 6 564 della
Trigonometria sterica del Sig. Cagnoli.

6 IX.

Variazioni indotte dalle variabiliti di due parti
nell’ altre parti del Triangolo sferico.,

V/i'rfa!uili:z} 4F due fati. Sia ABC ( fig. VIIL. ) il trian-
golo, AB (G), BC (H) i due lat warianii, coltante I'an-
golo BAC (A), e wariari 1. Pangolo ABC (B) IL I ango-
lo ACB (C) IIL il lato AC (F).
Si cerchi la mutazione indotta nell’ angolo ABC (B).
Si comprende facilmente, che la relazione appropriata d:w:
appartenere alla combinazione delfe quattro lettere 4.
G. H, e che la terza equazione ce la fomminiftra p{crza—
mente . Variando pertanto ftato, ¢ grafponendo fi avra
eB*=ang. cof. ( coft G' I.’mg A ) £ ang cof. ( coft ang-
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tang. G'
wor. (Cof G rang. A)—-:

(o i ) tang. .

Nella XIL combinazione poi fi troverd la relazione ap-
propriata per determinare la variazione dell’ angolo € ; ¢
nella XIV. la relazione per la variszione del lato AC (F)-

) — ang. B*

§ X

Variagioni indotte dalle variabilise di tre parti
wuell alre parei ‘del Triangolo o

Vdﬁnbi.’i!(‘r di gre lati. Sia ABC ( fig- VIL ) il triango-
lo, in cui fono warianti i tre lati 4B (G), AC (F), BC
(H ). Saranno wariari wutti e tre gl angoli 1. BAC (4)
5. ABC (B) 1L ACE (C). Sc pertanto fi cerchi la: varia~
zione dell’ang. A, la relazione appropriata dovid appartene-
re alla combinazione 'delle quattro leteere 4. F. G. H,'e
fard ella efpreffa dalla prima equazione
s cof. H-—co_,ﬂF:of.G)
i, A =ang, ook ( fen. F fen. G
Per la qual cofa, variando fato e trafponendo, fark

cof. H' — cof. Feof. G ) i

fen. F jen. G
Similmente nella XV. combinazione fi troverd la rela-
zione appropriata per la variazione dell” ang. B, e nella
XIIL la rclazione per la variazione dell’ g C.

dA == ang. cof.

§ XI.

Non giova, che pilt oltre ci eftendiamo fu quefto ar-
gomento. Le Tavole che efiblamo, mentre contengono epi-
logate tutte le rifoluzioni de’ Triangoli cosi rettilinei, come:
sferici , fomminiftrano nel tempo fleflo il mode di maneg-
giare ¢ determinare efattamente e agevelmente tutte le va-
riazioni finite che mella piana ¢ sferica Trigonomictria pot-
fono proporfi da inveftigare.
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Delle relazioni approp

ABCGH

Tl S G o R A

pe onde determinare fa variazione fdotta dalle
di wak, di due, ¢ di rre parti in ciafltheduna delle
alive parii del Triangolo Sferivo.

= arc..cof S0G F cold OB

n. A fen, B

G f{an. A'fen, B cafid cofl B )

cot. (cof: G tang. B) & ang. feni ( fon, ang, cor. (cof. G cang. B 3¢ N_C)
col. B

ke
= ang: cof. ( cols

ane. cot (cof. G tang &) & ang. lev, (fen. ang: cot. (caf: Girang, &) 3¢ L2LC
col: A

arc. E = arc. cof. ©OLBH cof ol C

fen. Aden. C.
ang. B = ang. cofi {cof. F'fon. A fon..Cimicof & cof: C )

ang A" = ang: cor. (ol Frang. C) s ang.fen. { fen. ang: cot, (col. B tang, €).3¢

ol &
arg. C* = ang.cot. (cof. Frang, &) x:ang fen-( on- ang. cot. (cof..F tanga) 3¢ <ok By
ofd

+ cof. Boof €

are. H = arc. cos. ™2

Bien € ?
o B fen. € — col: Bieof €
ang fen. (fen.ang, cor, (col. B

B
ang. A = ang. cof. { cof,
g B* = anp cot. (cof: Htang. C

rang: C), 3¢ SOk

ans G — ang, eos fcof. B tang, B) = ang. fon. { fon. ang. cor { cols Hrang: 5] 3 EDI.:J
ok

fen. G
fen. azor. B+ col.G
arceang. {cang, Fooh A ) are.

arc. F = arc. tang.

{ fenearc. rang, (rang Bicek &) < S0

are. G* o
3 3ang cal (el ang. (.G tang. B) 3¢, BB

ang. A" = ang.-cot. (eol G tang, B) a5 cal th ang: cot. (col: G tang- B) X o

1050 e ang con e Gt Boob AT — ang pang,____ter-ds &
tang. Flen. 4 120, G.cor.

3

o a fen.Bfon HI
== are, fon, ED2X0 2

i fen.
ang. B = ang fon. S

en. &

fen. H

——————eeee
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Delle relaxions appropriate onde desermingve la paiiazicme ndotta dal
wariabititd di wnay di due , ¢ di tre pavii in ciafebeduna delfz
altre parti del Triangolo Sferico .

are H = arc tang, ——o LS00
Tn. Boon A+ ceh, Book. ©
V1. | are6" = accang: (rang: Heof B) + are feon { fon arc. tang: Ceang: Heof. B) 3¢ 102
an
A B.G.H | ang.B* — ang cot:{caf.Gitiag. A) & an;.co(.(m{.:n; ot Ceol 6 rang &) ¢ B0 G )
bid

Son G —eane-HeolBeol G oy, fenB
cans. Hicn B fen. G- cor. F—col. G col. B

fen. Fien. C

ang. A —angcot,

are. G = are, fene

TenB

yi1, || are B = trc fen, EN-Clen’B
Ten.C

EC G| anps BY = Ay e MG
-G

fet Glen: B,

. C* = ang. fen.
ik i fen. F

i R oty VRIS (-0 L0 E )
fen Cot. B F cof. Caok 1
14l | sren® = arc. tang {rang. F cof. C) & arc. fen. { fen. arc. tang-(tdng. Feol. €) 3¢ 16 C
Gng B
B.CEH | 40y cr — angicor. (cof- Heang, B) angecof. { cof: ang. cor. Ceoft H tang B) 3¢ £2n5 H )
cang. F

angB = angeor n-H —cang F ool Cool By papy, _fen.G
cang. F fen- @ fen. Hcol. F—col. Heol. ©
{en- H

ac. G == Are- tang: e fOVH
fen. B cot. C F col: Beof. H

1x. | areH® = irc. ang, tang. G cof.B) & are. fen. { Fens aro rang. (rang, Greol. BY 3 ms‘-n)

B.C.Gar | ang. B" = an. cot.{ cof. Heang. C) = au. cof: ( cof ahgscof. {cof. Heang. C1X
. fon.1
fen Heot, G —cof Heof. B

"2; )

cof.Beoli H — ynp. cang

ang. € = ang.cot-

Segren bt fen B - R
are G e R ron C F col ol H

1 are.F — atc tamgs (eang, Giofs A} e arc. o ( fea. are. tamp, eang. G ol A ¢ 108 Ly

i Tang:
_mng E E

CEAG | ang A = ang. cot. ( col.F tang B) ang: cof (ot anp cor. (eok Frang.B) X g

fen- A
Ten. F cot: G —col. Ecol &

fen.F—tong, Geol AcolF — 4o tang
tang Gien. A

‘ shg.C =ang.cot.
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Delle relazioni appropriare onde deserminare la warigzione indotia. dallg
variabiliti di wna, di duc, ¢ di tre parti in ciafcheduna deile
altre parti del Triangolo Sfevico .

fen-E
fen.Ccot. A + cof, Ceel. F

X1, arc, B = acc. tang. {cang: Heol, C) ik are.fon  fem arc, ¢ang.(eang.H coft €) 3¢ TADEC )
oy

are: H = arc. fang.

@ F. A-H | ang.d ==aop, cor. e E—tang Heol: Ceol B _ o fen- |
tang. Hien & o e ol Feol G ||
ang:C* = ang, cor.(cofs Frang: A ) £ ang. cof. ( cof, ang, eot.Ceol Feang-4) 3¢ 21 |

tang, H

are. G* = arc, fen. 2 HienC

Ten.

XI1. | are HY = ase: fen. frﬂ-‘ArenG
en. C

C.H,A.C | snp. A* = ang. fen. fen Hien. C :
len G

e G
fon H

ang C = ang, cof, SOLG—cof. Feol H
fen F [e

Rt arhs e o ¥ e e e i AL
GF.GH | are F* = are. tang. { tang. Hcof. C) a.arc. cof. _ cof. arc. rang:( sang. H cof. €) 3 i“‘ G) ¢

¢ = ang. ken.

i MY = are. tang. { rang Feof. €} xarc-col. (| eof: asc cang.  sang. Feof- €) 3¢ 0 ")

col. B I
i
e H—co(Fan G |
o P i e
AF.GH | areE*=cc. tang (tang: Geof. A).x arce cof { ot arc. tang. {tang. Geol A) X F“(:i' |
a76i G* = a5 tags  tan: Pl &) sarei col. (ect. are. ang: {vang Ficol .‘\D\
Sogi TR = anpreef b et Geol B
Ton. G fen. H
X, | are. ¥ = arc. cof { ook, B fan. G fem H ~+ cof- G cof H)) .
F.G.1LB | anc He = arc. cang, ( tang. GcobB) =arc col [ cof, arc. pang:( rans. © eof. 113X, ‘"(_) i
col. & 1

arc.GV'= abis ang, Ueang Heol.2) 2 arceof: ((cof areitang. (tang. Hcol B) ,°L;'_F) !
el 17|
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