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Delle F 1 wttdx xotida
i (at+bawtox b (atbx+ox +far s
xtidx .
(a+bx+ o + fad T ox* )’
lunque interi

effendo p e ¢ de’ numeri quas

Del Sig. Francesco Pezzi.

O prefentato all’ Huftre Societd Iraliana D integrale el
(A+Bz)dz X L.
— —— ——- . f{yiluppato in
(@' —2abxcos. ¢+ D' 22 )
ferie finita, effendo p un numero qualungue ivtero, ch’ effd
{i & degnata d’inferire nel IV, Vol. delle fue Memorie; ed i
metodo che ho tenuto per arrivare alla formola (7) (a) che
clprime quefto integrale fu da me rigorofamente dimoﬁrzcoj;é
accennai perd ful principio della mia Memoria, i’ io ay
gid da gran tempo ottenuta fotto una forma differente la
defima cofa, argomentando per via d' induzione dalla traccia
dai cafi particolari, che il grande Eulero ha fviluppato
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Tomo I pag. 42, 43 c fegg. delle fue IRituzioni di calcolo
integrale ; ora ho giudicato di efporre I anzi detta formola,
onde altri tenendo la cofa degna di qualche attenzione, non
la_delideralle trovata, o non fi cccupafle a ricercarla, tanto
pilt che potendo confrontare di leggieri vedra quale delle due
fia la pit femplice; mi fi conceda che qui io faccia quefta
breve digreffione per la utilich che non di rado ne viene di-
moftrando la fecondita dell’ Analili Matemarica ; versd poi ad
(A+Bx +(x")dx
(axbx scx’+ fu' B°

5 O propriamente quefte

integrare fempre in feric finite le formole
(A+Bx+4 (x4 Dx’)dx
+ b+ cxt - fat 4 Bxt 0
xdx x21dx xdtde

(a+bxtex' P (avbxyext 4 3 P (arbascx™ifol eht )
di gran lunga pill generali, ¢ percid meritevoli di confide-
razione. Spero che 1 Geometri gradiranvo la- mia fatica s par-
ticolarmente culore che artendono a perfezionare il calcolo
integrale, dal cui progreflo dipende , ccme & noto,quello del-
le noftre cognizioni ful fiflema del monda; niuno 5 chio fap~
pia, ha mai penfato a trateare delle accenvate formole da i
preceeci in fuori che i fono dati intorno al metodo d' inte-

5 Pdz i .
grare la frazione — > cliendo P ¢ @ delle funzioni razio-

nali_qualunque di x; precetti i quali benchd generali non
han fervito iin qui clie a far ritrovare pochi integrali partis
colari, perché applicandoli ¢ hanno a vincere delle grandi
difficelta; di che fe ne incontreri un: efempio nel cafo che
fvolgerd da ultimo: inoltre de inveltigazioni cui quefa ma-
teria di luogo fono dilerrevoli ¢ Vantaggiofe, indipendente~
mente dall’ oggetto d integrazione , perche fovente condicono
a quiltioni, ¢ ad artifizj fingolari di Algcbra finita, che fa
&' vopo dichiarare con quella precifione ; che i pud , mapgio~
re. Quefte rifleflioni me ne porgono un’altra, ch' tutta pro-
pria dell’ analifi, ciod che in fomiglianti argomenti non ba=
fta per la perfezione dell’opera il dare una formola che rin-
chiuda Ia foluzione del propofta problema, ma bifogna anco-
ra chveffa fia Ja pik femplice di tutte quelle che naturalmes-

Tom. VI Kk i
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te i potrebbono ritrovare’, La Societd Italiana al cui giudic
zio'ho P onore di-fottoporre il prefente opufcolo, il quale
ferve di continuazione al primo/, decida fo per avventura io
v*ho confeguito una st importante condizione. i ol

a
5 & S
Tniggrale. della fornola {4 Doy :} 1§

— iluppar
(a'-1ab:.ro:<p+b'z'}'fw i
in ferie finita, ¢ffendo p un aumero qualungue inters.

1. Sia ‘per maggiore brevith a*—z2abz coso +b‘z.’m"x‘
fi raccoglie dal citato metodo di Ewlere fﬁgﬁ-—ﬁ

o, B Ab4-Bacos
e g

Coft

g (bz—acosg)
5 o 2p—3
(p—1)asine. Xt~ a(p—1)(p—= Hasing) Xt
(2p—3)(22—5)
2(p—1)(p—2)(p—3)lasing) . Xt
i, (2p—3) (2 —17) i
2 (p—1).i (p—4)(asing)t X %
{ap—— 3 —5J:. 11 )
28 (p— 1) (P—2)ee-2e 1. (asin ). =X
+ (2p—3)(2p—35).:-0 3-8
2 (p— 1 ) (P 2) ...z 1e (2SI G) T
ﬁfiﬂo— % (1) il cui mumero di termini &= p 4
a—bzcosd §

Se (i fuppone in quefta formola p=2,3,4,¢ecc. fi tro:
veranno per mexzo delle riduzioni neceflaric i ftefli integralis
che f deducono immediatamente dalla mentovata formold
(7) della precedente Memoria , come ivi ['ho dimoftrato in &
alcuni efempj . P

(4
II. La formola T & pilt generale de]}%

F

+

Arc. tan,

TP

precedente: quantunque quella a quefta poffa effere paragona
tay in fatti a parlar propriamente la prima non rapprefontd
la feconda che nel cafo di 4e¢> ', ciod quando i fattori
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della formola ‘del: 2.2 grado a~f-bx |- ex* fono imaginarj
Geometri eflendo allora convenuti di efprimere il prodotto
ditali fattori con una formola qualunque fimile a quella
@4 — 2abz.0o5 9 - bbzz ; pure volendo. dedurre dalla formola

3 oy (A--Bx)dx
(1) I integrale di (a+bx+t:c’)"
20 § differenziali, e i avrebbe =%, a=\la, b=V/¢

fe ne con bb

ac—b* +b
€05 = ,m:q,:.‘!” i ),f»:—amcp:ﬁv
2\/ae 2/ ae /e
Ab--aB cos ¢ 2dc—DBb bx—acosd acx-f-b
Ba o aes i caling. . yf(4ac—F)
c B ;
Ma inyece di Arc. tan. —-_-ﬂ pilt Arc, tan, e
R asing sing
in 5
= Arc. tan. AR , come ha fatto Ewlero , noi confer=
a—bzcos g

egra~

veremo I Arc. tan. b2 A 0 4o & fa femplice int
asinp

zione, e cid per ritencre 1 analogia che paffa fra quefto far-

tore dell” ultimo termine ed 1 fattori degli ultimi termini

005

delle formole che daremo in appreffo; onde ————
asing
acn - b
4ac—b*) :
mola (7 ) della’ precedente Memoria non rinchiudono altro
- (A - ac-b?
radicale , eapace a divenire imaginario, che d.:m@:m
- 2\/¢
ma @ sin @ vi alcende da poftatto, ecceteo che all’ ultimo
termine , ad una dimenfione pari, dinque ‘le accennate for-
mole ‘pon contengono alcuna. quantita impodibile, fempre
altraendo dall’ ultimo termine, qualungue fia 13 natora de’
fattori del trinomio gf-bx—-cx*.

A el

. Ora tanto la formola (1) quanto la for-

La quantith @ sin ¢ = ¢ reale, quando

aac>b, ciot quapdo ghijanziderti fattori fono imaginar ;

dungue I ultimojtermine, & ancor. egli reale, qualunque fia

la-dimenfione che vi occupi la quantitd @ si# ¢ ; dungue il
Kk ij




289 INTEGRAZIONE IN SERIE FINITE
cafo, in cui i fattori di a--bx--cx' fono imaginarj, &
{ciolto da cialcheduna delle formole (1) € {7)._ 3

Se tali fatrori fono reali ed ineguali fra di loro,. ciod
fe bb > 4acy P ultimo termine di ciafcheduna delle ment,
vate formole comprende: degli imaginarj; dunque nefluna i
effe fcioglic quet ultimo cafo, come il richiede appunto Ig
precilione del problema.

In queft’ipotefi I'ultimo termine &, non tenendo con-

: St 1 bx—a cos g
to de’fattori numerici 5 = Arc. tan. - :
(a si @) " a sid @
1 br—a cos @
= : —— Arc. tan. _
(@ sing)*t—")a sin ¢ a sin @

do che non v’ha che il fattore —
asing

il quale poffa contenere degli imaginarj; ma allora invece
dz

di prendere I integrale di mﬁ
dx

= ——————— pér mezzo
a4 bx~-ext S
prenda per mezzo di una funzione logaritmica .

di una funzione circolare, il ﬁ‘, i

IIL Si avrd in quefta manicra f:}:l;fo?"

I o bpacx —y/ (B —4ac) 2
o wb’—w):b' by (B —a) V(sai=0)
X

Arc. tan. Ve 25y Py

Dunque- nel cafo de’ fattori reali ed ineguali della for-
mola g-}-bx-1-ex?. ciod quando &' >4ec per fa quantitd
circolare che contiene degli imaginarj, i prenda la quantitd
teale logaritmica che le corrifponde ; e reciprocamente quan-.
do il trinomio a—-bx - cz* ha i fuoi fattori imaginar,
ciod quando qac>5*, o luogo della quantitd logaritmica’
che rinchiude degli imaginarj, fi riterri la nota quantiti’
circolare reale; offervazione importante e fondamentale per
Panalifi ch*efporremo nel corfo di quefta Memoria . 2

IV. Ma per procedere con erdine ¢ affine di ottenere 1
pits femplici rifultati poffibili, cercherd brevemente in due
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(A+Bx)dx

_ (a+bx +cx® )b °*
Ia quale mi condurrd naturalmente agli integrali di quelle
che formano I'oggetto della prefente Memoria.

diverfc manicre I"integrale della formola

. j : (A Bx)dx
Prima mqiur:;. Sia la formola m 5 fups
¥ 5 a b
ponl,awux-j-;, inoltre A—;.._C, € r_Tr=D sfi
5 (A4-Bxydx .
Sk (@fbx—cexp = ze(p—1)(a+bxscx )Pt
Cf dy g 4
+TJ G,—_'_Dy......(z) mnox;e |ldcafu dIBp._:A
— e g
V. Se p=1;1i haf PR __“_Iug. (a+
Bt et rdc—Bb e oAb
gz lich e |/ (qar—F) PR V (qae—8) "
~+Coft. . .. ..

(3
Qualunque fia Ta nawura de i fattori del trinomio a~j-
pxt-cx*, cffi non ci prefentano pit alcuna difficolra in
forza dell’ offervazione del n.°3. Ma qui ful principio giova
prevenire una volta per fempre che non fareme mai menzio-
ne del cafo in cui i fatrori de i denominatori in quiftione
fono eguali fra di loro, comeche allora I'integrazione ne fia
facile e conofciuta .
VI Ritorno al cifo generale, & pongo ———=— o _
e D
az . I
5 i trova a1 =— s 1=~ 4
F=vED TVED): S ey
fia 7Y/ (D) =z; duaque p=z— =Dy, € y—V/(-D)
=z—2|/(~D); & fi fupponc bi 2\ (—D), 1i avrd
T
F=\/(—D)==z-—b1; ed in confeguenza ——0-—
b D7

4z @z )-’ 7 VLAREHN SR ) Ll @z

1 = 1z z—h
_LPEP—nj. (d’-—m-{-:).cl"’*'. A1T5N o
y BeZasaaiflie=1 b (m—
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[ et

B IR
TE—br

D““‘l“f(y’—kn}? f.-.;.mf(z‘ib[)'

BT ek Y i plp—1).. (Pm"Fl)f Z T da

|.1...m—1 (= — b=

fignificando 771l rango di ciafchedun termine,

A ! ait I artmr
= S e (l—ﬁ)tz-—-'”}"‘ g
pPlp—x)ecfp—mt2) g

Le2...—1L (z—br)— " " (4)
Prendendo p—1 volte queft’ ultimo termine ayvero queft’ul-
timo integrale, foftituendo a ciafcheduna volta a m quefti
valori fuccelivi 25 35 4.+ F

(¥ S

VIL Ora per integrare la frazione = —.';_ j:: fard ufo
della formola (3 ) del Sig Cav. Lorgna da me pure dimoftras 8
ta nella precedente Memoria, e che per maggiore fmh@

fic ome fegue it
traferivo qui com: e
_ (m n{p-l}-i-x)(m—-u(p—z)u) (=7 )

T.2.3..0. . (p—a)(m)

mH;w
( (m—i!(p-—1)+n)(f;-{-rr‘)

I T P

+(m—n ;—=)+x‘( m~n(p—z)+z)(b+cr')' #
1.2.00% ey S

(m n(p—:)u) (m=n(p5)+ 5 J(brew )

—2.) (&) B

-« (=L ) (et Jig

= +La legge che vi regna & evidentes i
b+ £
numero de’ ter =p. de'quali p— 1 fono algebraici , ¢ li=i88
beri dal fegno d' integrazione’.

VIIL  Cio po"l‘o abbiamo, paragonando x=zx; #=1; 8
P=me— =M —p—1; :,.’;:—-bl,dunquc fat-
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te le foftitnzioni neceflaric (i ba, chiamando § la Ferie d&*
E

z___h).._x

PG ERIE R (= T)
T e m—z (f(z ~by )zt

:)....(;;.E;‘:

m—z termini algebraici, f

H('z—h)z}"

ORI DT P T T
i+ 1.2, 3..,..--«7”'—3
.......T(z_nfg_”'"(,,,,P_;J(z—nb}-_.z,..r.

1 A B C i
(z—br}.,r-' e B

z—br
do allo fteflo di i 5 confromando i rermi-
ni omogenci fi ha AS"ET;B; ‘,,C_ W’D'

_—;x-" T:-—#; U= F.Dunquc ponendo

quefti valori nella ferie pr:c:d;m: e nmitlpl):;ndola per dzy

fe ne ayra I'mremlcf

(z.—b:jzi":(,n—z)bnzr’—'
1 g } el
. (i b ; s ek g

Iag. L i1 cui pumero di termini=p—1, de’ quali p-2

fono af’cbralcl
Chiamo. per-abbreviare S1 Ta Totis, precedente, e mol-

iplico I ) = ho . =0
tiplico I"cquazione (4) per @ = m_ it
+

airC axt G
= @LESE . = GESpip— i) (p—2) . (P —-t-2) b

T —pI S H (P (a—BT) =
< I e §

C—=p3—=p)(4—p)...(m—p—1)
Iv2.3aniili—2

(Sr=5)...(6)
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Prendendo nel modo qui fopra indicato p— 1t volte queft‘u[, g
timo termine.

Pongall 2 cagion di brevitd g=)/ (§*— 4a¢), ﬁ
veran:l:ii vagzn di ¢, D, at, dz, € b1, come feg N
2de— ,
C=i——, D= _,V( D)_ ,as_—E;‘*

= f—; b ..——-‘g; z=-i__zcx+g s z—bi= E—LZLH{
2 3 26 2c ¥
atc _ {—n)*(ac) (2 dc—Bh)
et (1 —p)zrt (t—p)g "(b+g+ux)l‘"" )
ax?C (26)#=*( 24c—Bb) -

FO—PIE—b (=PI f (b—g )t
4,.r-+r a®.C | (=) (2 dc —
— s8=(z2¢)

o g

Duaque

( (2—p)(b—g+ :ux)(b_pg-{qm;r—'

+ f!'*‘PNSMP)(b—.E-!-Hx) (bfgtz2cx)t ‘¢J
o t

(a—F).-(4— P)(b—g+zfx) (brgiacw)re ©

o (m—.o—- :( b—gtacx P (brgtacxf
. (7);il numero de’termini =m—z; in guila che fi a
I_\: » quando m=2.

E =

il ( .er.vﬂmb+=cx+g;r—-

+ & - ;J(b+ zrx+gl'-'T T

e
jro i Pt it
+g¢'—' o8 bd2cxt-g
mini @ =p— 1. Dunque Iintegrale (z) diyerra
(A-4-Bx)dx =
(¢+f’x+f’")" "(P—I.‘(¢+’x+w‘ ?
(a2 Ao BE) (20)P*( 2.40c — Bb) 53
TEP=)(brrexrg)i  F (P e
+(— 1IN

-+(8),il cul numero di ter-
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(mz\w*'(_fir—ﬁb} P\F—'l}(P—U
2cgh r.z.3.

(e ) {f:—I)-j-Cu:....
=

«(p—m

- (9) Pren-
1 volte quelt ultimo térimine nel modo gi}

T
dendo fempre. 7
indicato .

1¥. Riducendo allo fteffo denomina
mine dell’ integrale precedente, ¢ faces
b 2en-g) (D4 g)=4clad X
(o-20at-g) &) (%:__Eb
e(1—p)(2g}
— (ot @)= (b 2 g
R R

Sia per abbrcwarc b acx=1, ed il numeratore (-; ¥
(b4 zem—g P (D2 g P = f2=(—1 -
uA(n-l—_g‘F", p fard o un numero par i, 0 1
pari; s’ egli & pm — 7 ._unmﬂ. Sa
+(N ‘K:’ * 5 ma (i ol — &

E (utg )*-'—nf—'+/w-'g~! Bw.e e e

, B, C, ecc. cllendo, 1 coeflicienti numerici del 2.2, 3.2,
4., ecc. termine del binomio di Newwron; dunque fomman-
do quefte feric, poi dividendole per 2, come ancora il de-
24c—Bb
g (r—p)

3 fi avrd, dopo aver meflo per % il fuo' valore

iz e drer-
o -\tnnz-onc che
s £l avrd la

fomma di quelti due termini =

nominatore del fattore che quindi diviene

240—Bb
2 g (1—p
b4acx, J‘z_(b+sr::)»-'+1;( 22 204 D (b 20 -*
g+ F(b2cm o7 g0 o TAGh e i0)

il cui numero di ‘termi

Dunque i
ino walote fi ha $2 = A(b+ zex)

Tom, V1. Ll
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(bj=20x)0~g" 4o -+ A (b 2ex) £ (12]) L cul e
AT, H

mero di termini & =——

-C=(P‘l)('.f"‘=)(ﬂ-s);

: 7355
p= (=R (P74 . oo Onde I integrale (9) divim;i

1.2.3-4
dopo le riduzioni n:ccﬂiuinf L - )
(a+ b e’
24c—Bb
o4

—:r(p—x)(x+bx+cx‘)-°—' 20 8¢
Jz o (e pemia FES1NE2)

2P (1=p)(asbxscx"F =" Te2e3eeniB—1
p)en(M—p—1) (51—} )

In luogo di §2 fi porrd il fuo valore (ie) ovvero (£i)
fecondo che p fara pari o difpari; e fi prendera ' ultime &
mine dell integrale precedente tante volte quante unitd p—
contiene, foftituendo fucceflivamente a m tutti i numeri nass
turali intieri dopo m=—= infino a m=p.

Abbiamo di git offeryato che nel cafo diim=z2, i ha
(2—p)(3—p) e (M—p—1) o

Te2onas HI—2

=Coft.

S=o; allora per il fattore

.m
metterk Tunitd ; perche :ﬁc(to fattore fvanifce in tal cafo, Ja'

formola (3) della prec. Mem. non dando alcuna riduziong
P

2 ax
fapiy— o (z—br)z

1l numero de termini che compongono la ferie &
=m —2; dunque quando M=2, 3y lhye--P s VIR d
p—=z, la cui fomma

per la formola

Pk ==
0 2 i
1o de i termini della feric §1 prefo p—1 volte, fi avel lﬁ'
numero totale de i termini del 3.2 ovvero dell” ultimo teE=
{P_-‘_)_(.P;)_L.(
= 5 i

mine dell’ integrale (12), = p—

; ‘aggiungendo a quefto numero il nuni

(P—1)(3p—4)

z
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Qualunque fiano i fattori del trinomio ¢+ bx + ex* la for-
mola (12) di per mezzo dell’offervazione del n> 3 I inte-
grale cercato, libero da qualungque forma imaginaria.
X Applichiamo la formola (12 ) ad alcuni cfempj, che
poffono effere d'un ufo frequente nell’analifi.
Sia dunque primicramente p—2; la formola (12) dit
(A Bx)dx
(aFbepay = b
B 24e—Bb ¢ b= 2cx
Ar(a+bx—!ﬁcx'} B — qac \ 2¢ (a-bx -}
bk e — /(b —a4ac) o
V{b’.-m; 8 e (F — ) 7
Sia'in 2.° luogo p=3; fi avrd, tapprca‘:nranriﬂ per Sat el
preffione (7) di J, quando vi i fuppone m=3

dopo le riduzioni neceffarie f

(A=Bx)dw ® B 24e-Bb
(abxtexy WP 20g
( S SCamen) et ) Ma il valore (8)

2 (af-bx f-ox* )

di St diviene J1=— —_.+

! & &(bfzen ?} :

e quello di §7 Eepmatagn A6
: el ~ (b :mfg)(f)—‘u— )

foftituendo , e riducendo; fi ha

B =3 2dc—Bb
T a(atE—cx ) e N2l bxfox)
. 3e(bzex) e be* h; bf-acx—p
Tgfa—{—b\:--:x') ;,: b2 -+ (14)
Se fi riducono allo ftefio denominatere le fraziony
—g(b-t2cx) 3¢ (b--nex)

- {1 avra Ta loro fomma
e

a(a--bxdoxr )
_Elf'g—j-ﬁ’cfif{}f(

Ll ij
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S AL B dx s AeSapll

f (‘f,.1w_r>'x_1-n=;'$c°ﬁ'"'b:(.z+b;,-+wy “”%.Em
(B 2o ) 3 (bf-2en) g

T rz(a-bx R W

Mz 31.:_*4_'__‘“,_ﬁ_.___

(b=}-zox —’g)(b-i- zexnt-g )

4€ 4!

20804 128 g

" — L
+ (b—gtacx ) (btzcedg ) 5 (b-gtacx ) {btg+2en)?
26 7 FTd c? - oK
S T ibtrexrg) & (b+:cx+g)+g7 fog: b zex
Dungque follituendo ¢ riducendo allo fteffo’ denominatore
te le [razioni Algebraiche cl’ entrano in 872, §*, S13
aveh dopo aver fatto per abbreviare a—b(9ac~5); 53
(A+Bx)d B |
o Bl =3
& "'““”’I(a+bx.{ 7 Tea £ bt
N G o e i

o

1Ac~—35( b2

246 (afbxd-ce P 1
a--gx - 15beix" - vodint | 1ot o bf-aex — gy
g (A bag-oxt ) Tg % bt
(15) ecc.
XI1. Seconda Maniera. Quelto fecondo 'metado ci fervird
di bafe, per la fua grande femplicitd, alle integrazioni che
daremo nel corfo di quefta: Memoria. o

Sl . X (A-|-Bx)d=
Ripiglio I'equazione (2 ) ch éf(a-}-%—-j-ix‘y
B c 4 4
B e
w(p—s) (@@ @ 7Dy
1

1 o
4—--—()" +D}=(————h}.+v{ﬁm (}’_\,"(—ﬁ) 3 fuppongo:
I "

G O—VED) 7Ty
w= b=t VD Ly

Tr—V=D)

]
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dﬁ P 1 2 i ok
u"P—l)drr rRFS iRt
'H’m Sia r+b=z; i avel o
(z-,: )':’ , dunque — 0 B
fz.-—x,l‘fF-‘J:fz.‘ Lad (v-f-biu )
B Ma (s PNt

(z;:—;){qn-——:\fzp—4|...[1ph:14-(,'“)_

s H’.r-"}

! AL

efprime il rango di ciafchedun rcrmmz fi prenderi il 32
termine , che rapprefento per T, del = mcmh—u dell’ equazio-"
ne precedente tante volte quante. unith contiene il numero
ap— 3, foftitucndo fucceffivamente a # quelti valori
3. 4 s3p—13, ¢ fi conferver il fegno -}~ ovvero il fe-
gno —; fecondo che # fard un nummo pari oyvero un nu-

gk 1

T (pa)lrir

nella ma-

(Jg_z} .) ?(14—,1—:_)!;1

niera indicata Iultimo ter
Yero 4- I::onde ch\. 5 fax

ay
5 dunque [ };f;—:;

Az
(z—l.)“' L

(._D))lu-u —

((} v"

tra il fattore T nel modo. accennato.
Ll iij




270 INTEGRAZIONE IN SERIE FINITE
Sid a cagion di brevith p—1=>1; ¢ V(=D)=P: fi ha
(y—=P )=y — Ay~ BB P— .o S P ed S
(PP =y Ay P PP i ding
gtie (7 =P — (P PY = (DA = D]
Fohop b (= D)) - Ma YD
i
_f%, (n.*7);dunque foftituendo a » il fuo wvalore ﬂ:cﬁ-’ i
2 i
¢ facendo per abbreviare zex 4-b=u, ¢ ()'»—P)"-—«(y.;.P)-r,-‘i
=53, fi avrd dopo le riduzioni neceffarie 5'3=4;.,T_§:??. .
* il
(At Cut—ig  LEwt— St Gutiogiy o +A4g ") .. (16}
L numero de i termini di quefta ferie & =p—1. A, B,IC38
ccc. fono ., come i vede, i coefficienti del binomio di Neworon 388
2(p=1) o (1p—2)(zp—3) . _ (ap-2)(p-3)ze- )Y
BT |
Rt e 2 Ac—Bj
(== -
( 24 Tt
(p—r)(at-bxtext = "p—n—z
( e e O )Oade facendo per abbreviare
b= ae —/ (b —1ac) -4
Wy f (AL Bx )
@b 4-ca’=X, fi otticne T e
222 B 24c— Bb (lamdi] T
ST mp=O X gl N (e
(2p—2)(2p—3) 2p—4). .. (3051 )(f”” );.»..) b
T 2.3 P bracx— 4 X
Si prc.—ulcrh i ot I ultimo termine di quefto jmggnlaﬁ»
2p— 3 yolte foltitueado fucceflivamente 2 2 quefti valoriay
2,3 2p—3, ¢ fi conferverd a ciafcheduna di taliffo-=8
ftituzioni —ovvero |-, fecondo che # fard pari o difparits
Ogni qual volta fi avrd p—#—1=c, {i porrd nell’ integt

ciod A=

C
cce. Dunque o

i Bt ace ponia
le precedente invece del fattore il (_‘L""?) #
p—i—1 \bizox—g

g+1r:—+—j; poicht quefto fattore era raps

la quantita log.
g
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it (et oy
prelentato da quelto s =(Z—"dx ; ma quan-
do p—n-—1=0, allora 22z =log.z; durque ecc.
XII. La formola precedente ( 17) ci-fembra degna i
attenzione; effa & il pit femplice rifultato che abbiamo po-
tuto trovare per I' integrale in quiftione; crediamo dunque
di non far difpiacere al letrore , {e I' illuftriamo brcvem:ntc
" con quei medefimi efempj che abbiam di fopra fp;egm

sl o R S
dunque f—)f_’—=“;2+ i
( g(:‘;€+b)+ og. zi::_i-j cl’?® identicamente
lo fteflfo che quello fegnato (13 )
Gy f f%‘&‘=_£f ; “%‘“ﬂ'

& —g(ax-1b) u 40 biacxsg
(zX‘ 2%t (+(b+1“) 48 )+1 b;zc.v-_\;'
4 3.¢ o biaexte 4 gesias bizex—gN 24c—Bb

S Fraex—g L. bristg )T o
—g b+:rx)(g+(b+xm4) 16¢(b4-2cx)
L — &¢ log.
( acXx* 42X

b
FI—:':'__:JL-K)"“T- Ma — g (b-2cx (g |- 2ex4b))

- 16cgX (bacx) =g (b 26x) (— g* 4 6eX); «Eunqhe
I integrale precedente :’r\'Te‘ne)Qi“{"_.__M —_—
Ac—Bb {2 ) (b 3 -‘[x’
_2de— — g 26%) | 38 +:rx,‘_ . bizexty

26" ( 2cX* ke X L~ Bacr—g
Integrale identico con quello fegnato (14)
f(/l-l-Bx)d‘x B 2dc+Bb

X+ 6cX” g
= (620l 208" (b-p-acaPf-6gt)
_e 65
v et B L

Sia p—4; fi avrh
( & _?”'r"‘f-’»)




TnrFORAZIONE TN SERIE FINITE
b~ }—zrr+g+t' 6.5.4.3 biaex—g
o8 bf20x—g 1234 blaeddp
, t,_|_,m_3) e, B 2A4c— Bb
1.2 b} 2ex - ) _5L’X"+ 29’
—&(bsn wf‘(ag‘ ‘rmg (b+2ex) g (b))
316X 2
b+ztx+g o b-pﬂn——g)) 1 blacx—g
izmgg) (b+zm+q Py (b+zr:«,—§—g
b er+g)>-‘-:cr' g b+z¢x-—g
T b aex—g +zc\. —2
Si tratta d1 dimoftrare che quefto mrcgra[c ¢ identica~"
mente lo fteffo che quello fegnato (15)5 & a quefto oggerto
b+~:x+g} bj-aex—g
bi-2ex—g (b-,-zcx—}-g
”+“’~‘7‘3)"—('5+"’V—2)'
(= i—e) (b rw gy
Sia per abbreviare bfacw=; fi avrd (utg)t —-(n—g)g
= o (" O i
=bug (W4g" ) =r6ug (g+2eX )5 dunque 3¢ ((b+~rx g). }
|- 2w —g sug (g +2cX) bt 2o —2
}) X SEp (ba—-cx-};g
e xjgu (/H-E:.,dx oy
b4 jisingue) GeX*
>11r—|—Eb(—r«(g“+4cg’X+ 30X }+ a# (8"+="K3
13 &T{x X
— i Lo ﬂ+‘g) Riducendo allo fieffo denomi-
wE g
natore le tre prime {rulon; del 2.2 termine dell’ integraie
gt 43’0X*3f’X'J geuX(g2cX)—3.1 500 WX
PN iR

pongo mente che (

precedente fi ha -
=1 ) per maggior brevita.
— (3841 atpxbishe xt|-100t

y 5= ;‘X' =
ulg—s50X)
R L SO
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— (38 ) 24 (g8~ 5eK)
T e T
‘ |(g_4__‘+cXJ_—£ MA—-“XM'_ Sﬂf(z)- fa dunque di
gy beg' X L
meftieri che Pequazione (1)=(2) fia identica, ciod
(g apte k3 X" ) FrocuX (2 ack) —4seu X*

6rg" X’
=—g‘ﬂ(_g'-|—cX)+6mX(g’ - scff)‘ Infatti fviluppands
oo’ X! X

i numeratori dopo averli divifi per #, i ha

L T
i

— ]

— gt — g X — 30X g

KA

Integraziviie in fevie finita della formola m

X111, Primieramente confidero il cafo di +¢; e fuppon-

20 come lo richiede Ia generalitd del problema g > 2p; allo-

ra ¢ non pud cilere che della forma g=—=ap - f; cflendo

¢ A de’ numeri interi pofitivi qualunque ,purche i abbiag<p,

¢ che non fi ponga mai e<z. Il cafo di ¢ & compre-
fo nondimeno nella forma g=ap+4- B in cui « div:

rebbe
¢ f=o; fe ¢<2p, allora il problema non ha aleuna
colta ed & egualmente feiolto da quel che fegue.

7l
effendo fempre per abbreviare =—a-}- bx - ¢x*, in guifa che
la pit alta potenza di x nel numeratore fia minore di due
unitd della pitt alta potenza di x nel denominatore; per ot-
tenere queft’ intento comincio a fviluppare la potenza AT, ed

ane v 5 X
E' quiftione prefentemente di ridurre la frazione

ho X:c(:i—{-; x-j-%"). Sia per brevitd g:a‘ ,éd!}‘;
e a-bbx=2Z; fi avth X=c(Z}-x"); ¢ (%' Z) =5
Tom. V1. Mm




INTEGRAZIONE IN SERIE FINITE
= S(p—n 1 v
Joonlp =1 ez,

1.2 3

A4~1 clprime

ST

il range di ciafchedun termine; i prenderdt I' ultimo terr

ne del 2. membro dell’ equazione precedente 2 volte, fofti=

tuendo fucceffivamente a # quelti valori 1, 25 35..+Ps Ma
B(B—1)eni(B—tA-1)

i ( )ausl i-1) gy

Zr=(d+bxy=a"
(ki Ty3pii oMl :
m-4-1 elprime il rango di ciafchedun termine; {i prenderd B8
volte I'ultimo termine foftituendo fuccelivamente a 77 quefii
i ..n3 dunque (@' --Pa--xt =2 ¥
p—n1) e _*_PEP—I )i (p=nT)

" 1.2. .
(n—m4-1) e )
I.2.. m

Si prenderd p volte il 2® & 3.° rermine foftituendo 2 7
quefti valori fucceffivi 1, 25 35ae ¢ di pin a ciafchedu-
no valore particolare di @, fi prenderd # volie il fattore
dell’ ultimo ‘termine che giace entro i fegni ( ) > fupponendd
fucceflivamente M==13 23 33 &=+ =7

In quefta maniera fi ottered per via di femplici fofitus
zioni lo fviluppo ' una potenza intera qualunque d’ v eri=i
nomio qualungue ; ‘forfe ci occuperemo jn altro ‘tempo d' und
materia tanto importante prefa mella fua generalita; quefto
bafti dunque per ora, tanto pit che i Geometri conofcono
aleri metodi che conducono all’ oggetto in quiltione. Oade fi
avrd (@bxnt P — 2 farw’t Azttt a3t
J-a(zp—1)x-fa(zp)

ividendo il ‘numeratore per il denominatore del-
Kbit

1a frazione ——— 7 ,eftraggo la funzio=
o 4 )
ne intera di 2 che vi fitrova; ho dunque —-—xF —1+t pep
1.° termine del quoto 5 ed ~— aratti=t —gap i —

— @ (ap) a3 per 1.° refto ; il 2.° termine del quoto &
— guat==2+2=1. avendo fatto la moltiplicazione ¢ la fottras
zione neceffarie efprimo per 0L, 02 5€34.- . ¢(2p—1)5¢ (2P) i
coefficienti fuceflivi <ie i termini che formano il 2.° refto; ho
per 3.2 ‘termine del «quoto |- crxPE—PHE= ed efprimo  por
e(2p-1)s cl2p2)5 £(2043)s0me 0 (ap—1 ), c (42




PRt 6 o LE €0

§ cosflicienti preli aegativameate del 3.° reflo, dopo di che
ho —¢/(2p 4in)arc—Hi! peeiqS termine del quoto; pren-
do il 4.° refto., e nc efprimo. per ¢ (4pn), elapt2l,
¢ (6p—E) 6(6p) 1 coefficienti fucceflivi, cio: che. d - 4ptn)

'#E=4 per 5.0 termine del quotos e cost. dif €

Offervo che il cocfficiente dell’ ultimo. termine
selto efiendo=c(6p); il coefficiente del ©. termine: de
fio feguente fard in virtle di quefta gefazioie s =rc(6p+1),
in modo. che avrd per il 6.~ termine. del quoto. —c(ép 1)
ts=+e=5 . dunque a mifura che gli efponenti. di
diminuendo dopo. il 42 termine —c(2p-t1)
ciafcheduno & un’ unitd, i coefficienti de’ termini feg
50 eguali al coefliciente’ di quefto medefimo. 4.° termine. au-
mentato nella. fua zotazivne del prodotto di 2p per: il nume-
o delle unith di cui le potenze di x, e quali-fi. troyano in
quefti termini, fono diminuite fucceffivamente ; quindi rappre-
fentando per ar*H-1= il termine generale del queto nu-
merato dal 5.2 termine inclufivamente , il fuo coefficiente fa-
i fecondo quefta morazione ¢ ( 14aptapai=c(14ap (1-4n ))
facendo per un momento. altrazione dal fegno’ che lo deve
precedere . 3

Ma fi dee fpingere queffa divifione infino al' termine in
cui Uefponente dixlia=o; danque o l— s
donde fi trae ne=p(a—2)—+T
rango di ciafchedun termine - cilendo. contato. dal
mine inclufivamente; il numero totale de’te
zione razionale, di cui fi tratta , fard #py=

cidpofto, ¢cco il profpetto di quefta feric ——=—
& o«

(.xyf-—rl.l-!_ﬂleT-Aﬁjﬂ-x_i_ CLMe R L s g eI
e (el JREE R (Gp e P e,
Se(Tap eI g ot aplLpe—a)— ))

;‘( Lraplasa)att = so(zrap(nea )}t v el 3eap(i+2)x P b ka(2, )’("’-‘7?(@!‘(*--‘)-‘-)\.'

: s P

in: cul _ll numero: de' termini ¥ =p(a—2)-4-{+4-2, Si

prender I ultimo. termine. della. funzione: razionale di
“ Mm ij




THTEGRAZIONE 1N SERIE FIRITE
¢ o negativamente feconde che #-i=3 fird un
0 un numero difpan, e cid ch'e fo ﬂeﬂ‘o Te
fard difpari o pari. 1l fegno della funuane fra-
2 contrmo a qu-[lo dell’ ultimo termine in quiftione,
.+ per mezzo dels

at.afzp—3)—alap—2)=t(ap=3)  cr.a(zp—2)—c(2

(2p—2) era(ap—1)—c(2
ar.a(zp—1t)—a(2p)=c{ap~1) | cr.a{zp)=c(4p)
ar. a(zp)=¢c(2p)

clapru)ar—clapra)=clap1)  clgptr)ar—e(apta)za(6pi-u)
cfapr).ar=c(2p43)m0(4ps2) +1)a2—(3p+3)=0(6p+2)

clapen)afag1)~e(ap)ze(6p-1)  e(ap+-1)a(2p=1)—c(ep)=c(Sp-1)
o 2p+1).a(2p)=¢(6p) e(ap+1)a(2p)=x(5p)

E generalmente

c(imp 1) =ar eftf-p(m—z))—clztp(m—z))
c(mpz)=are(t-p(m—2))—c(34p(m—2))
¢ (m‘a-l-g y=a3.c(14-p(m—2 )} —c(44-p(m—z))

(M... 2)—z)=afzp—z).c(1+p(m—2])—c(mp—1)
:(p(m-{—l"ﬁl):ﬂ("i"“‘:) et tp(m—z))—c(mp)
e(ptmbz))=a(zp)-c(1-4p(m—2)

( Il ;ll:lnCTZ) di quefti En’germ di cqnz?mn)e ¢ cguale al nu-
mero de’termini meno uno di cui & :ompuﬂa a funzione ra-
zionale di & c\cc:.y(v.—«z ?

- J" fx-rﬂ,ix 1 b=
unque —_———= ——
s Pla—2) FI%s

Quachia—1iY 1)t ofz2per)aka=tH=

Tpa— L T p(a—a)Fl—s He—2)1C—3




D E E
- clqp 1 RrE
7 fla—ar s
+ o Lap(ls .})-q;f z!\(r(:n 2p (-2 )Y

et (32 (2 )t -
o (a3 )—)) )3 2 - Coft .. (19)

abbre-

e (ap
R
XV. Per integrare quefta frazione, fuppongo
viare il fuo numerator M, ed il fuo depominatore
r’(‘v"«}-mx’f a2t o (2p—1) % -a(2p))=N3
d:
e T—-%;;”:dff;ﬁhadl\?ﬂ’dx 2T an (2= AT e
J-a(2p—1)); fia per brevith (t+apin+2))—c(1); dunque
o()dN _ dx !rl(rfl)‘(qp.)—l)x'?—

N e
L G2.0(1). (2p—z)at ﬂ("I’—l) e(n)
g AR R i 2 )
Dunque e AU :—E(r(zﬁ'fi’fix-]‘i))

5 PN
at.cft).(zp—1)
—-____:gp_")xtfﬂ_i,.( (3"[’“1":” 1 ~j-)
__az.c('l).f:‘a._

2) )wi o ta2p)c(es 2B Cpp(a=2)2))

2P
__a(2p—1.¢(1)
=g e
Sia per maggiore femplicith

c{z+2p(m+z))—%:(u

<( 3+:p(n+z.))_w)_::.(_fp—_‘)=(,]

C(4+=ﬂ(»+1))ﬂ‘w:i)=@)
Mm iij




[‘(:A{u, #(2)s 2a(3)x

) g, x~;-r1<—n>f

mente a K i va
Sia la ‘funzione

I

ch’e fotto il fegno d
fopra.
XVI. Cerco. di pr

K dx

nte. I’ integrale della frazione
di X divi-
/

et
xt
fodacyeffi fonox+

; prendo

pongo

avens



do- fatto per abbreviare g1 — pa=g3;dunque
(v - uge JroXauk
=T Tl
Sia 2p—K=¢'; fi avra (r—ug2 )t
g7 —2)- (‘J—‘"*l)

wga"; p4-x indica

- 4

Fin
il rango di clafchedun termine ;
dell’ equazione precedente ¢ Y-t volte foftituendo fuccell
mente a 7 i valori 0, T, 2535 4--n .q'; ponendo perd
W,,,— )

¢ fi prenderd il 2.° membro
fliva-

Punith invece del coefliciente % quando #=0

per gli altri ‘valori di # fi conferver :1 fegno fuperiore quan-
do 72~} 1 & un numero difparl, ed il fegno inferiore quando
#--1 2 un numero pari; fi ha um\qi. “con quefte condizio-
N —upa)idy ). g —541)

4 K
ni —-

(r--g3u ) To2eeeens?
WS ””r{!{

— OYVEro -I- {econdo che # & un numero pari

fi avid #

cagione di brevith K-|-n—-2=7:

+ farh fempre un mumero intero p
coli valori di K e di # funo K
nimo valore ‘di 7
de’ numeri pofitivi.

o; dunque il mi-
gli altri valori faranno

s (P—m 1
Ma (z—xyfz.“" e i —):H‘,pren-

L1
dendo quefto termin io fucceflivamente a
quefti valori 1, 2, 3,...7; f riterra 4 ovvero feconde
che 7 fard un numero pari ovvero un numero < K
cfl!um:., com’ ¢ chiaro, il rango di ciafchedun termine.
u“’-'a‘u (::— Ly

(tusf  &7#

Dunque ————




280 INTEGRAZIONE IN SERIE FINITE
‘f —_ —0
pllr=n). o £ zeordz) . Ma r—pE Ky

. f L
unque i

(1=
F(g—1)g—z)...(g—n

1.
Inregrale (lr deve effere prefo colle ﬁgmnn regol
12 Si }m.nda.z I’ anzi q\uro i tw'alt (21) ¢

-,I,-,;,---»ii;

quando

per lo coefficiente

ti; ¢ fi riterrd — ovvero -}~ fecondo che
ri 0 par

heduno valore parti
LR

mente a m i valor?

eguo

m)_q ch, m un numero pari o “HJ'”
3.° Finalmente tutte le volte che fi avra

» Ti mette;

i log: z invece di

I
e
di ———— ke
r'—ti4-1

Vi faranno 2p —1 integrali (21) a prendere; cid che i
non dimanda che delle femplici foftituzioni; in quefia guifa |
fi otterra il valore artw fviluppato dell integrale (20).
Aggiungo
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ungo qui i valori delle quantita chi entrano nell’
integralc precedente , percht fe ne polfa ff'.“ un u'f‘a facile
¢ pronto quando il richiegga il cafo; eccoll 2=y ('—4av) ,
e == L %, g=2p-K, r=Ktn—z,
26

_aextbig
oKX —F =2, i Tl

XVIL Dalla foluzione del cafo di g=ap--C >ap fegue
facilmente quella de’cali in cui g=2p, € 4 < 2P5 fe g=1p,
fihal=o; € a=—2; cdil numero deitermint della funzione
razionale di x cl¥ entra nell’ equazione (19) ¢ nt-4=p (2—2)
oZd-1=1; ed il numero de i fiftemi di equazioni atti
a dare il yalore delle quantith ¢, ¢, ecc. &=p(a—2)

+4-¢=o0; dunque Xt :ri: ; ed il numeratore della frazio-

ne ¢t entra nell’ integrale (10) & =— (@17~ - qa’t=
+¢(1,u}); dunque ¢{1)=-—at ; dunque 1 valori (1), (2),
ecc. divengeno

2 (2p— .ax. (2p—2)
(1j=~—-a:+—gl%?, L a—

afn.a(_K_f_x).(:pr\'-;fE) e

(K—1)=—aK-+
Seg<ap,allorm a=1; e fark

e

1 numero qualupque in-
whiide

f 5 Sia dunque

p-C=2p—K , allora K —&; fe K &un numero

qualunque > 1, I'integrale 2 propofta frazione & dato

immediatamente dalla formola (21); fe K=1, fi ridurrd

tero, pofitivo < p; ¢ fi avrd

5 xbHdx XW=Kdx, . 0 ek ook
la frazione —7 ﬂqufnl—x—- in cui il piu piccolo
valore di K’ fia =—2; come appunto abbiam fatto di fopra;
ed il problema farh fciolto.
XVIIL Vengo al 2.° calo in cui g & un sumero qua-
lunque negativo intero; la frazione che fi' deve integrare &

Torm. V1. Na




NE IN SERIE FINITE
iy y , 4=
la riduzione del n% 16 di E

e

cffendo = K —2p; fia come

INTEGRAZIO

in ‘confeguenza —

Hrtugz)t

et

=2 2 eflendo £3-1-g2=g4. I

5 0 avrd (z—1)"

£3
Sia per abbreviare 2(p——1)cfg=
=1 oo (1)

zi"=a_ prendendo qucﬂo terming |

fti valori oy

1 per il

7 e volte, fo
15253,

eflivamente a i qu

cocfficiente &

T
lori di m -}~ ovvero — , fecondo' che m fari um
ovyero un aumero difpari. Dunque

rerd per gli

aleri val
numero. pa

O L i :
. 5 -
un

non

fara



1.2 ®
s~ 1 efprime il rango di ciafchedun termine 5 i pr
7 volte Pultimo termine ponendo fucceffivament:
di p, quelti valo "5 - ovvero — ondo
che g fard pari oy " fard contenuto fra i
limitii e, ¢ 27

Duge [
Sy L

(-

TOr

(s=g4)"ds

)

5

jgf)(;,;,cun:..(u),

L. g
Ho rapprefentato per X2 la 2% parte di quefto
grale, ciod la funzione di x che dipende da i valori di m
i quali feguono immediatamente quello cui ci flamo ferma-
thy ch'era m=p--g—a2.
La 1.* parte dell’inregrale precedente dev’eflere p
colle feguenti regole.
. 1.* Si prenderd queffa 1.7 parte p}-g—1 volte, fo-
flituendo fiuccellivamente a 2 i valori o, 1, 2

eano
pf}fq_.-(n quando m=o, fi porri — 1 per il coefficien-
teieh

2

5 e fi riterra per gli altri valosi di m il

fegno — oyvero il fegno -}~ fecondo che m fard pari oy-
vero difpari.

Nn ij




a8 INTEGRAZIONE IN SERIE FINITE

2.5 Per ciafcheduno valore di 72 fi prendera # volte
Pultimo termine di quefta 1.* parte, il quale rinchinde py
metrendo fucceflivamente per g quefti valori 0535 2 , 35
v...r"; ' effendo contenuto fra i limiti o, € p-g—2;
@ conferverd -}- ovyvero — , fecondo che p fark pari @
difpari.

3.2 Ogai volra che § avra r" —gtr=
—gd-1=no0; fi metrerd log. s invece di

o
. 1 3
di ——————— TRt
7—g—p-t

Cid pofto fi foftituiranno da ultimo nell’ integrale tro-

: iy g 3 b
vato i valori di g4, *' s v ¢ 5 che fono g4 = L =

26
" 28X
=2 (p—1 sy — i ed sm
(p—1) +43 P+q A

XI¥. Fa d'uopo al prefente di determinare la funzione

integrale A ; richiamiamoci a memoria per queft’ oggeita
: I

che dovevamo prendere I'integrale ——-onmr.

Tt
=), . (=m A1y e b i A1y
1 . (e3—£22)"" =20
= g}~ 1 volte ; noi I'abbiam gid prefo offixpreferitto di
prenderlo col metode precedente p-+g—1; refta dunque
a calcolarlo p volte; ed in confeguenza fi foftituiranno a mr
queti valori fucceflivi m=p-g—1, p-+1> pat1,
pbgdezly vear (B ) o in guifa che »" diverra
Tuccellivamente 1= p-g—2—M=—1X;—=125 —3, =43
e ua s =g 5 dungue bifogna integrare la frazione
1 7 —1) .. (F—m1) dz.
Ty e f — ==Xz ef
crgzitt 1. 2e.... i zK(g4—gaz)t
fendo fucceflivamente K=1, 2, 3, ...P-

P

do la frazio colla formola tra-

B

K (g4-g2%)
ferirta 2l n.° 7, rapprefento per 54 la ferie dei g—1 ter=
sini algebraici che vi entrano ; ed Ottengo ¥=2% ; c=—£3;
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b=gyy p=g; m=—K;n=1; dunque f
e, 0)(50K).. (K

e I\){;~'5-KJ<1—4 K) (g4

g Foroes (§—=2) (=g F* N
TR (31K - (K (g

cul il numero de’ termini & ._r,-—l .

dz 1

M) s m— T ae—1— e
e P

4_‘?‘
R

QT

-]-‘ng = . (24). 1l cui numero de’
= £+

termini & = Kj-g—1-
XX. Dunque Xz =

-—4—I<J(, 7=K)--(=K)

R e ( j“ f

(25) . Le funzioni £4,

¥ (£3:82%)%
fcheduna in una feric finita di termini Iimt: per le formo-
(23) e (24).
S] prenderd p volte quelt'integrale foftituendo fuccefli-
vamente a K i valori K=1, 2, 3, -.. £; ed a ciafche-

dunc de i valori di K fi fara corrifpondere cialcheduno de
i valori feguenti di m:p$qkz s P9 s pg—1,
P49—2,..... 2(p—1)¢; e fi conferverd il fegno —
ovvero il f:mﬂ 4, kcondo che m fard pari ovvero
difpari .

i 4 o B
XXI. Si avrebbe ottenuto Pintegrale di = 8 queft”

Nr iij
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1
altra maniera, fupponendo x== —— ; d’'onde rifulta dopo

dx
T XP

le foftituzioni, e riduzioni ncceﬁarief

Sy
T 4 ; frazione ch'd della forma —= |
{7+ X”
KXIL. Se i fattori del denominatore fono immaginarj Sl
=K dx
¢ fempre quiftione & integrare la frazione ,LXP—- le fuu— i

zioni X1 ¢ log. X ch’entrano nell’ integrale (20) non cons
tenendo alcuna efpreflione immaginaria ; allora invece .di
—q:bx+cx® prendo X—a'—2abxcas ¢ + 0% ; ¢ pongo =28

o
- aey s 1o, foftituendo quefto valore di 2, X=(a sind)” -+b'z*
A q : {

b .
By L sk = (1P P

3 ;|+1 indica il rango di ciafchedunt

termine d inomioy fi prenderd il termine precedente 440
volte , foftituendo effivamente a # i valori o, 1, 2, 3
woaq' 5 quando #=o , i porr.l Punitd in luogo del coell
(¢ —1
cicmcu;-f—)— ; onde i ayri con quefte condizionif
P Edr o 6,
Xt Xl s
Per ottenere. quelt integrale rlcOrm al[g folr:ul:l del
n° 7, ed ho, patagonando , =z w7 b= (0P}
b di f z'dz,
e=h*; =23 e
ot =l (@sin’p + b'z*)P
_ r—pk s (r—apb 5 (1= 3p - 7) e (1= 1)
23 p—1) (2P
ws=pts 1. ($59)2
(m-2p }-3)’4'::): G+bxT) e [rr-:)N-g)(n- 2p+5) (@5’ p+ L2
(bt
=) g b (e e B i
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2 ona (p—2) (222

oo (r— ) (5

oo (26) . I cui numero di ter-

It pilt g flnndg valore di # & quello di B=g =—2p— K;
dunque: in ral calo #—2 (;»—1) 2—K; ma :l minimo
valore di K & K=2; dunque #— p—1) fard o ze
fempre un nUMEro Negativo;

Z—t vz,

fi ayra

(a sin )+ D'z G-z

Ora il valore di queft mt.:nvrn!e ¢ dato per la formo-
la (6) (a) della precedente Meimoria , formola di cui i dee
leggere I'ultimo termine nella ma indicata da princi-
p:o 5 ma avanti di andar oltra , noi le daremo una forma
pilt l’acﬂc ¢ infieme pit vantaggiofa per la ricerca degl” in-
tegrali che ne dipendono.

Quando p* & pari, il termine (

2

—1k1

s
log. # della me nm\-m ferie fvanifce , ed 1 termini
divengono — de/(=D) d
no ———t———;

rﬁvf( =G B

=i [ (myem—
b

ST 1_7 Arc, tan,

b

TH T ~}-ovvero — fecon-
dorchioiia : s
do che ;c un numero pari eyyero difpari.

ety Gt y w
Se p' & un numero difpari , i ayrd ———
(_Dm F

(a) V. Bem. della Soc. It 4,° Vol, pap. 57
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dn 1aad

288
—du
f ( bary D) bV (—D)) i (—DyEr
ndu A a3 N —11
D Ma il differenziale del termine (—:—)

b —1 i divi . e e
— A0 " viene in queitz 1poh —m— —————
o Ve (DyEr

du B widu bp'—1 du
u Duuglie (=Dt fb‘u‘-{—D _(4_33);14: fT
3 :
f du R i “
a0 DEFL g'V(D-f-bw)
r—
2
Dunque facendo nella ferie mentovata (6) quefte fofti=
tuzioni, {i ha
1.° Quando ¢ & un numero. pari ¢’ = 2y’
I &

13 . & -
-+ oyvero — fecondo che & pari ovvero difpari.

A

1t
f(D-i—b‘u’j:t‘P" = T =)Dt T (ap—3) D=t
b* 15 b

i 5 Dy

e
(2p-5)Dher=?
bu 4
Arc. tan. _—(‘FJ yeon (27). Il numero de’ rermini =241 5
fi riterrd 1l fegno fuperiore quando p" fard pari, ed il fegno

inferiore ndo p" farh difpari.

22 Sc p' & un numero difpari p'= 2p"-f-1, fi ha
b

f di E I D
DFEerH T ap Dt T 2P -1 D R
- o by %

2(p—2) D’u - V (D0
.o (28). Il numero de’termini & = p" - 15 - OFS
yero — fecondo che p! & pari ovvero difpari.

Dunque quando pl==2(p—1)—n & un numero par

a=ap’; foftituendo per D Db 5 u=z, dn=idz ; ¥

log.

loro
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b —acosP i ‘
L, dx,c riducendo, fi ha

loro: valoTi@ i @5 X

[’f " dx

i

X (b 4 acos ¢ )"
1

+[1p'—3}(.7:;‘;: o) (bx—avosp)T =
1

I
=1 Jl‘il?fﬂ?—(t cos ) H

Arc. tan.

"‘( b —acosd) =T

Ter" —5)

__—— i
{rr:nu VE (b —aces §) (@sing)
bx —acosd
asing S
1l sumero de
quando p’ : pari, I'inf
Se p & difpari p'=

id=pfr; il fegno fuperiore

re quando p' & difpari.
p—-|)—n-*,pL1, i ha

fA;I\ﬁaanu'f"‘ 5p{{!:m\l.JLb.L-—amsq‘j’f’
o

2 P — L)(asiap ,‘\ T — arns o )=
3

e

(f‘_‘—ﬂiﬂ""
(r—2p4-3)X

(‘J(b\—qm;q

acos g )y
3 ‘f"*iﬂ—I*S)K‘

Tom. VI Oo
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1o 22 Bhwn s (P—2) (2)5 (b0 —acos p ="

(n—2p-3)(B—2p—5) e (n—1) X" |

e X[E':c—-rrro.im}f‘)'
mini & =p.

Si prenderh g'+-x volte quelto integrale, foftituendo fuc~
ceffivamente @ 7 1 valori o, 1, 25 350,04 effendo g=2p
—K, e K mai <z; quando #=o , i porrd I'unita in lues
lg'—
flg—r1).

1.2

woo (31). I numero de’ ters

Gl q 2
go del coefliciente ;e quando #=—1 , invece def

2z
{ @sin'p-ba )P

Ia ferie ch’ efprime I'integrale di
(bx—acos o) dx I

T bXe abt(r—p) Xt

ch'd dato immediatamente per la regola d’integrazione , ciod

e
la formola (31) diverrd nel cafo di #=1 ,:%ﬁ.
dx

Lintegrale di {’f——" & dato per la fork
X(bx—acosq )
mola (29) o per la formola (30) fecondo che pl=z(p—1}—it
& parl o difpari, ma nefluna delle precedenti formole con=
tiene degli smaginari; dunque il problema 2 feiolo.
XXIIL Se folle d'uopo d'integrare nella fiefla ipoteli I

i meteerh I integrale

dx
formala 7o, X effendo = @ — zabvcos pof- et  farebbe
T

» 5 e fi avrebbe dopo e foftituzioni ¢ riduzioni ne-
=1
it i AR T et
G (@ — 2aby cos p=0* )¢ e
dx : . f
forma b che non ha in confeguenza alcuna diffi-

ceflarie

colth,




F O RY

Integrazione in feric fuita della Sermola E‘f_——f——

XXIV. Confidero pnnveraanwt: per maggiore femplici-
_(_A—' Ba|-Cx' )dw -

. Sia aebxgttf:

i la formols

fuppongo & =y — Z’ affine di diftr e il 2.° termine di

i |

= . e
X; onde fi avri dopo aver pofto per abbreviare T

3 2
e =D - aiy

ed il numecitore delle propofta diviene pella feffa ipotefi
=( At Biy--cp* )dr; Ar ¢ Br eflendo 'date per mezzo
P 1
Cer

delle equazioni Ar=4A—

de la funzione che

ellendo Y'=f(b1 - a1)
XXV. Svilup)

n¢ i tre fattord dell’ ef

do i termini del tri

kT L
—-—;/ —f——,J primicramznte p

l—l\/

il 22 termine per a—=

0"l 2.* termine per g ed il

. ¢ 3 efiendo , com’® noto, le radici cubi-
:h‘ dell’ upita, o dell’ equazione y* — =0,
Siano ri, ra, 73 le parti conofciute ¢ rifpettive de i i

. . s e i Y £
fattori in quiltione , ¢ pongafi per maggiore brevita — |

Qo ij
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=P-,fl,.|.. g:ﬁ; fi aved ﬂ:l’/fﬂvgg-pml’—\/@;’

4 27
pima (P @) B (P=\L D), 7328/ (P+V D}/ (P—y @)\
Dunque 3’ =gy —-bi =y =11) (¥ —r2) (Y= 13 =(=r1)

p—(rz4v r2r3 )3 fia peér abbreviare 72-+r3=ryy
-Eirg::“r; ;I-ﬁBIJ\J:;:ré f".;),.—_—Vﬁ’Jr v @,)—V(Fﬁgv _('23;
¢ 5= {/(P R (P =V &) + 5 Spponeo
M Byl A4 BCy
PagFbt —y—r1 P —rayis ’
b= 71 (r1C - Br ) At E,jAn(ra,—rx J4rs( BitriC)
T3 —rI(T4—TL) 75— VL (¥g—T1)

C:c(r;;—-ﬂu)—Ax—Blrl

s fi troverh

. Dunque
¥5—¥1(rg—i1)

(Av4=-By+G)dy p g e

f WE;——_CU& - Alog. (r —#1) j—-1 og. 3
2B rac

V(ars —r47)

¢

ftituendo in quefto integrale il valore di p=w'+ -

(=71 475 )4 Ar. tan,

(_A‘-)'-B 1= (') dx
at b ot [
2B raC'

(e Gmun) i it

25— ¥4 e
(2]

re- tan. ——————5n
Arc. tan. @) ;
Qualungue fia la natura de’fatrori Fia 2573, I' inte~
grale precedente non' prefenta alcuna difficoltd in virti delle
rifleffioni gid fatte, e del prodotto fempre reale di due de?ins
derei fattori’ prefi nel debito modo .
XXVL Ritorno al cafo generale, e pongo
1 "

i
50

==Coft. - ]Dg.(:.‘—)‘z S 7

1
— — 3 dunque = ——5
U—r ) —rarErs) P—rgdrs’ o e
1wt du 1 réu- gt
1= T ;dy:—‘F; ¢ Yrmiiy-rs= e




BLLE FOAM
jore brevitd r6=—=2r1—7¥4;

do per ima

(#1—74 ); dunque

dunque

C [J’h
-+ cy: S

avendo fuppofto: per

>

],
P B
O sy b )
1a frazione che f.: d’uopo integr:
XXVIL Ma offe
th del merodo offia d
! quefti integral

(f£+BxL’ *)d%

—~—. che quefl’altra di gran lunga piii gene- ‘
|

4 eflendo un numero qualun-

I cafo in cui g &

come un cafo
niéra verrd a

i dx
) Siha ==
1 ha i

c 1
7L ——; dus

3f’
ot o
BT ra (1 fin )t

5 prendendo quefto terr

ne -1 volte,; foltituendo a #' i valori fucceflivio, 1,2,

s &gl B —I)uss
L 35e+40; fi porrd Punitd invece del coefficiente 2lg—)ess
1
quando n' fard =o,

0o iij
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()m[a 12 frazione che fi deve integrare & quefia
?(’.’-—-'J Ag—=rka) - fif
# T2 S+
it farit '© pgumo o negat]
ic in generale per -l- K5 .m:qu.

f(aerxA ext -!~fx’)’ .
ut Ky s Y

2 2
P :6”4—1’7:&’}? JUU33). Ma 'Pintegrale del !;{
membro  dell’ equazione pre:cdemc il qu eflere prtﬁé@,

4+ 1 volte foltituendo fuccefivamente a @ 1 val lori'e; 1y

3.-.-.11, & dato, per, le formole (20 € (21) ovvero (238
¢ (25) fecondo che K' fard pofitivo ovmo Negativos; dulh

“que il problema ¢ fiolro,
Paragonando fra di loro i denominatori a+hx+m' -

1 frontutry, i ha x=aja=1;
6 -4
(16'—4r7)s glﬁ—,J <5
EL 1 A o 9
U -16—g

= ersng-i/[p.,_VOW‘
3y f(P+}//§)+"V(P-ﬂ/@.

dic
XXVIH Pec integrare la formela s 4, 0 € X efprt-

irg ru\n:m., conlidero: la rw:mz.mn: |
Ty

del m® 245 che "4 — =—
¥ e WE T it rut s+

mendo fempre e medeli

fupponga 1--fiu=y; & avra 5=
¥j
8 1
1 of-r6n -i-n’r',w—r k2 17—!- avendo’ fatto  per mags
giore brevith +8 __"r7+f1(flw—r6 ;¢ rg=refr —argi




3
#' i conferveri -}~ oyvero —, fecondo che #° fard pari oy~

vero difpari . Dunque

7 i
qmﬂo mlcmal» pur mezzo delle formole (20) e (
vero (22) € (25) fecondo che n'—¢q un num
tivo ovvero ucgau\u, e fi prendera K 1oVe

¢ per ' quefti valori o, ;, 2
vero il fe

1’1|smn:mdo fra di
.“—Lr;j -r7s™ i avrd &

ro)—fr(g-+r9),

(28419 —2 ) —f1 (ro—g)’
g

#(2rg b9 —2)—fi(ra—g) =7+ fi(f1—16);

¢ r9=7r6ft —ary.
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E inutile di offervare che per r1 abbiamo intefo di ef
primere il fattore reale che ha neceffariamente il trinomijo
#* +ay—ba; d altronde fi pud ancora avyertite di cid g
pofleriori , poichd denotando per L, ¥2, 73 Ie efpreffioni cape
daniche come abbiam fatto, fi fa che ciafcheduna di cffe ine 8
differentemente prefa & atta a rapprefentare uha qualung
delle tre radici dell’ equazione del 3.° grado p*raiysbizo. (g8

Si farebbe ottenuto il medeimo intento ponendo x=?;,'
ed allora la formola da integrare farebbe divenuta della fors

xdx % erc ity L ekt
molaﬁr che abbiam di gia fviluppata. Se i trinomj 1416

-ryu, r8-ros frys” hanno i loro fattori immaginarjyl
allora fi ritornerd alla formola (31).

Tnbegrazione i ferie finita della formola
x=dx

i ¢
y— s Gaveh e k- Xt
y—s avdiod S o

4
lﬂ}b:; by 421, dopo aver fatto per

o3
ik

T
))"b“’ 7 Gt
Suppo conformemente. a i pi
delle cquazioni del 4. grado, che il guadri;
I b2y~ b3 fia cguale al prodotto di quefti, due t
=B 7 — =} & ha, com’E noto
fi 3o abndd (b — 4b3) 2 — b3
bile al'3® grado, poneado §*==D; lc quantitd 3

a_cid unabell' | devtera divetia al Nk

i, che ba per  menico Girolamo Sala
logna #1387 nélla Sta

tuto delle Scienze.
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a8 biop s b

date per mezzo delle feguenti equazioni = ETRRET
b[+al -—;; civ pofto, i fateori del quadrinomio
r‘+br}’+b:y+-bg fonot .
J—'_‘_V( 4“““(51 }'J}
bz
}'—;-E—V(-—] (b:+-§-))
i bz
P 2 e A
& 3
i e L Hn-—f))

Se fi mette in :iafch:duno de’ fmou precedenti il va-

1
2
L
z

T

lore x+ii di p, ¢ che fi rapprefentino fucceflivamente per

kel ‘:3‘ , #4' i termini concfciuti di quefti fatrori , fi
a b

aved (- re) (@ -r2) (e r3) (v - rg) =T+E x

b

XXX SVJIuppmmo pnmxeram:nrc il cafo di p=1, pren-
dendo per numeratore la quantith A--Bx--Cx* - Dx'; ¢
ﬁ:g\ponnhmma 1 quattro fattori ineguali fra di loro; i trino-
m g, B —dy -y cllv::nﬂonu in forza della fo-

ftituzione di x+;sad Fat g, 0 - -9,

el ~T- ey

dopo aver fatto pcr abbreviare ,s-'—}; (8-]— i}): £i;

i

b= y—]— (M—a) ¥13 H—s__s ; fia
11+Ba+Ca:‘+Dx' 1 A+Bx , C-LDx
arbo v e sk P31+ g ! x’+81x+'y: )
Si avrd, confrontando le quantitd omogenee: A'p1+Chizd,

Tom. V1 Pp
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B4D=D, f24+18 +31C 21 D=8, A+B5:4C- D3 —C.
Da cui i deduce
A‘(ﬁ.((ﬁlJCAB(?a-Bx)-L—D(-yz3lu;!lé:j}+:1(7:—ﬁl+:’.|(21—Ez))

== (Bi—y1) - (31—32) (3131 —d231) N
__A(Zx—éz,]‘rﬁ(p;l-[!1J-C(y;b‘x-|aa-5:.)-r.!'){a Bx—ﬁ@i).;._m(ﬁl_m
= (Br— 1)+ (Br—82)

B

1) ;
o8 (51-32)) e Baa(ir-2) 1 C( B ey i D'y 13a—p

(Br—p 1) + (F1— 1)
A(32-51)+Clp181-6132) ¢ Bili=3/)+D( 1 {31 -B1): 32y 131
1§
Si avra dunque nel cafo de 1 4

(11+Bx—}—Cx’+Px‘jd:c ok B
et - ¥e f\._

natore

10 veruna dific

XXXT. Se due de i quattro fartori del - der
divifo da & foffero eguali fra di loro, per el
non f farebbe allora altro cambiamento nell
precedenti che di porvi ari! invece di $z50E

¢ o farchbe = —, § effendo dato immediatamente dg queffa |
equazione dell 32 grado 8'-f-2b1i-2ba =0, e lo frazio-

1 A .
ni da integrare farebbono = -

. 1
b 4 xftrx g e i

Se tre de i quattro fattori del denominatore fempre
divife per bifoflero cguali fra ‘di loro , fe, per elempioly
=3’ (i avrebbe fm" By -+ Cot o Daeyd
al=r3', (i avieb et e
E) (A-}-Bx-|-C'x* ) ‘ I fl}’:.!x
9 (e-r1’)’ b xtrg
E le feguenti equazioni darebbero il valore di A, B, Ce Dy
Arg+-ri"D'=4 , A 4-Bry 431" D'=B,
' D= Cry4-B=C , C4D'=D, ciot




FORM =
.,ﬁ+/‘(}.¥“’.‘-,
cs"‘

D imnL 8
a’.p‘:" (r4'D—C)

a1 —ry) —rit

colth.

I reflo non ha nef
generale; ¢ fuppongo che i fate

XXXIL Vengo al cafo

Jpx*) fiano reali ed

‘ tori del quinomi

1
sneguali fra di loroy Si ha ————————7"——7rg
i3 A 1 b - cat o= fc A= bt

1 H

7 dopo di aver fatto per

—
f;(xru )(x +r5 ,\r’+ra ¢

fi

(eprn’) (e
1

——
wfere!
18t rotriotd

== 2RSS, idopo aver pofto fympre a cagio-

g
\
|
Dunqut - =———
fa-{-b\c:rcx‘—; it - Bt 5
wPFS N —r 'y 1 3 g
( 4 s Confidero in primo luogo il
2 FIOTE) &

onc che fi dovra integrare fard
3 ma (r—rriu)
rr"4", prendendo g+x yolte

nuefto’ termine,, foftituendo fuccefivamente per #” quefti' va-
Pp'ij
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lori 05 452, «---q5 quando #”=o, [i porrid -t per il
Qlg—1) § 5 st
coefficiente !{:q 5 ¢ per gli altri valori di #" fi con-

fervera il fegno fuperiore , oyvero il fegno inferiore , feconss
do che #" fard pari ovvero difpari. y

s p

Onde la frazione precedénte diverrd EQT
g(g=1) . (g—72"+1) Wty
Lo R (1418 ugrou’4riou’y
giore brevith g4p-a" —g—2=K", fi avrd
wdx M gl —1). g 1)
(atba-pea™fo +hx' P g AR
X" du

Sia per mag: I

(1-r8u-frouriow)t A

St prenderd g-}-1 volte quefto integrale ch’@ dato per 8
Je formole (27) o (28) fecondo che K & pofitivo o negatis
vo, foftituendo fucceflivamente per #" i valori o, 1, 2, 388
+.+.q; ponendo mente di mettere— 1 invece del coefficiens=5
L E‘f L

t - quando #"==o ; il fegno fuperiore quan

n' ¢ pariz e T inferiore quando #" & difpari.
3 5 dax
XXXIIL Se ¢ ¢ un numero negativo, fi ha e

Sia 1—vi'n=s",

W ((—F LR (1 TSN O R TP RO )
—s" 4
fi aveh = ——, ¢ 187w 1104
i
—L 2 2, : f 1 __pro's -
o TLEEE ‘4”’7_‘355_7 dopo’ di aver fatto per abe
1
breviare pi '(rg‘-}-n'(l;s‘-;rr;';)rl» 10!
ar1e'=r12; e riro'Brio
dnmits il (1—. I+ids" Sit
Xt Bt Sr1i—r1as +r138 —rio5 )
2{2p-—1)-4-g=Kv {i avrd nel modo pid volre accennatd

(remg )8 ke
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f‘ dx 1
=
P e ) T

(Kiv—# -I-U‘f
T ¥ F135 =10’y )

cflendo K¥ =nv—gq.
gé:’;wgnd:rﬁ Kiv—-1 volte -;{mlln integrale per mezzo
delle formole (27), ovvero (28), fecondo che KY fara pofi-
tivo oyvero negativo, foftituendo fucceffivamente a @iy
foti @y T2, +0nl¥ fi conferverd il fegno fuperiore , Ov=
vero il fegno. inferiore , fecondo che av ‘Fe.ril pari ovvers
difpari , ¢ quando nv=—o (i porrit -}~ 1 in luogo del coc

w(Kiv—1)

Koyt

o

ficicnte

XXXIV. Eeli & cvidente che le formole (36) ¢ (37)
poffono ancera fornire in virth delle formole antecedenti ,
da cui effe dipendono , la foluzione del cafo in cui due de’
quattro fattori del guinomio af-bx - oxt o= focd bt fono
veali, gli aleri due immaginarj.

Se i fofle pofto n= ; 5 Pintegrale i

divenuto quello di uma frazione di

abbiamo di gid offervato.
XXXV. Refta a dare la foluzi
tro fattorl del mentovato quinomio fono 1
w0i confesuiremo quefte fcopo coll’analifi feguente, la qu
abbraccia ancora Iipoteli di due reali, ¢ di due immagina-
7j de’fattori in quiftionc.

Abbiamo di gid rapprefentato il quinomio a4-bx+-cx*
- fx? 4 Bz per lo prodotto di due fattori del 2.° grado;
$¢° i fattori femplici di uno di quefti fattori dsppj fono im-
maginarj , i fa'ch’effi hanno necefla ente quefta forma
®—l—if —1, x—I--i)f —1 , in modo che il loro
prodosto’ divenga una quantird reale —alx -l
ed il prodotto degli aleri due fattori femplici reali fard
—=a'~bx--a ; fe poi quefti foffero ancora immaginarj
ciafcheduno di loro avrebbe fimilmente quefta forma
Pp iij

mmaginarj ;
le
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V—x yoofuf ,«.ﬂct‘do: | loro prcdouc una quantitireale
._.x — ol -4 D .Suppnnuldo (d“l,(‘"h ad-b

o fl - A (% |- ix -iz) (\ iz i), ciafchedis
nu de” lrmum; x - 73 potri rappres
fentare il pmdowc de i nlwmo fattori fcm 1\1:1, rcall 0 im=
mawnmn 5 pre . Si ha
dunque nel cafo di d.h fattori femplici rmh, ¢ di due int~
maginary, ov veso di tutti'i quattro fattori immaginarj (S

(a-1=b> by x 4
Euh (- qux{honc di trovare l‘, Juymm parzuln ‘ :]h. hanng!
per denominatore ciafcheduno de’ fattori precedenti ; ma gios
va proporfi un problema ancor piii generale di queito, ciot il
di determinare le frazioni parziali , che nafcono da quefta =
i Sy “f"“‘ Ry ; effendo g e 5 de’numeri qua-8
‘um.;uc interi, pongo §>¢, in guifa che #*fizx iy fia
la formela del 2.° grado alzata a una guscnm mngglorc dig
ipoteli che non
blema , dalla cui foluzione trarrd poi quella di :454“
la qln[:. forma pmprmmnu i1 softro cafo.
2oL gaaci J-g;x"‘— 5
~g¢(2g) . Il numero de’termini &
fenti 41, 42, 43, ¢cc, fono dati pers
1 conefciute della potenza ¢ !nlu-»}ma del mnonuo
%42 ; alla ftelfa maniera (a3--izx -2
oo g1t e gasged ek L s )
effendo il numero de’ termini =25+ ,:u,!: 2§35 ece, 1 coeffi=
ti 1 trinomio ' 430,
Pinza (X A ix 4 iz )"(.c +i3x - iq)
)0 zq- Jeye(ag-2 )t sasoga T vo g0t
q[ q)eq(2g= 1)x+ 2T g T
| Srs)uffas—)esflasa)at e fint =t f)x"-'—f x4 Fi

elléndo c1, cxy €3, ecc; fI, f., ,l';, oce dells indetErmis
nate, che troveremo fra F055~




Nellt ipotefi fompre di §>7 moltiplico il denominatore
della 2. frazione per il denominatore d
difpongo il predotto come fegue . - X b ol
L‘(:Jj}!(:.!)‘.-t(:r[—l)jfi!‘-l]X'rt[".lj)ifls-z)k’h..-!rfzr,ﬂk'"-:{'(l[{—l;a‘ H 1 &N

+r{:r{d)-‘(=!}x<:'{zr.l-l).!(zs—l)x’tu.ﬂ'(zq-l]jlx"w
c(2g-2)8(25)x 4 v e 20(24-2)528
£CCy ecc.
Abbiamo’ moltiplicato 25 <}t termini per 24 terminiy ve-
diamo  dunque come nel noftro prodotto fi contengono
24 (25 1) termini ; il numero de’ termini della prima ferie
orizzontale & =2/(¢--3), quello della 25 ferie orizzontale
t— s (stq)—2 , quello della 3.0 [eeie orizzontale &
—az2(s4g)—4, e cost del refto ; ma vi fono 24 ferie,
dunque il numero. de’ termini dell’ ult ferie orizzontale ¢
2(s5—g+1); dunque il numere totale de’termini & =ag(as+1)
= al numero neceflario.

Se (i confiderano attentamente i coefficienti de’ termini
omogenei ; che formano delle feric werticali nel prodotto
precedente , (i vedra che il coefficiente di x5, prendendo K
di K=o infino a K=2q—1, & qis(zs — K) -c2g—1)s
(25—K - 1)} o(2q —2)s(2s — K Y nne2g — K)s(25) 5
il cui numero de termini & evidentemente = K-

i ii troverh che il coefliciente di x*¢¥
infing a X'=z5—24 , & =c(2q)s{25—:
20 =K' Je1) = e(2g—2)s (25—24—]
K'—1); il cui numero di’ termin
nella feffa magiera che il coe
prendendo K da K=o iafino a K'
=e(ag —K'+of2g — K'—1)s1  cfz0 — K'—
4 c1s(zq— K" —=1), il cni numero di termini &
Moltiplicande ora il numeratore della 2.* frazione per il
denominatore della 1.* ne defcrivo il prodotto come fegue:
qlza)ff2s)+a(2q f(2s1)eg(2qlf (2522 ) uj{::;}flx"}':q(«qqb’w"; i fiptr=r
-1 Jfaxt =t .
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q(2g-1)f(29)

5 Abbiamo  moltiplicato 2s termini per 2 — 1 termini;
vediamo & il noftro prodotto contiene 28 (2g -}~ 1) termini;z
il numero de i termini della 1.2, 2%, 3:*, ecc. feric oriz-
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zontale & rifpettivamente = 2(g43) , 2(045)—2 3 2(@s)—4., ecer
ma vi fono 2¢+1 feric orizzontali; dunque I ultima contie~t
ne 2(s—g) termini ; dunque il numero totale de i termini &
= 25(2g~1)=al numero neceffario - S
Se fi pon mente a i coeflicienti de’ termini omogenei
che giacciono in colonne. verticali nel prodotto precedente fi
troverd facilmente ; 1.° che il coefficiente di %%, prendendo
KdaK=o infino 2 K=29, (29)f(25-K)+g(2q-1)f(25-Kt1).
g (ag—z2)f(as—K+2)+ +q(zq-—K)f(z:J, il cui nu=
mero de’ termini =K -4~ 1; 2. che il coefficiente di &'+ |
prendendo K' da K' = 1 infino 2 K'=z2(6—q¢—1,
=g (29)f(2s—2g—K)4-9(2g—1)f(2s —20— K+
(g 2) (35— 20 — K -2 ook f(2s — KD 5
cui numero de’termini & =291 ; 3.2 che il coefficiente
di &+ prendendo K da K'=o infino a K'2g—1, &
=4 (2g — K'— 1) f1 ¢ (20— K'— 2) f2 |- ¢ (29 —K"
(2 —K), il cui numero de’ termini .
XXXVI. Paragonando finalmente i coefficienti trovatil
delle medefime potenze di &, fi ha quelta feric di equazioni it

CoEerrrcienTte di &%
(9.5 20)s(28) — () f{ 129 =

CokeFrFIcIENTR di xK

prendendo K da K==1 infino a K==2g—1 ; il numero
de’ termini pofitivi & eguale a quello de’ termini negativi

c{2g)s(zs-K)se(ag-1)s(z5-K 1)ec(2g-2)s(25-K+ 2)+wte(2g-I)s(25 )

{39)0eus =ohi

‘;(zqmgr-K)-q(zg-))ﬁzi-K-M} g(2g-2)f{25-K2)eimg(2¢-K)f(23) S8
COEFFICIENTE di xM

il numero de’ termini pofitivi & = 2¢ ; il numero de’ters
mini negativi == a2g--1.
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c( q):(z:—zq}ﬂ(zq 1)s{2s-2q+1)He(2g-2 (2524 z)+.>+cls(u-1)

.f“éb‘hr—=9)-'r('?—'m“4-f+1}—(.'(24 2)f(2s=2g+2) = -‘ffv}
CoErFlcIENTE di x'H&
prmr]:ndo K da K' infino 2 K'=as—29—1, il au-
mero de’ termini poim\n & = 2q; quello de’termini negati-
vig =201

t(xq}sfu»zq-K}w(zq 1)5(2s5-2¢-K1)#c(2g-2)s(25-29- =K 2) it €15(25- K x)

(41
—a( xﬂf(u‘lq-K'J-'i(ii?-l)f(ﬂ- G-I 1)glag-2)f(25-2g-Ks2)cf (25~ )

CozrrricienTE di x¥

il numero de’ termini pofitivi & eguale a quello de i rermi-
ni pegativi, =29

c(2q)re(20—1)st-Fe(2g=2]326(20—3)83 b O1S(20—1)
4 =c
—glag—1)fi—a(za—2)f2~4(aq—3)f3——f2)

CoxFricIENTE di xMEX

prcnd«:ndo K' da K'=1 infino a K'==29—13 il numero
de’ termml pufnv: & eguale al numero de’ termini negativi,

o 2g—K ) 0(2g—K'—1)s 140(2g—K'—2)s 24 wnrte15(2—K'"-1)
=0

(43) -
~1€szK—l)Jl—?f*q—K"—z)ﬁ —g(2q—K'~3}f3——f24—K)

Abbiamo 2(s +¢) incognite a detcrminare; ma i fiftemi
di_equazioni (358), (39), (49)s (31) 5 (42) € (43) danno ri-
fpettivaments 1, 2§ — 1, 1, 28 —2g—1, 1,20 —1 , Ciod

2{s +¢) equazioni 5 dungue il numere di queﬁe & eguale al
numero delle incognite .

Fom. VI Qq
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XXXVIL Egli ¢ facile di trarre dalla foluzione prece-
dente quella del problema in quiftione . Sia dunque s=g¢
=—p ; luppongo (% bir iz = X 1T gaatt
ook glap— )l 2p) s © (27 --i3x-big ) —at R
Xt FJpaxttie o fp(22— 1)x--p(2p); ¢ la fra=

. 1
c(!?)-(—«'(zp-—1]x+r{1[1—z)x‘+....+c‘:x’?"+¢'[x‘?.-.t 1
q(2p) + q(2p—1)% + + g1t ot
Fiap) b fp—1)% A f(ap—2) e ot ST
(a8 P —1)% v PR 2
Dungue ponendo , come convicne di fare , nelle e
zioni precedenti p invece di s, e di ¢, fi avra quefta fer.
di equazioni .

CosrrIcIENTE di x°.
(44) von CPRERY— (RS =1-
CorrriciENTE di K

prendendo K da K=1 infinc a K=2p—1 , il numé|
de’ termini politivi & eguale a quello de’ negativi = K+ 1

(2p)p(2p-K) b e(2p-1)p(zp- Ko 1 )4 R(2p-Kt-2)o(2p-2) k(2P P
4o :
~gl2p)f(ap-R)-qap-r)fap-Ko 1)-f Ko 2h(ep-2rma(2E-KI S

CorprrctenTE dixt?

il numero determini pofitivi & eguale a quelle de' termini
pegativi =2p.

L o(2p) -+ e(ap=1)p3 +E(2p-2}pz - ok E1E(2P-1)
46) <ien
—g(2p=1)f1—g(2p—2)f2—g(2p=3Y 3= fl20)
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Corrricrents di it KL

prendendo K da K'=1 infino a K'=2p—1 il numero
de’ termini pofitivi & eguale a quello de’negativi = 2p— K.
f(iﬂ-K’}-i-f(lP-K"‘l}'PI+F{‘-P"K'—:)Fi-‘.-----Jr“F{'IP*K'—I)

(4700 : 2 =
plap——1)fi—q(ap—K—2)fa—qp—K 33— (2K

I fiftemi di equazioni (44) € (45) fono dedotti da i fi-
flemi di equazioni (38) ¢ (39); ¢ i fitemi (46) ¢ (47) da i
filtemi (32) ¢ (43). Egli 4 evidente , che allora i fiftems
(40) ¢ (41) divengono nulli, o eguali a zero.

Si hanno dunque 4p equazioni , per Mezzo delle quali
fi troveranno i valori delle 4p incognite ; ma il procedere
dell’ climinazione , -da cui dipende quefta ricerca , & lungo
d'affai , e capace a prefentare fovente de’grandi oftacoli,
malgrado gli artifizj infigni ufati per formontargli da i pilt
celebri Geometri del noftro fecolo ; cid pon oftante fi pud
con diricto affermare aver noi confeguito I’intento propo-
fto , per aver ridotto I'unico lavoro che refta da efeguirvi
a delle pure operazioni di Algebra finita , le quali in gene-
yale fono fempre poffibili. Si ha dunque nel cafo di due, o
di quattro fattori immaginarj della quantith a--bx --cx!
o fxt ' Fradde: -
/et f(s+bx+c:¢"+fx‘+ﬁx‘;" i o

2p— 1) 2t adx Bl

C( il —
b i TRy

D kA
Si foftituiranno fuccellivamente in quefti integrali, che
fono dati per le formole precedentis a £ i valori 0, 1, 2,

B a1
XXXVIIL. Da quehti principj fi potr
gomento di alzarfi ad una maggiore gencralitd
T integrazione delle formole , i cui denominatori foffero
tenze qualunque di formole fuperiori al 4.2 grado ; ora ¢ ¢

Qq ij
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fiflando a’di noftri il termine della rifoluzione delle equa-
zioni , i noftri rifulrati farcbbero propriamente ipotetici,
Ma olere a che i metodi di approffimazione per ottenere le
radici delle equazioni fono moltiplici , ¢ perfezionati. di
molto , una fimile confiderazione non ¢ impedird mal di og~
cuparci ulteriormente di quefta maniera, ben fapendo , come
ha ricordato pilt volte I'immortale Eulero , che il calcolo

integrale giungercbbe ad un grado altiffimo di perfezione

fe fi poteffero ridurre le difficolrd a quelle, che la fola Al-
gebra finita ci prefenta.




