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SULL: INTEGRAZIONE DI @UELL' EQUAZIONI,
LE QUALI NON SODDISFANNO ALLE
CONDIZIONI D' INTEGRABILITA

Dsr Stonor Pierro Paocl.

' Noto che dell’ equazioni differenziali tra tre 0 pilr var

riabili altre ammettono una equazione di un ordine -
feriore , che ad eflc foddisft , ¢ ne & Iintegrale completoy,
altre nd . Dai Sigg. Ewler ¢ Fontaine per I’ equazioni -
renziali del prim’ordine , ¢ dal Sig, Marchefe di Condorees
per quelle degli ordini fuperiori fono ftate date le condizio-
ni neceflarie, perchd il primo cafo abbia luogo. I Geometri
hanno credute aflurde ed impoffibili tutce I'equazioni del fe-
condo cafo , perchd hanno penfato che una cquazione diffe-
renziale non potelle efprimere una. propricti reale , fe la me-
defima proprietd non era efprimibile da una equazione fini-
ta. Ma cost penfando hanno attribuite ai criterj. d' integras
bilita pitt i quello , che loro conveniva in vigore de’ prin-
cipj, ond’erano Rati dedotti - Poich® fe in una dira equa-
zione quefte coadizioni non hanno luogo , non fe ne pud
concludere che la propofta fia in qualunque fenfo aflurda,
ma che fia tale folo nell ipoteii , alla quale & appoggiata la
ricerca de’criterj medefimi , cio¥ che rutte le variabili dell’
equazione , fuorche una, fiano tra loro indipendenti . Onde
1a confeguenza, che (i deve dedurre dai criterj non foddisfat-
ti, non & che la propolta fia aflurda , ma che in effa tutre
le- variabili: faorch? una non polfono effere indipendenti . B
f+ (i affumono tra quefte variabili dei rapporti , che non ef-
{zado per alcuna parte determinaci , fono percio rilafciaci al
noftro arbitrio, la propofta eiprimera allora un rapporto reas
le tra tuete le variabili. Per fifar le idec fupponghiamo che
fia data una equazions 1

eaziale tra le tre variabili %5
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¥y e . Seefla foddisfa alle condizioni d’integrabi I}
potrd integrare nell’ipoteli , che le variabili x ed » ﬁang
tra loro indipendenti, e Lintegrale riferico alla Geometria
elprimerd una fuperficie curva. Se poi i criterj d'integrabi-
Jith non fono foddisfacti , la propofta non potrd fuﬂ'ﬁerc,
allorchd le variabili 2 ed » fi riguardano come tra loro in-
dipendenti , ¢ non rapprefenterd a!cuna fuperficie . Ma poi-
ché le variabili x ed y devono tra loro dipendere , fe pren-
diamo una equazione qualunque tra x ed y , la propofta com-
binata con quefta fark integrabile , e I'integrale foddisfa
alla propofta, fe infieme con effo avrd Inogo 1’ equazione a
funta tra a ed p. Ciot in queflo calo la propofta non rap-
prefentera una I’up:rl[uc curva , ma una cuiva di doppia
curvatura, efprefla dalle due equazioni precedinti: e la cur-
doppia curvatura rifolvera il problema in quefto: cafo,
come nell’altro lo mifolveva la fuperficic curva.

Sig. Monge il primo ha rilevata I incfateezza di que-
flo giudizio de’' Geometri nelle Memoric della R, Accademia
delle Scienze di Parigi per I'anno 1784. Quefto gran Geo-
metra ha oflervato @ priori , che I'equazioni riputate affur-
de, fe [i riferifcono alla Geometria , rapprefentano propricti
reali dell’ :ﬂ:njmm., € percm efle fono reali. Ma lla pro-
prleu 5 che & efpreffa in una fola equazione  differenziale ,
non fi puo rapprefentare con una fola equazione ta , ma
richiede peceflariamente due o pilt equazioni . In farei § als
lorché queft equazioni pon comprendono che tre fole varia
bili , appartengono , come abbiam detto di fopra, ad una
curva di doppia curvatura; ed ognun fa che le curve di dop-
pia curvatura non fi poflono efprimere in termini finiti, che
nte due equazioni. Tutte pertanto Iequazioni differen-
i, tanto quelle che foddisfanno alle condizioni d’integra-
bilita , che quelle, le quali non fono alle medefime condi-
zioni fe 5 ha trovato il Sig. Mouge efler capa:i di una
vera mrurumng, con quefta differenza rcm, che Pintegra-
le delle prime & efpreflo da una fola equazione, mentre quc[,
lo delle feconde nen pud efprimerfi che col fiftema di piit
equazioni {imultan:

L’ oggetro di quefte ricerche & quello dilluftrare quefto
nuovo ramo di Calcelo Integrale, ¢ di dedurre la teoria di
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queltequazioni da confiderazioni puramente analitiche. Quan-
tunque fia pit luminofa la ftrada tenuta dal Sig. Monge , la
quale fa fubito vedere , che quell’ equazioni elprimono una
pr.np{iu.’t reale dell’ eftenione , ¢ dalla natura di quefta pro-
pricta deduce I'integrale di quelle; pure fembra pib diretto
il ricavare la foluzione di un problema analitico dai foli
principj del Calcolo , tanto pilt che non i pud quefto pro-
blema alla Geometria riferire , quando le variabili fono pilt
diotre . i pud in quefto modo pilt accuratamente gindicare
del numero dell’equazioni integrali e della forma delle fun-
zioni arbitrarie , che: fono in effe comprefe: fu'quali due ar-
ticoli fon giunto ad alcuni rifultati non conformi a quei del
Sig. Monge, i quali fotropongo. al giudizio de’Geometri.

ARTHGO L O T

Dell’ equazioni del prim*ordine , nelle quali le differenze
Son' dineari.

1. Supponghiamo che fiano date due equazioni
dz— Mdz — Ndy—=o ()
dz — Pdx — Qdy—o
ove M, N, P, e @ fano funzioni delle variabili x ed y.
Quantunque in ciafcuna di quefl’ equazioni l¢ condizioni d'in
tegrabilitd non fiano foddisfatte , pure confiderate infieme ef-
fe fono. reali 5 e determinano il valore di y e di z in x.
Infatti fe ne deduce
(M—Pldx4-(N—8)dr=0,

e quefta equazione , non contenendo che due fole variabili,
¢ fempre integrabile , ed il di lei integrale ci da il valore
di y in x. Si foftituifca quefto valore di y in una delle due
prime equazioni , ¢ quefta dopo la foftituzione non conterrd
che due variabili . Sard tiunq"e integrabile , ¢ f& ne potra
determinare il valore di = in x . Ne fegue , che ciafcuna
delle due equazioni precedenti confiderara da fe fola non ci
dit alcun rapporto tra le variabili &, y, ¢ ma fe fi com-
bina con I'altra, il filtema di queft'equazioni derermina due
delle variabill %, »5 ez per la rerza. Abbiamo fuppofto
che nelle quantiti M, N, P, ¢ @ non fia contenuta Iz =3
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fe vi foffe comprefa, <id non farcbbe altra differenza , fe non
che Peliminazione di z non farebbe cosi facile.

Se fofle data una fola dell’equazioni (a), quella da per
{e fola non ci darebbe alcuna relazione tra le varisbili x ,
7, ¢ %, poiche due di eflc non poffono effere tra loro in-
dipendenti a motivo de’criterj d'integrabilith non foddisfat-
ti, ma dovrebbe combinarfi con un'altra equazione. Quelta
feconda equazione non eflendo data , il problema, in cui &
cerca Pinregrale della prima, fara in certa mapiera inderer-
minato, e potrd prenderfi per feconda equazione quella, che
pilt ci piacerd. Ma poiché I'oggetto di quefta feconda equa-
zione ¢ di ftabilire col mezzo di efla un rapporto tra due
delle variabili, per efempio tra x ed », potremo fubito fup-,
porre che effa fia y =¢.x, cffendo ¢.x una funzione qua-
lunque arbitraria di x . Softituito quefte valore di ¥ nella
propofta , effa diventerd un’equazione tra due fole variabili’
zed x, ed efprimerd un rapporto reale tra z ed %! e que
fto rapporto tra z ed x efpreffo in termini finiti, e combi-
nato coll’equazione y=¢.x fara I'integrale dell’ equazione
propofta. L’integrale pertanto di una equazione, neila qua-
le le condizioni d”integrabilit: non fono foddisfatte , & con-
tenuto in due equazioni, che devono aver luogo nel mede-
fimo tempo ; e quelt’ equazioni contengono una funzione ar-
bitraria.

Sia data per efempio I'equazione non integrabile da fe
fola, dz coftanti:

, €C. aviemo dz=—adxpi

o} bdxg'c, ed integrando z = 52 bgse. Quindi Pin-
tegfale della propofta ¢ comprefo relle due equazioni z
=afdxp.x 4bo.x, ed y=q¢.x, o fia (pofto fixy, Lo
per evitare il fegno fommararic ) nelle due feguenti z=al.x
Hblix, ed y . Infatel foftituendo quefto valore di =
uell cquazioné dz==aydx -} bdy avremo adsl.%+bdwl'x

g7dx%-|-bdy , la qual equazione € identica a metivo di ¥
=lx, ¢ dr=dxlix.

Se vogliamo trasferire quefe cofe alla Geometria , e con-
fideriamo x, y, e = come le tre coordinate di una fuperfi-

cie curva,
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cie curva, le due equazioni z=aluae-blla, ed y=:i
efprimerasno due curve, una fituata nel piano delle z ed
Faltra nel piano dellerx ed y. Quefte due curve faranno
projezioni di una curva di doppia curvatura , i punti della
quale foddisfaranno a quel problema, che ci ha condotti all’
cquazione propofta, perche quelti punti fono determinati dal-
le due equazioai, che confiderate infieme foddisfanno all’equa-
ziofe propofta, e ne formano I'integrale. Siccome L.x & ar-
bitraria, infinite faranno le curve di doppia curvatuia , che
foddisfanno; ¢ cid doveva fuccedere in un problema indeter-
minate, in cui poffiame prendere una equazione ad arbitrio,
Ia quale fecondoche diverfa fi aflume., diverfo ne deve nafce-
re I'integrale delle due equazioni infieme combinate . Tutte
perd le foluzioni particolari fono  comprefe nelle due equa-
zioni trovate , le quali hanno percid il carattere d'integrale
completo . Se per avere una foluzione particolare facciamo
Joz R e A qm‘ndi Ly = ax4-¢ , avremo
z=—ax* - (ac4-ab)x dge-be , y==2x--¢ 4 le quali ci
moftrano: che al problema foddisfd la curva nata dall’ interfe-
zione di un piano condotto’ lungo la retta dell’ equazione
F=2x--¢ con la fuperficie dell’equazione z=a(x"+cx +¢)
—-ty. E quantunque quefta curva fia di femplice curvatura,
pure ritenendo’ le coordinate x , y, e = non poffiamo rap-
prefentarla che per mezzo di due equazioni.

Il problema dell’ equazione precedente potrebbe enun-
ciarfi cosl : trovare una curva di doppia curvatura ; in cul
fia ;zjay+lﬂji . Quefta enunciazione ci fa vedere che il

problema’ & indeterminato ; poich® una curva di doppia cur-
" 2] o dz Ly
vatura & determinata , quando fono datiirapporti s

Ora quefto problema dandoci il primo rapporto per il fecon-

do , lafcia, quefto pienamentg al nofiro arbitrio , e percid

poflisme fupporlo qualunque /Se invece fi proponefle di tro-
d: d

vare una fuperficie , in cui fofle =g~ bd—i, quefia fo-

la equazione baficrebbe allora per determinare il problema;

Tom. V1 Sss
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zione non foddisfatta ¢l avverte che
erficie non elifte .

. Quantunque: pofta y = I’ equazione differenziale
variabili fi riduca ad effer tra due fole, e percid ca-
pace d’integrazione fecondo i foliti metodi; pure quefta in-
tegrazione fard per lo' pit affai difficile , ¢ la difficolta in
gran parte nafcerd dalla funzione arbitraria gux ,che vifi &
introdotta. Quindi per ottenere Pintegrale in termini fiviti
converrd' ricorrere ad altri ‘artifizj. Incominciamo: dal cerca-
re un integrale particolare , perchd da quello potremo. poi
dedurre I'integrale completo . Data I'cquazione Adz—- Bdx:
- Cdy=o non integrabile da f¢ fola , ficcome poffiamo
prenderne un’altra ad arbitrio, che abbia luogo infieme con
lei, prendiamo un’equazione qualunque M=z, ove fia M
una funzione determinata di x ed y, ed « upa coftante ar-
bitraria.. Per mezzo di quefta equazione climiniamo dalla
propofta una delle variabili , ed il di lei integrale fia allora
N=g, elfendo 8 la coftante arbitraria intredotta dalla in-
tegrazione. Le due equazioni M==, N= g confideratc in-
fieme ‘fuddisfaranno alla propofta , e ne faranno percio ua
integrale particolare . Riguardo alla funzione M , bifogna
proceurare di prenderla in modo, che dalla propofta combi-
nata coll’ zione M=—u , ne nafca una equazione facil-
mente integrabile. Ma in qualunque modo fi prenda, fi avid
fempre un’cquazione tra due variabili , I'integrazione della
quale fi fuppone data ; quando. fi tratta dell'equazioni tra
bil1.

o un integrale particolare , potremo da quefto
dedurre I'integrale completo , ufando. il metodo immaginato
dal Sig. de la 1ige di far variar le coftanti , il qual me-
todo ha tanto contribuito all’ avanzamenco dell’ Analifi . A
queft oggetto (i offervi, che Iequazioni M—=a, N=g fod-
disfanro all’equazione propofta, allorché « , ¢ '8 fono quan-
titd coftanti; e peicid foftit i valori di dz . e di dr ri-
cavati dall’ equazioni M ) £ nella propofta, efla di-
venta identica . Se adeflo fupponghiamo « ¢ g variabili, la
propofta foltituendovi i valori di dz e di dr, non far: pilt
identica, ma diventerdt della forma imde--ndg i
mo 3=g.x , ¢ qucita equazione ci dard m - np's

£
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quindi alla propofta foddisfanno I"equazion: B
anche quando z e @ fon variabili, purch® abbia luogo 1'equa
zione m 4 ngla==o. L'incegrale pertanto cella propofta f

ciefpreffo dalle ‘tre equazioni M=, N i G
ciod eliminata « dalle due equazioni N
Prendiamo per efempio 1 equazione
sdp A= pax - xd

nclla quale non ha luogo’la condizions & integrabilith .

Ponghiamo x<4-p=ea, ¢ foftituito il valore di x nella
propofta, efla ci-dard 3 p.z. Facendo ad:
fo e variabile , « e foltitn: ione data i yalori di
dx e di dz preli dall’ equazioni & |- p=—=a&, Z=4¢.a trove-
remo - xpa Quindi | 2 ropofta & ef-
preffo. dalle due equazioni z=q{x -|-¥, plxfy)=2.
Ponghiamo x—y=ua, ed avrcmo {rtu)dr=o,
iod . Quindi una dell equa-
) log. x=t(x —r),
¢ l'aleras G erover + g, X -l —j)=o0.
Ponghiamo w=ay , ¢ foltituito queflo valore di x la
propofta diventerd (1 4-w)dr 4-adz =0, 102 ax + (1 42y
=« . Facendo variare x troveremo = L2 onde le due
equazioni integrali della propofta, fara A=z

. Affumendo altiequazioni'tra 'x ed

—0

C]

il i
R
troveremo lo feffo 1ntegrale cfpreilo in infinite forme diverfe.

Se nell’ equazione M = noi facciamo M ==, 0=,
o==x , il noltro metodo i ridurra ad integrarve la propoita
nell ipoteli , che una delle quantith », y , = lia coftante.
Se I"integrale della propofta & in'quefta fuppofizione N=¢,
fara N=g.x (fe per' efempio 2 ¢ ftata fuppofta  coitante )
una dell’ equazioni ‘integrali , e Ialtra i dedurra dal parago-
ne del differenziale’ di N—g.x=—o prefo nell’ipotcii che
anche la % varj con la propofta. Quefto metodo & quel me-
defimo 5 che fi fuole adoprare per I cquazioni da fe fole in-
tegrabili, fe non che la feconda equazione ferve allora a de-
terminare la funzione arbitraria .

Ma qualunque fia M , fe il dificrenziale dell’ equazione
N= ¢.M i paragona con la propofta , ne nafcerd Faltra
equazione (i - na)dy ciod poichd =M,

ss 1]
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aM dM f
(-0 M) d{;dx—i—(m-{-mﬂM; '—;—a')'ﬁo, e percid nel-
dy

la equazione, che fe ne otterrh , anderanno a zero i coeffi-
cienti di dx e di d¢. Quindi i ricava un altro’ metodo , il
quale moftra pili da vicino la relazione, che paffa tra_queft’
cquazioni da loro fole non integrabili , e quelle a differenze
parziali . Ponghiamo che una dell’ equazioni integrali di
Adz - Bdx 4-Cdy—=o fia una relazione tra x, y, ¢ =, che
differenziata ci dia dz=pdx - q¢dy . Softituendo quefto va-
lore di dz nella propofta avremo (Ap+Bldx(Aq+ Cldy=o,
¢ liccome devono fvanire i coefficienti di da e di dr, avre-
mo Ap4-B—o', Ag4-C=o , lc quali due equazioni
differenze parziali dovranno aver luogo infieme.
tegrata una di effe , o una che da ambedue dipenda , fard
quefta una dell’ equazioni integrali cer ¢ Paltra (i tro-
verd paragonando la prima con quella dzll' equazioni- Ap4-B=5,
Ag4-C , che non & ftata contemplata, O con una qua-
lunque di effe, fe ambedue fono ftate confiderate . Quefio &
il metodo del Sig. Monge, il quale combina efattamente col
noftro , e ci moftra che quantunque le due equazioni inte-
grali poffano variare infinitamente di afpecto , pure ci danso
fempre il medefimo integrale , perché "qualunque efie fiano ,
devono fempre foddisfare alle due cquazioni dp--B=-o,
ed Ag-C=o.

III. Pud fuccedere che I'equazieni , le quali formano
Tintegrale della propofta, fian tali, che dato un valore de-
terminato alla funzione arbitraria in effe contenuta fi ridu-
cano ad una fola. In quefto cafo avremo un integrale della
propofta efpreffo in una fola equazione, ma quefto fard par-
ticolare fenza alcuna coftante arbitraria , perchd per ipotefi
Ta propofta non & fufcettibile d'integrale completo elpreffo
in una fola equazione. Cosl dara I'equazione

(y —zjdz - wdy |- (x—yldx=-o,
di cui I"inregrale & formato dalle due equa

ni
=%
: ~-7)’+D 3
& chiaro che pofta gy =y quefte duc ‘equazioni fi riducono

alla medelima z=x-p , la quale da ic fola foddisfa alla
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propofta. Ed ecco fpiogara | origine di quelle foluzion1 par-
ticolari, che aleune volte fi trovano foddisfare all’ equazioni
da loro fefle non integrabili, ¢ che vengono indicate dai
criterj d integrabilit. Poiché & cyidente che effe hanno luos
g0, quando le due equazioni componenti I'inzegrale comple-
to poffonc ridurli ad una fola, e fono percit comprefe nel
medefimo integrale: completo .

IV. Se Pequazioni faranno tra quattro variabili , il
Sig. Monge ftabilifce, che mon i potrd gensralmente ad effe
foddisfare , che per mezzo di tre equazioni , le quali com-
prendano una funzione arbitraria di due variabili . Egli ec-
cettua perd alcuni cafi , ne' quali {i pud ad effe foddisfarc
con due equazioni , che contengono una funzione arbitraria
di una fola variabile , come fuccede nell’incegrale dell’equa-
zioni a tre variabili. Pure vedremo in breve, che in tutti i
cafi i pud ad effe foddisfare con due fole equazioni . Data
qualunque equazione Adu - Bdz - Cdy 4-Ddx = o0, che non
foddisfaccia alle condizioni d’ integrabilitd, ponghiamo M==,
£, ove fiano M ed N duc funzioni dererminate di X,
¥y¢ %, ed x ¢ @ coftanti arbitraric. Da quelt’ equazioni ri-
cavato il valore di = e di y in x, li foftituifca nella propo-
fta, ed effa diventerd una cquazione tra duc fole variabilt #
ed x, che integr dard P= 9. Lequazioni M=ge,
N=g, e P=9 prele iniicme foddisfanno alla propolta , &
percid foftituiri i valori di du , dz, ¢ 4y ricayary da efle
nella propofta, la rendono identica . Cio & vero quando
A, ¢ % fon coftanti ; ma f¢ fon riguardate coms var 3
11 folticuzione dei valori'di d » d% 5 & d¢ non renderd pilt
identica la propofta , ma ci dard una equizione della forma
mdy 4-nda4apdf=o . Facciamo 3 =12(a , ), ¢ quefta

cquazione diventeri cm‘;i.inn,dul.(md” d-p)dp=o.
:

Quindi alla propofta foddisfara I"equazionc P=o(M, N),

purché con elfa abbian luogo anche I'equazion mﬁ'l-tfx
i)

do
T p =
Lty B At

metodo fi ¢

famo M ed N=y , quefto

¢ fa propolta nella
§5. it]
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e di p coftanti, ed a completar poi I'inregrale con una fun-
ziope arbitraria di x ed y . Le altre due equazioni fi. ricas
veranno dal paragone del differenziale n:JJ.: prima con Ja
prapofta , pofli =o i coefficienti di dx ¢ di dy dopo I'eli-
minazione di du ¢ di dx.
Avremo adungue t

equazioni integrali tra x.,7,z,u,
cd una funzione ¢ di due variabili &, ed . Per mezzo i
potremo fempre eliminare z ed %, ed otterremo upa
equazione a differenze parziali tra x,7, ¢ ¢, Integrata que-
tone avremo ¢ efpreila per una funzione d] una fo-
e lafoftity e di queto valore di ¢ nelle tre
equazioni integrali le ridurri a due fole, perchd due qualun-

que di efle: comporteranno la rerza .
Prendiamo per ¢lempio I'equa
udy -

ne

A% - 2y - pdx o

per_efprimer I"integrale della quale il Sig. Monge crede ne-
ceflarie tre equazioni . Suppofle x ed p coltantiy ayremo. in<
tegrando 10 2xz =
Il differenziale di quefta equazion

do
e - 2vbe - 2z = o dn - S0y e paragonato quetto
o T dp
differenziale con la propofta, ne otterremo a_z,{,dj e

Quindi Fintegrale della propofta & ¢f-

preffo dalle tre equazioni

W - axz—ox )

dy
z dalle due ultime equazioni,
Quefta equazione integrata ci

valore di ¢
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poich la terza equazione & identica con la feconda. E fa-
cile il vedere che' quelte due equazioni foddisfanno alla pro-
pefta; perchd la prima differenziata
zud’u-{—-xdz.+ zzd\:*-.,b‘dx—:g,'d}f“vd],
¢ foftituitovi il valore di 4/ ricayato dalla feconda
2uedit - ~xdz.f~ 2pdx — 2zdy
che & la propofta.
Sia data in fecondo luogo I'equazione
yidx —xdx—ydy —=o .
Integrando nella ipotefi di x ed y coftanti avremo
it yx=q(%,y) 5 ¢ dal paragone del differenziale di quefta
P
dx

equazione con la propofta ne dedurremo uf-x=—

d: T §
z—{-_y:d—; - Dunque I'integrale della propofta & efpreffo
dalle tre equazioni

£ -i-)zd= a(%.7)
- xSIx
dy
i ‘
Da queflt’ equazioni eliminiamo # ¢ x, ed avremo I'cquazic-

d d :
ne a differenze pxrziulixf‘:;%‘y d,—p:{»+x‘+)'- L*inte-

grale di quefta equazione ci dard ¢=wu"'--p" .xJ,

qual valore di ¢ fe fi foftituifce nelle tre equazioni m(euraw
li, efle diventeranno

x
-y =y .x-;,.]—

= L, —

Pofte 'due qualunque di queft’ equazioni ne fegue ncccfﬁ‘rm-
mente: la terza:: quindi due qualangue di cffe efprimono in-
tegrale della propofta.
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Sia data finalmente I’ equazione

2zt
3du - x'dz - (;_’4. Ky |- yrds.

Pofte x ed y coftanti avremo integrando #’ -}~ 'z =1t(x.y),
¢ paragonando il differenziale di quelia equazione , allorche

. dd
tutto varia, con la propofia troveremo :.\'z,-ay’-_—.;,: e
wrzt e
XL —— jd_° . Quindi I'integrale della propofta & rap-

prefentato dalle tre equazioni
W 2T )

2XZ ia g
e
x  dp
Sy

Per ridurle a duc climiniamo z dalla feconda e dalla terza,

5 . ol d
ed avremo I'equazione a differenze parziali )‘—4]‘.1
&
dg* - .
= Quefta non effendo lineare , non porremo con i
P
foliti metodi efprimerne Dintegrale in una fola equazione,
ma in duc , le quali fi troveranno nel modo feguente . E

s , 3 dg dy’ i
chiaro che all’ equazione )f‘——.u"zyza; fi foddisfa po-
do* d.
nendo o mat= —-4)’-3, ed « coftante, Ora I’equa-
: dx* dy
zione ;Z;:u’ ¢i di p=ax-}-fr, c foftituendo quefto va-

d Sy
lore di ¢ nell’ equazione y‘—;)x‘g:«‘ ne ricaviamo
s s ety X e
P—gyfiy=a*, ciod fJ::J;-r l_l+,8, ¢ quindi
. »
m::x+d—+)—+,@ . Ma quefto valore di ¢ , che fod-

12
disfi all’ equazione precedente  allorch® « e @ fon coftanti ,

vi fod-
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vi foddisfard ancora fuppofie « ¢ @ variabili, purche cid che
nafce dalla variazione di quefte cluc quantita fila=o. Qn:m

dp
ntegrale dell’ equazione )-'—.,)'

di polta @ = s

dy?
-—— - fard efprefio dalle due equazioni ¢=wx -

+ e xJ,—1—+ Vie=o, (ove la feconda I::

nafcerd dall’ eliminazione di « da quefte due equazioni
ftituiamo adeffo il valore di o nelle tre, equazioni integrali,
ed lefle diventeranno

1 -tz == o

Lt
perchd la terza combina con la feconda; ma con quefle due
doyrd aver luogo anche I’equazione

L
Lt ot ofE ALt
4

L'integrale pertanto della propofta nafcerd dall’ eliminazione
di & da quefte tre equa: ma ld feconda ci di a=2xz—3'5

i foftituendo quefto v ayremo
tegrale della propofta ng \c d
=Rz —ay + ")
axz—y
T
com’ & facile di verificare. Infatti prende e di du
dalla prima di queft equazioni, e foftitu propo-

fta avremo

4 Y(2xz—p'))=0.

(2 — 2pdy + 204 ) (%4 ”zy]

la qual’ equazione ¢

' (20— =0,
. Se I'equazione fard tra cinque var
ed x pbﬂn Xy, ¢ % coftantiy il di'lel integ

Tomo VI Tt

Ty Uy X
ale -~ conterra




sslo
raria ¢ delle ariabili &y ¥ 20 Col
cedente (i troverann altre tre equazioni, che
luogo- infieme con quefta per efprimere Iinte-
propofta. Per mezzo di quelte quattro equazioni
ziopi a differenze pa
a di effe, o una che

ambedue dipenda, avremo o efprel
due fole variabili, ¢ la i
zioni integrali le ridured a tre fole
di effe comporteranno la quarta.
perche fe climinate v ed # da g
rifultaffe una equazione a nlmmnrc pal
aveflero luogo che le variabili della funzi
zione Pomba: incegrarf , : le tre equazioni u‘tL-nm per la
foltituzione de] valore L {i ridurrebbero a dum l’n]n.. €o-
me vedremo negli efeimpj qucnu

Sia propofia I'squazione

v oyt — xdz — ydx —
Pofte %, 7, ¢ z coltanti troveremo integrando
z-,-—L)n——q)(xy %)

¢ dal paragone del differenziale di quefta equazione con
propofta avremo le altre tre equazioni

ttro equa-
qualunque

ali, lz.]\o qw:a now
) efta cqua-

1rmcr'|n;innc,c
WY ,2), e qu\.ﬂo valore di @ fcﬂml to nell’ e~
ioni 1n:egm: le ndur 3 alle tre: feguenti

o =Y . Z)

P

]"crmL la (]mrh & sd\_ntm Per veder
5 fi elimini

fe queft equazioni (i
da cffe 7 ed w, ¢ fi aved
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L d A
4J'i‘ '~-"fx )=

fi trova ln 2, che non & comprefa tra le variabili della fun-
zione oy, effa mon [i potrd integrare, e percio I'int

della propofta non fi patri efpnm:rc che per mezzo di tre
€4 ‘U.izlaﬂl

Ma fe nella propofta il coefficiente di dz invece di ef-

1. Siccome in quefta equazione

.
fere — 2 folle y, in luogo di r+x;§3‘ avremnio 7 —y
=

d:
= f, le alrre equazioni reftando le medefime, ed climi-

nando r ed #, avremmo I'equazione Hﬂ o =, la
quale non contiene che le variabili » e z della funzmnc ¥+

Il di lei integrale & q.=zF.:, ¢ foltituito quefto valore
ayremor fi

Zr - =y |-z,

iy

u+z=x+F‘.§
due qualunque delle quali equazioni comportano la terzac
percio due di efle efprimono Iintegrale dell’ equazione

zdy -y - ydx — ydx - zdy —o.

Sia data adeffo 1 equazione
ALy dU—p AN (= A (P iz — X ) Ay =0 -

Facilmente troveremo le quattro equazioni

xr 4= ¢(V=)’,~J

le quali efpri

no I'integrale della propofta. Dalle duc ul-
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; € quindi o

time eliminar

— y(x, L) ie oltituito quefio valore di g le quattto pre-

cedenti equazioni diventeranno tre, ciod

xF = 'f\',{,' |
b
rpr= e
sl
e

perche la quarta & la m a che Ia terza. Per vedere fe

§i poffono ridurre a due, eliminiamone r ed u, ed avremo
o dd 5 5

i ~—n . Facciamo sz, in modo che

EAl T
b4t dm

dy  dm’ dy
dy  pd

¥ (2, m) ;e poichd

A

“dm

ione. trovata divente U

~ =+ . Siccome in q
7

%F ( fog. x—=). Se adeffo foftituiamo nelle tre cqua-

ioni integrali queflo valore di ¥ avremo
z
or 4= log. x—=
oMb )
rofp=F4-F
—F,

ende dalle due prin

—

ove la terza Dunque I' integrale

¢ ( %y — g ) dz - uz—xz)dr

o ¢
& efpreffo dal fiftema delle due e
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xr—-pu==xF ( Iog.xﬂ-;)

w—p=-F.

7
Per verificare quefto integrale non fi ha da fare altro, che
differenziare la prima di quelt’ equazioni, ¢ foltituirvi poi 1
valori di F e di F' dedotti dalla prima e dalla feconda, ¢
pe rifultera la medefima equazione propofia.

Si pud concludere dalle coft precedenti , che I'equaziont
tra tre ¢ quattro varibili , le quali non foddisfanno alle con-
dizioni o integrabilitd , ammetrono un Integrale elpreflo in.
due equazioni, le quali devono aver luogo nel medelimo
tempo. Se poi il numero delle variabili fark maggiore di
quattro, Iintegrale dell’ equazieni fard generalmente eipreflo
in tante equazioni {imultance; quanto & il numero delle va-
+iabili diminuito di due unith, quantunque fpeflo poffa cflere
efpreffo in un numero minore di equazioni. Quefte equazio-
ni comprenderanno una funzione arbitraria, la quale conter-
A rante variabili tra loro indipendenti, quanto & il numera
dell’ equazioni integrali diminuito di una unitit.

ARTICOLO

Deli’ equazioni priny’ ordine ,
le differenze fono clevare -

VI. Paffiamo all equazioni tra tre variabili nelle qu:
Ie differenze non fono dincari. E noto, che cfle non potrac-
no integrarii da fe fole, quando non faranno riducibili ad
una forma, in cui i differenziali fiano lincari. Tale farebbe
I’ equazione

dxt = at(dx S dy )
perchi mediante I’ clirazione della radice quadrata non fi
pud ridurre alla forma dz=pdx-{-qdy. Pure fe in quelt
equazione: penghiamo # cguale ad una funzione qualungue
arbitraria di %, efia diventerk un’cquazione tra due fole va-
riabili, e percio capace da fe fola d srazione . L integra-
le pertanto di uelt! equﬂiom, come [lo" dell’ equaziont 1
neari tra t iabili, fara efpreflo dal fiftema di due equa-
o 155 Y
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zioni fimuleanee, le quali comprenderanne una funzione ar-
bitraria.

Per integrare quefta forte di equazioni fi potranno ufare
i medefimi artifizj , che per " equazioni linearl; ma non fa-
rh fpeflo poflibile per mezzo di effi di efprimerne gl integrali
in termini finiti .Prendiamo per efempio I'e

dzr=a'dx by

¢ fupponendo dx coflante avremo dz=0dy, cd integrando
by -} ¢.x. Differenziamo quefta equazione facendo varia-
re anche x, ¢ paragonandone il refultato con la propofta

avremo 2bdxdyylx+ dx(olx) =atdzl

—dxg'x, ed integrando 2

9
tegrale della propofta fard cipreffo dalle due equazioni fi-
multanee

i fecondo luogo 1 equaziotic
e = (@ —x) (45 |- "),

Pofta x coftante, quefta cquazione ci d

ed integrando avremo —/(a* —z')=
quelta equazione facendo variare anche x, ¢ 'paragonandenc
il rifltato con la propofta troveremo L' equazione 2dyy.x

alint iy =
I dx(9\x) =dx, ciot integrando 2y 4% = f—-:c que-

azione combinata con Laltra y4 ¢ /(8" —2
i Iintegrale della propofta.

Nei dae precedenti efempi la feconda equazione tra x ed
# era feparabile, ¢ percid facilmente fe ne otteneva I inte-
grale. Ma il pili delle volte quefta equazione non fard fepa-
rabile; onde quantunque il problema fia ridotto alla integra-
zione di una equazione tra due fole variabili, pure quefta
equazione non ¢ generalmente integral per i odi co-
gniti a motivo della funzione arb 5 glacche quefti me:
todi per lo pilr fuppongono che i coefficienti del differenziali

F
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dx, ¢ dy fiano. determinati ed abbiano una certa forma .
Inoltre he ne’ cali, ne' quali la feparazione lle variabili

ccede ; ficcome quefto metodo ci conduce a el I efprefliont ;
che contengono la funzione arbitraria fotto il fegno integra-
le, niun vantaggio ne abbiamo! ricavato, perché potevamo
{fubito una fit ma d integrale ottencre ponendo ¥ H
Infatti mediante quefta iftituzione I equazione Azl e=prdxt
L dy per clempio diventa di=dx /(@ -l )s €
d fdxy’ a4 b 'x}‘). Piit genieralmente I equa-
=" = bdy! polta y x diventa

\x)t), la quale integrata ci da

) e quindi I"integrale dell’ equazio-
ne dzt=adxt - brdy’ ¢ elpreife dalle’ due equazioni fimul-

tanee

w= fdwi/{( 4"

=i

VIL 11 Sig. Monge facendo delle. rifieflioni fulle proprie-

t3 delle curve di doppia  curvatura, che conofteva @ priori
dover foddisfare a guefta forte di equazioni, & giunto ad cf-
pr con’ molta ¢cleganza I dntegrale in  termini finiti
med tre equazionl, le quali contengono un! altra varia-
bile non véfa nella propofta, che deve poi climinarfi per
avere lo duc ‘equazioni integrili. Per efporre priocipj ana-
litici i guefta metodo préndiamo. la precedents equazione
dz' = a'dx - bdy*, e Jupponghiamo. che una delle di let
equazioni integrali differenziata ¢i dia dz=pdx--gdy, ove

x)%)

fi offervi che p—=-—, ¢ q—:i; Softituiamo quefto valore

di dxz, ¢ la propofia diventerd
B B
(A) preapg (=) R
E' in noftro, arbitrio di prendere un’altra equazione che ab-
bia luogo infiemc coll’ equazione (A); & fe noi prendeflimo
o p—=@ =000 —b=0, caderemme nel metodo pre-
cedente. Supponghiamo adunque che quelta puova eguazions
fia quella che nafee dal differenziale di (4) allorchd i fa fo-

lamente variare la quale fi troveri effere

it
dx’
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(B) i (ff‘——b‘);fi,

Siccome le due equazioni (4) e ( B) devono aver luoge in-

$SIONT

fieme , climiniamone d—):c’ ed otterremo

(C) bpdag=al.
L’ equazione (C), che & a differenze parziali, ci dardl una
equazione tra Z, ¥, ed 7, che fard una del ! equazioni int
grali della propofta, e I'altra poi troyeremo integrando I'e-

, dopo di averyi foftituiti i

quazione pg—-(g" — b’)dl =

valori di p e ¢ in x ed p. Poicht quefte due equazioni fi-
nite foddisfaranno alle due (B) e (C), & quindi all’equazio-
ne (A) che & I'iftefla che la propofta. E quantungue
mo prefa arbitraviamente I equazione (B), fi vede che que
flo integrale fari completo, perché quello dell’ equazione (C)
comprenderd una funzione arbitraria. Pare a prima villa,
che quefto metodo non fia migliore de” precedenti, anzi pilt
complicato; perch® primicramente conviene integrare I’ equas
zione (C) a differenze: parziali, e poi integrare I equazione

(B), la quale conticne wna funzione arbitraria. A cid fi
aggiunga , che I'equazione (C) non effendo lincare , il di lei
integrale non {i pud con i metodi cogniti elprimere che in

grare 1 equazione (B).
remo adoprando il metodo immaginato
de la Graage per dedurre I’ integrale completo di
cquazione a differenze pa da un di lei integrale partico-

Per aver un integrale particolare dell’ equaz

zione (C) fac-
feopenza @ (B'=q" )=b%a® cflendo @ coftan-
1 , '€ quindi de-
g ‘nell’ equazione

-d)—;-ﬁ, eflen-

¢'.7 , ¢ foftituendo quelto valore d

by @

a (b —g*) =0 ne ri

avo o.
a
do g una coftante: onde I” integrale particolare cercato fard

o —
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% — it — ),.‘/.(.:.;l_."xj—ﬂ.:u. Ora offervo che quefte
cquazione fard fempre Pintegrale di b'p?-a’g*=a"b* anche
fuppofte « ¢ @ varabili, purcht il differenziale di effa prefo

per rapporto ad « ¢ @ fia cguale a zero. Quindi fe faccia-
b\ (@ —o")

mo =g, ¢d M=z —ax— — ¢y I dn-
tegrale dell’ equazione b'p? - @'g’ =a's* fard cfprello dalle
due equazioni

—
JM)__ i by A
daJ 5 (a*—a?) T L

ciok nafeerd eliminata « dallc duc equazioni M=o, ¢
daM :
(T)_: 0, ¢ fark completo percht conterry la funzione
%

arbitraria ¢.

i wleiih
Da quefto integrale fi ricava p=a, 9= ﬂ%“—); e
A : . : ba\/(a*—o’
foftitniti quefti valori I'equazione (B) dn‘entai(:—m—)

et dy ¢
— e citk =
quefta equazione tra due fole variabili, foftituiamoci il valo-

Y
adVie=2) | oo ddurre
ba

re di dp ricavato dall’ equazione (—I—)=c 5 ciok
dr

,{)—__—Mf“_ﬂ_a'ﬂ“‘__ﬂ)(d’m) da, ed cffa di-
ba ba
b a\/ (@ —a’) &M ity 3
B ome—me —t L [ —— ddis-
venterd o s ( R )dz , ciod fard foddis
farta dall’ equazione (i—“?):o. Quindi I integrale dell’

equazione dzf=a'dx> 4-b'dy* nafee dalla eliminazione di &
dalle tre equazioni

da®

by @ —a
M:z_m_ﬂ_-'ia__@

Fome VL Vvy

—ua a0
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dM :
& s
a'M aby
)i

dz at—at)

Quefto metodo, che fembra particolare all’ equazione

propofta, & ftato dal Sig. Monge generalizzato in modo;, che

ricavata in qualunque cafo dalla propofta la corrifpondente

¢quazione a differenze parziali, che fopra abbiamo chiamara
{C), fe il di lei integrale & della forma

e
I'integrale dell’ cquazione propofta fari fempre efpreffo dalle
tre equazioni

dM =

( 4z )_

d:M

do’

ciod nafcerd dalla eliminazione di x da quefte tre equazioni.

Anche fenza conofcere I integrale dell’equazioni a differenze

parziali ha trovato il Sig. Mange alcuni Teoremi molto ge-

nerali, i quali danno I’ integrale di una infin

forte 'di equazioni, che ¢ to fi pud fperar di m
quefta materia.

ARTICOLO IIL

1

in

zioni del fecondo ordide , nelle quali ui
gnaleh elemento & [uppefio coffante.

VIIL Confideriamo adeffo I'equazioni del fecond' ordiae
tra tre variabili x5 7, =, le quali non foddisfanno alle con-
dizioni d'integrab e f effe fuppofia dx coftante. Ef
chiaro che pofta ¢ quelt’ equazioni fi ridurranno ad ef-
fere tra due fole variabili, e percid capaci da fe fole d'inte-
grazione. L' integrale primo di efle, in qualunque modo f
trovi, fard dunque compofto di due equazioni, le quali con-
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terrapno una funzione craria. Trov quelte due equa-
Zioni tra le tre variabili &, 5 € %, la ricerca dell’ integ
le finito fi ridurra ai metodi ordinarj. Poichd, come abbia-
mo offervato in principio (I), qualunque fidno queft’ equ
oni, o integrali da cfie fole 0 no, efle cl caranno zed ¥
ciprefle in x finite , ¢ quefta feconda integrazic-
e non introdurrd alcuna nuova funzione arbitraria indif
nte dalla prima. Pertanto I'inregra i quelt equa-
2iopi del fecond ordine fard efpreifo in equazioni, le
quali conterranno una funzione a Bitraria . Quindi fembra non
ollere efatto cid che aflerifce il Sig. Monge', che queil’ equa-
Zioni ciok ammetteno due integrall prim, ciafcuno de’ quali
contiene una funzione arbitraria, ed un integrale finitoy il
quale comprende due funzioni arbitrarie tra loro indipenden-
ti, come vedremo pill chiaramente in feguito. 1

IX. Tutto adungue fi riduce alla ricerca dell” integrale
primo, per trovare il quale i uferanno degli artifizj analo-
ghi a quelli impiegati di fopra per Pequazioni di prin’ ordi=
he. Ma ficcome non faprei proporre alcun metodo che femn-
pre_riefciffe, mi limiterd a dare alcuni cafi- molto generali.
Pofto dy =pdx , dz=pdx, & I equazione dara diventerd una
funzione di s, papls d%, dp, dfy fard ridotta al- prim’or-
ine, e {i potranno ufare i metodi precedenti. Ove i off
vi che , fe le differenze dx, dp, dp faranno linzark
vii fempre integrare fuppofta & coftante, per evi
cendo di avere I differenziali fotto la funzione arbitraria. P
generalmente ' integrazione fuccederd, fe eflendo X cd I due
quantitd in qualunque modo compofte di 2,7, 2, d% dy,
dx, farh data una equazione tra ¥, X, T, dx, dX, e dl'-

Sia propofta per efempio I’ equazione

wdm—z );(f’y%—:.'(x'_—sn.

ay’

A v
dx_dxp.x, e P
ragonando, il differenziale di quefta nella ipotefi che varj an-
che x con la propolta otterro dz-— ydx =dwza'x. indi
1" integrale primo della propofta fara efprefio dalle due equi-
zioni fimultance

Poita x coftante avrd integrando xdz—

Vv i
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dr
xdz — 77 = dxpx

dz — xdx = dxg'x .

-

La feconda equazione integrata mi di z

+ ¢, Ove tra-

laicio la coftante, perchd & contenuta in g . Si foftituifca
aella prima cuc{t-: valore di z, ed effa diventera
. —q.x)=dy, onde integrando i ricava
+ X =) Q_umdll integrale finito
¢ efpreflo dalle due equazioni
,x‘»)—- 205
¥ (% - xp'x — g.x) - c.

rendiamo per f:cundu efempio I'equazione

xzd"z.+x)vd’y+:.dz +ady’ yzdxdepdxdy+x(14p)dx'=0 .
Polla x coflante, quelta equazione divifa per & diventa \
zd'z |- yd'y |- dx' L dy =0, ¢ quindi abbiamo integrando
zdz«k)a‘yfdm; . Differenziamo quefta cquazione h cendo
variare anche la x. e paragonando il refultato con la pro-
pofta otterremo yzdz—-p'dy -2 (1 -y ) dx |- xdwy °.
Quindi I’ integrale primo della propofta & efprefio dalle due
equazionl fimultance

zdz - pdy = dx¢'.x
dz+)‘df+_v( 1 -y ) dz - xdxy 0.

Per paflare adeflo all’ integrale fnim, offervo che foftiruite
il valore di dx ricavato dalla prima cquazione pella fecon-
da, fparifcono da queﬂa i differenziali, e diventa
o ‘xxnx( 1+4y)+x0"w=o. Incltre la prima equazione &
da per fe ftefla integrabile, ¢ ci da 2’2" .¢x- qumdn
I'integrale finito della propofta & efprefio dalle due equazioni

I quefa feconda equazions fvamir 11 e

0 fia ¢a=— .'_+ a: ma quefta medefima fuppofizione dan-

—+1=0 toglie di mezzo 1.1 feconda equazione,
Rimane la fola; equaziore =z*-l-3*-1-x' , che foddisk
rofta dunquc efla ammette un integrale efprefio d
una fola equazione, ma quefto integrale & puru,olarc,
chd contiene upa fola coftante.

a
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Sia data in terzo luogo I’ cquazione
dyd*z — dzd’y — xdx*dy =o .
Facendo 2 coftante e dividendo per d)* avremo
ddz—dzdy
wdy* =
quelta equazione facendo variarc anche la x, ¢ paragonando-
ne il refultato con la propofia avremo xdx=dyg'x. Quindi
I’ integrale primo della propofta & rapprefentato dalle due
equazioni

5 od integrand r;;q.\.x. Differenziamo

(x) de=dypx
(2) xdx=dpplzx.

La feconda integrata ci di y=f1\jf,e fottituendo il valore
gl

. A . o ]
di dy nella prima ed integrando avrcmuz:fi% . Quin~

di Pintegrale finito della propofta & efprefo dalle due equa-
zioni fimultance

r A ffd_—fw'x
T
xdx
= | —.
@l

d.

Se G offerva che

alla prima di queft’equazicni fi potrd dar la forma

Sl DAl (el R

=y fdm'xfmﬂx y
Dei due fegni integrali, che entrano ne’ valori di z ¢ diy
uno [i potrd togliere dando un’altra forma a gux, che perd
gli mantenga tutta la fua generalith, ma I altro fempre vi
rimarra .
ALl equazione data fuppofta x coftante pofliamo anche
7 — pdzd?,

: dyd
dar la t:mrmf 21 = —)=e, e troveremo [e due equa-

zioni
(3) pdz—zdy=—drd.ex
(4) xpdn =dp'x
Vvy: iif
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. & una funzione arbitraria, le quali efprimono; | in-
della prepofta. Da quelte due equazionl potre-
ra dedurre I integrale finito, il quale non con-
zione arbitraria -L.x%, © potra facilmente ri-
all altro data certa forma a L.x, che nulia to~
gliendo alla generalitd q funzione introdurra nell’in-
tegrale g in luogo di L.x,
Ma poicht abbiamo le quattro equazioni (1), (2),
{3}, ¢ (4) poffamo climinar da effe dz ¢ dy, ed otren-
ghiamo le duc equazioni
(@) z=pbx— 2
(&) yp'ae=nll
Quefte due equazioni trovate col metodo propofto. dal Sig.
Menge, nelle quali le due funzioni ¢.x e wx fono arbitra-
rie ed indipendenti, pare a prima. vifta che in tutta la loro
generalita sapprefentino integrale finito dell’ equazione pro-
pofta. Infarti differenziata I’ equazione (a), ed eliminata col
mezzo. dell’equazioni (2) e (B) una delle funzioni acbicrari
fi giunge all'una o all'altra dell equazioni (1), e (3). Ma
convien riflettere che I equazione (1) per efempio non fod-
disfa da fe fola alla propofta, ma deve ‘aver luogo inifeme
con lei anche I equazione (2). Quindi le due cquazieni (a)
e (B per foddisfare alla propofta bifogna che comportino I'e-
quazione (2 ). Ora Iequazione (&) differenziata ci da dy
)

=d.

ove
tegrale pr
mo come 10

X 5 h :
=, ¢ foftituendo. quefto. valore nell’ equazione (2) ab-
X

i
%;: dunque la funzione .2 dipende dall

altra guv . Integrando. queft ultima. equazione troyeremo

%
ey xdx
=k Jux = [(dxg% iy
lore Iequazioni (a) € (b) diventeranno

Z = —fdx.p‘.xf"-'

Py
ol

» e foftituito quefto va-
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il ‘quale integrale & quel medelimo, che sbbiamo trovato di
fopra, e comprende una fola funzione arbitraria -

X. Che I'integrale finito di queft’ equazioni ammetta
una fola funzione arbitraria e non  duc, come penfa il Sigi
Monge , 6 renderh |pili <hiaro, fe alcune rifleflioni faremo
full’ integrale affegnato <a quefto gran Geometra ad una das
ta equazione, dal quale ha poi dedorta 2 foa regola gened
rale. Propofta I'equazione

(ded’y — dyd-. ;
(4) (dx* 4 dp 4zt P = at J o (dzdx—dud'z)
4 (drdz — dzdy)" S

5l Sig. Monge guidato da unavalifi ugualmente profonda che
elegante ftabilifce , che pofte
Nz{x—a)(dzt+dx)e 2(%—2) (p~p-s)decdrs (Y—poae) (@t 12"} -a A
=y ada)s 2 (o Lk YT s (L) (dp e )
i due ‘integrali primi della propofta fono il refultato deil’
eliminazione di « e di o tra l'cquz-z.ing?i

N=¢ =0

dN kol dN’)___

o I

i s

it /T 41")'_"
e I integrale finito ¢ completo della medefima & il refuleato

ety b i 4 o | il

dell"eliminazione delle quattro quantitd =, &5 - o tra

le flefle fei equazioni, il quale integrale finito comprenderit
Ie due fanzioni arbitrarie o ¢ . Siccome non fi poffono
in generale cfeguire Ieliminazioni di a e di «, cost nen &
facile il dimoftrar qui come nell’ efempio precedente chie: le
due funzioni @ ¢ -l non fono ambedue arbitrarie, ma una
dall’ altra dipende. Ma quefta dipendenza viene indicata dall
analifi medefima del Sig. Monge { pag. 539 ): onde deve ful-
fiftere ¢ ne’due integrali primi, e nell'integrale Bsita, che
da quell analifi fono flati dedocei. Il Sig. Monge ha offersa-
10, che tra «, ¢.as € Jux cifte ura equazione fimile. all’e~
quazione (4) tra ¥, y, ¢ 2: ma il dedurre da cio la rela-
sione tra ¢ ¢ & lo feflo che integrar la propofta.

Per convincerli della neceffita di determinare quefta re-




Ny (dxvdy

538 RI1IFLESSIONE
lazione fi rifictta, che I eliminazioni precedenti in generale
non fuccedendo, non potremo ottenere elplicitamente che
degl integrali finiti particolari della propolta. Ora fe per
aver quefti diamo dei valori particolari a capriccio alle fun-
zioni ¢ ¢ ¥, come potremmo fare fe quefte funzioni foflere
tra loro indipendenti, avremo dall’equazioni, le quali non
foddisfaranno alla propofta, che nel cafo che i valori dati a
¢ e ¥ foddisfacciano alla relazione che tra .loro deve aver
luogo. Quindi Iefpreflione precedente dell integrale finito
fark affatto illuforia, fe non fi affegoerd la relazione tra o
e 4 in modo , che dato un valore a volontd a @ fi fappia
quello che neceffariamente fi deve dare all’altra funzione .

Per le medefime ragioni invece di affermare che i due
integrali primi trovati fono tra Joro diverii, fembra pil efat-
to il dire che il fecondo & lo fleflo integrale che il primo,
ma prefentato fotto una forma differente. Infatti accio foffe-
10 due integrali diverfi, converrebbe che le due funzicni o
e 4 foflero ambedue arbitraric: come riguardo all’ equazioni
del fecond' ordine, che fono da loro fteffe integrabili, noi
diciamo che effe hanno due diverfi integrali primi, perchd
quefti contengono due coftanti tra loro indipendeati. Ma qui
la funzione ¢ effendo arbitraria, non lo & Taltra ¥, perche
dalla prima dipende.

Oltre le due forme date all integrale primo della prop
fla dal'Sig. Monge, fe ne potranno affegnare varie altre
nell’ equazione (4) le variabili %, y, ez

onde fe noi facciamo
2y Lo )dx
Y detdy) 2 (p-a)(2-F 127)
o) et edz ) b2 (22" ) p-F e

)tz
") (doc dz?)-atdx®
iyt )"

2
(e (dy ez e 2 (Zea N E-F 3 ) doed . (w-F 3P

go di % vi ponghiamo 7, o =, cialcuna di effe ci darid I'in-
tegrale primo della propofta rapprefentato fotto upa nuova
forma . Se adopriamo per efempio la prima, fari quefto ia-
tegrale il refulrato dell’eliminazione di & tra le tre “equa-
zioni

le quali quantitd nafcono dalle precedenti N ed N' fe in luo-
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¢ cosi delle altre. Sarebbe affurdo, che una equazione del
fecond’ ordine avefle fei integrali primi: onde da queffo an-
cora fi rileva che le funzioni in efli contenuti fono tra loro
dipendenti .

Siccome I equazione (4) non contiene che i differenziali
delle variabili &, 7, =, pofto dy=mix , e dz=mi'dx ella [i
abbafferdt 2l prim’ordine ¢ diventera della forma

(B) (1t aan®) dc =a* i v @ i sit* (i = ) -
Qualunque fia la forma dell’integrale di quefta equazione (BJ,
& certo per «cid, che abbiamo veduto all’articolo 1T, che egli
fard efpreflo da due equazioni, le quali comprenderanno una
fola funzione wbitraria. In vigore di quefte due equazioni
faranno m ed 7' efprefle per x5 e quindi I' equazioni y=(mdx,
e fim'ds le quali clprimsranno. I integrale finito dell’e-
quazione (A) , non conterranno che una fola funzione arbi-
traria.

Da tutto ¢ib fembra che fi pofla rilevare, non effere
cfatto I'integrale finito completo affegnato dal Sig, Monge
all’ equazione (4). Per ottenere quefto integrale, bifognereb-
be che fi potefle eliminare « dalle tre equazioni

N=o
dN
Z):o
&N

05

da?

ed allora fi' potrcbbero applicare all integrazione delle  due
rifultanti equazioni in x, ¥, ¢ 2 i metodi ordinarj. Ma fe
quefta eliminazione non & in generale cleguibile , potrd perd
ricfcire allorchd {i danno dei valori alla funzione ¢, e [ po-
tranno codl ritrovare <egl integrali fniti particolari dell
equazione (A). 3

L. Si pud concludere da quello che abbiamo detto full!
equazioni del fecond” ording ; che qualunque fia I ordine di

Tore V1. Xxx
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una equazione tra tre variabili , la quale non foddisfaccia ai
criterj o integrabilith , cffa ammettera fempre un folo inte-
grale primo cfpreffo in due equazioni, ¢ contenente una fun-
zione arbitraria, quantunque quefto integrale poffa prefentarfi
fotto varie forme tra loro diverfe. Trovato I'integrale pri-
mo, il fiftema delle due cquazioni, ond'& compofto , foddisfa-
ra fempre alle condizioni d integrabilich, e la ricerca degli
integrali inferiori dipenderd da’metodi ordinarj. Onde gl'in-
tegrali di tucti gli ordini non conterranno, che quella fola
funzione arbitraria che & nel primo. Se le variabil fono pilt
di tre, il numero dell’ equazioni, che compongono I' integra-
le primo, e quello delle funzioni arbitrarie, fi pud rilevare
da ¢id che abbiamo detto per I'equazioni del prim’ ordine.

ARTICOLO IV

Delf’ equazioni del [econd ordine, welle quali
atuwno elemento ¢ fuppoflo coffante .

XII Albiamo fin qui fuppofta dx coftante, confideria-
mo adello quell’ equazioni , nelle cuali niuno clemeato fia
fuppofto coftante. Data I'¢quazione del fecond’ ordine

Pdy - @d'x -+ Rdy* - Sdxdy |- Tdx' = o
tra le due variabili x ed », nella quale niun differenziale
primo figpone coftante, ftabilifcono i Geometri, che quefta
equazione ¢ affurda, ciot non fignifica niente, ¢ non am-
mette integrale completo, che quando Pdy 4 Qdx=o & una
equazione identica. Se poi I'equazione Pdy - Qdx=e non
effendo identica, foddisfa perd alla propofta, ne ¢ um inte-
grale, ma particolare, perché non conticne alcuna coftante
arbitraria. Pure vedremo adeffo, che quell’equazione & fem-
pre reale, ed ammettc un integrale alcune volte efpreflo in
tina fola equazione, per lo pill in due. L’errore di crederla
affurda & nato dal fupporre, che ficcome nell’ equazione dif-
ferepziale mon vi fono che le due variabili x ed r, cosi le
medefime fole variabili debbano aver luogo nell’ integrale.
Eppure & ovvio il cafo, in cui non avendo luogo nell’ equa-
zione differenziale che la fola variabile y, nell’ integrale perd
entra ancora un'altra variabile #, che vien dalla differenzia-




SULL INTEGRAZIONE. ECC. 52
zione climinata. Perchd fe e P fono due funzioni di y,
data I equazione Pd'¥'=o, fi fabilifce che abbia luoge in
offa un’altra yariabile &, di cui il differenziale primo fia fta-
to fuppofto coftante , ¢ (i trova I' integrale primo di quell’
equazione effere dl=uadx , e I'integrale finito T—=ax-f-b-
Cost fe fard data I’ equazione Md(Pdx - Qdr o, ove
M, P, e @ fono funzioni di x ed y, ¢ ncl differenziare la
quantiti Pdx + @dy niuno clemento fi fuppone coftante , avri
luogo nel problema, che ha condotto = quelia cquu‘mnn
un’ altra variabile u, ui il differenziale primo fard coftan-
te. Quindi I'integrale primo della propofta fard

Pdx - Ddy — adu
ove 4 & una coltante arbitraria. Per paffare all’ integrale fi-
nito convien notare due cafi; 1.° fe Pdx-I-Gdy & una dif-
ferenziale efatta, di cui I integrale fla R, ayremo integran-
do di nuovo

R=an--b
ed in quefto cafo foddisfarh al problema una fupetficie: 2.
fe Pdx—-@dy non & una differenziale efarta, fia N il fatco-
re che la rende tale, ed allora I” integrale finito della pro-
pofta fari efprefio dalle due equazioni
SN (Pdx - Qdy ) =
aN=gq'n
ciod foddisfard al problema una curva di doppia curvatura.
Lifteflo- avrd luogo nell’ equazioni della forma Md*P=o 5
quslunque fia il numero delle variabili in effe contenute,
delle quali I'integrale primo fard dP =adu, e I'intcgrale i-
nito fard efpreflo da una o pit equazioni, che fi troveran-
no con i metodi efpofti nel primo e nel fecondo articalo.
Sia data per efempio I’ equazione
Prd% 4yt - pdidy - wpdiy—wdy pidedz yirdia =0
Dividendola per p* troveremo il fuo integrale primo cllere
z,gz_}_'.‘..dl_!_
x
Siccome quefa equazione non foddisf ail criterj, d integrabi-
lica, applicandovi i metodi dell’art. L. vedremo il di lei in=
tegrale effer rapprefentato dalle tre eguazioni

Zdox==adi -
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niax loge y='p(x; u).

ol
1Jng.)’—1z13;
ap

===,
du
a terza ci di ¢ =2an-}-d.x, e foftituito quefto valore di
¢ nelle alere. due effe diventeranno
z* - 2x log- y = 241
og.y — 2z —=/.x%
¢ formeranno I’ mc"m!c finito completo della precedente
equazione del fecond’ “ordine . Infatti fe differenziamo la pri-
ma di queft’ equazioni due volte fuppolta di coftante, e vi
foftituiamo i valori di ¢ %, ¢¥'x preti dalla feconda, nc
nafcerd la medefima equazione propofta .
XIIIL Confideriamo adeffo I’equazione generale
Pdy - Qd'x - Rdp* |- Sdwdy -|- Tdx*

e fe effa non fard riducibile alla forma Ml(I’d Qdr)=o,
le due equazioni che ne formano I' integrale primo, fi tro-
veranno nel modo feguente. Facciamo N(P Bdx)=dup.u 5
e differenziando qur.!h equazione nell’ ipotefi di du coftante,
paragoniamone il refultato con la propofta, ed avremo
dyd. NP + dxd.N@ — NRdy* — NSdxdy — NTdx* =dw'u, e
quindi le due equnzloni

NPdy + N@dx = dup.i

dyd NP {-dd.NQ — N( Sizedy 4-Td* - Ry’ )
formeranno I integrale primo della propofta, com’¢ facile
di verificare mediante la differenziazione . La ricerca dell’
integrale finito dlpvnderz\ dai metodi ordinarj; ma qui fi
offervi che la qammu N & picnamente rilafciata al noftro
arbitrio, e percio poffiamo prenderla in modo da render
pit facile quefta feconda integrazione . Prendiamo dunque
per N il moltiplicatore che rende li quantiti Pdy L @dx
una differenziale efatta, ¢ in tal guifa {i rend: !nrcﬂrabm.
la prima di queft’ equazioni. E'facile il vedere come fi
‘debba operare, fe I equazioni propofte conterranno pitt di
due variabili.

Sia data per efempio I'equazione

Xd'x - xyd'y —yrdxt - ' dy - aldni =o.
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L .
Prendendo N= = troveremo che I'integrale primo della pro-
x

pofta fi efprime con le due equazioni
dax |- ydy = dug’u
T i
:Y-_Q_{Tidx‘ = du'p"n.
La prima equazione integrata ci di 2’ -2'= 0., e fofti-
tuito quefto valore di x”—}-p* nella feconda clfa diventa
2 —a* (@".1)

Sty Srege
= dx* = dug’u; ciod :-:dn \/:w‘_ -, ¢ quindi
log: x= [ du ‘/2'@‘:" e Pertanto I integrale finico della
propofta fard efpreflo dalle due equazioni
2t At =g
o
A
log. = f ”l/zq:.ll4a'
Se facciamo 2¢.¢=a’, la prima equazione diventa
i
A +pi=a', e la feconda % +-c‘ ki A =dwe'n ci di

{imilmente x* ' = dunque la propofta ammette un
integrale particolare efprefio dalla fola equazione
Xt fpr—al=—o.

Nei quattro articoli preccdenti abbianio percorfi tutti i
cali dell’ equazioni riputate affurde; percid adeflo poffiamo
francamente conchiudere che niuna dell' equazioni non fod-
disfaccenti ai criterj dintegrabilita fia aflurda, ma che tut-
te ammettano un vero inregrale efprefo in due o pili equa-
ziont.




