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Arricoro I

Sulle spinte di una trave inclinata .

§. 1. Pronw. D‘ o che una trave di nota forma e di noto
peso colla testa si appuavn ad un mure verticale, e col pie-
de insista sn di un piano orizzontale, si vuol sapere qual sia
la forza con cni tende ascivo lare lnngo il ‘piano, quale Ja sua
pressione contro di esso, quale la sua spinta contro il muro.

Se la sicurezza dclle nostre case & un oggetto interessan-
te & prezioso quanto la nostra vita, la mmp'\cta soluzione
dell” enunciato Problema , deesi rignardare come nno de’ pin
grandi servizi, che la Matematica abbia m, Ila socie-
i (*). Una breve istoria de’tentativi fatti per risolverlo, fa-
ril conoscere ai meno esperti, che quantunque, per una com-
binaziene straordinaria e quasi inesplicabile, le indagini d*in-
signi. geometri , molto abbiano qui servito al teoretico
sviamento dell nmano ingegno, uiente al pratico bisogno delle
architettoniche operazioni, me

resi

ano cid non pertanto alcune

() Ta teoria do’tetti che spiovano da

parla si discostano dal piano orizzon=
una sola parte, quantunque essi faccia- | tale.
no unn gagliarda epinta contro il muro Fra i teth spioventi da piti parti,
inferiore , non #i riferisce al nostro Pro- quelli che diconsi alla Mansarda, e che
blema nsh all*nceelerazione ]|m- sono indicati colla fig. 1, esigono piit di

go i prani inclinati . Tale spinta crasco | tutti ghi altri lo avvertanzs che risulta-
petanto & misurs che i terti di eui i | o dalia solusione Aol Problom propesto.
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tracce da lor segnate, distinta lode e riconoscenza: tanto pitt,
che all’emulo impegno di quei che agitarono la difficil que:
stione , P origine deesi e I'importanza qualunque sia dell’at-
tuale nostro lavoro.

I primi a cimentare le proprie forze nella soluzione del
nostro Problema furono, Couplet e Cio: Bernoulli: ma le for-
mole dai loro metodi somiministrate, altro non fecero che te-
nere lungamente incerto o diviso il sentimento de’ calcolato-
i e degli architetti. Aspettavasi, non senza impazienza, un
valoroso geometra, che meglio analizzando il segreto ginoco
delle meccaniche forze, stabilisse la verita su pin chiari p
cipj, quando i Professori Frisi e Krafft, avendo, con una par-
ticol soluzione , ottenuta una formola simile ma non iden-
tica con quella di Bernowlli, gia confermata da Kaestener ,
aggiunsero in vece alle antiche idee, nuove e pittincomode
4. Siccome peraltro, gli sfovzi del genio soglion essere
proporzionati agli ostacoli da supe vsi, alouni fra i pin illu-
stri Italiani (*); lasciata da parte la costruzione di Couplet,
non assai per tutti naturale ed evidente, di nuovo si acoin-
sero, e con altri mezzi pin semplici ed ingegnosi, alla con-
trastata soluzione . I risultati del loro profondo studio concor-
demente si unirono a sanzionare la formola del Francese Geo-
metra; e parea che altro pil non restasse, se non che com-
pletarne il significato con la considerazione dell’attrito, o
metterla a prova con una scelta serie di sperimenti; ma le
ioni di qualche geometra, che pretese trovar,
difetto nella citata formola, a motivo ch’ella di una spinta
infinita quando & retto I'angolo della trave col muro, trat-
tennero questa pregevolissima operazione ; mentre uno di lo-
ro, meno forse tollerante e piit coraggioso, nuova e compli-
cata formola produsse, da sostituirsi per di lui ayviso alle al-

tre

truse medita:

(*) Lorgna, Gregorio Fantana e Mascheroni
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tre ( Delanges Soc. Ital. T. X'). In tale e tanto inviluppo di
analitici pensamenti, il nostro Problema non ha cessato di
essere, quale. Gregorio Fontana lo ravvisd ( Soc. Ital. T\ IIT')
pietra & inciampo per parecchi Groserri pr pria SFER4; ed
ognun vede , che a vantaggio della Socictd, e per decoro
delle scienze esatte molto tuttavia importa, che si decida pur
una volta Ja memorabile controversia, determinando con la
geometria, con I’analisi algebrica e con gli sperimenti, se
tra le quattro formole sino ad ora conosciute, ve ne sia pur
una legittimamente dedotta, e capace di rappresentare, me-
diante un’ opportuna modificazione, tutti i dati dell’esperien-
za . Tale appunto & il primario scopo delle attuali nostre ri-
cerche, e noi crediamo di anticiparne una pit chiara e com-
piuta nozione, suddividendole nei quattro seguenti articoli,
il primo de’quali ha per oggetto di giungere con una sola
figura e con un calcolo ditetto e semplice, alle formole sin
qui ottenute con tanti e diversi metodi: il 2.° di scuoprire
il difetto comune a tutte le formole, e quello che a ciascu-
na esclusivamente appartiene: il 3.° di presentare una serie
di risultati sperimentali, atti a verificare qual delle note for-
mole sia legittima e genuina: il 4.° & destinato a derivare
da una delle formole suddette, quella che in ogni caso fe-
delmente si accordi coll’esperienza .

Cammin facendo ci oceuperemo di gnalche Problema ana-
logo all’ argomento, e non trascureremo di contemplarlo sot-
to quei rapporti, che meglio possono interessare la pratica
utiliti della scienza .

§- 2. 8ia G il centro di gravita ( Fig. 1.2) 'e P il peso
del travicello BD che si suppone trattenuto nel punto D da
un ostacolo situato sul piano orizzontale CH, Espressa la for-
za P colla GP, questa risolvasi nelle GE, GF normali fra lo-
x0, o fatto CBD =g, si ayri GF=P cos.g, GE=P sen.g.
Siccome la GE agisce sugli estremi B, D, in ragione reci-
proca della loro distanza dal punte G, si sostituiscanc a GE
lc forze BR, DN tali, che sia BR -~ DN =GE, BR.CB=

Toma XV, Ff
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DN .GDj; e indicando BD per a, BG per &, sard
Pla—b
BR =20 on g, DN="sen. g

Prolungata la BD in K finche sia DK = GF si compia
il parallelogrammo rettangolo NK, e si conduca ML norma-
le a CH. Le forze che agiscono in D, ciod DN, DK, ven-
gono cost ridotte alla DM, e quindi alle due DL, ML (=DO).
Per trovare I'espressione di queste, si risolva il tetragono
birettangolo scrittibile DNVL, nel quale ND{=A)="x

sen. @, MN (=D) =P cos. §, DNM = DLM = 100°, LMN
(=NDG)=g. La fig.a presenta il tetragono con le respet-
tive indic ni, adottate nel mnostro Trattato Analitico di
Trigonometria e Poligonometria ( Lucea 1805 ).

Richiamando le formole da noi ‘esposte ( Memoria Trigo-
nometrica , Lucca 18o7 , pag. 24 ) ciod
?r.A-c—-Dcus.d—GsanAd:o,LD—-Ccus,d—Esen.d:bE.
dove d sta in vece di ¢, si deduce

B(=DL)=P cos.g sen. §— -sen. g cos. p=re)

.(a)

F(n—-&)

sen.gcos....()
C(:ML)chos.’(P»5-‘?Asen.’¢=.:’-[a,+(t')ga)sau.iq§].

La prima di queste & la formola con cui Gio. Bernoulli
(Op.T. 1V ,p.189) e poi Kaestener ( Accad.di Erfurt an. 1778)
espressero la spinta orizzontale . Essa & falsa perché i suoi
valori cresceno coll’angolo ¢ sino a ¢ = 50° per diminuire
poi con maggior rapiditd da 50 a 100°, mentre I’esperienza
dimostra che la spinta orizzontale cresce coll’ angolo ¢ da
¢ = o sino a g=100". La ragione teoretica dell’errore de-
riva, come in seguito vedremo, dall’essersi presa la DK mi-
nore del giusto .

§. 3. Risolvendo la BR nelle due BQ, BS, si hanno due
nnove forze, una delle quali & distrutta dal muro, Paltra
parzialmente agisce nel punto D, ed accresce la spinta DL.
Per calcolarne Ieffetto si risolva la BS nelle due Bmz, By
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1a By nelle Bp, Bss la Bp nelle Ba, Brs la Br nella Bi, Be; cc.
Risulta Bra==BS cos.: ma BRS=g, & (§.2)BR="""sen. g5 .

Pla=b)

Dunque BS=——sen.* g, e perd Bm—ﬂa:” sen> @ cos. @

Gost By (=BSsen, ¢) =222

send @3 Bp (=Bgsen.§ )=

P(u—é)

send g Bn (=Bpcos. q))*-””ﬂ——“

cos. ¢ sent @, ec.

e qumds
P(a—r&)

Bm+Br-+ec.all’infin.= cos.@sen @ 1-+sen g+sen.igiec.)

1 3 .
r essere 1 -+senl@-senfpec. = —0 =——, 8
o/ POR eRREIe L i # T—sentg  cwrg

ritrae Bm 4 Bn ec. =

sen. ¢ tan. ¢ .

Convien dunque prendere la DK =GF —+ Bin+-Bn +ec.

Pla—b)
o

= P(u(:s‘ G+ ('—:-i" sen. @ tan. § ) . Assunto questo valore per

MN (=D), e 2 sen. @ per ND (=A) (5. ), la risolusione

del tetragono MNDL ci di mediante le formole
B=D sen.d— A cos.d, C=A sen.d~+ D cos. d,
le quali deriyano dalle formole ((L) del §. eit. i seguenti va-

Tori C=P), B= Pt R
P

La seconda di queste & la formola: con diversi metodi ot-
tenuta dai geometri: Couplet ( Hist. de I' Accad. de France an.
1731 ); Lorgna ( Saggi di Statica e di Meccan., pag. 7,8 )3
Gregorio Fontana ( Soc. Ital. T. II1); Salimbeni ( Soc. Ital.
T. IV'); Mascheroni ( Nuove Ricerche sull’ equilibrio delle vol-
te); Venturoli ( Elem. di Meccanica 1.2 ediz., pag. 48 ).

La formola ende si tratta sembra falsa perché il suo va,
lore cresce con eccessiva rapidita, sino a divenire infinito
quando @ = 100°; ma noi faremo vedere che tal difficoltd
non & di alcun peso,
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§. 4. Per avere la spinta orizzontale superiore BT biso-
gna sommare la serie infinita BQ, Bs, Bt ec. Ora si ha

Bs=Bg cos.§ =?@ cos. g sent @,

Bt=Br cos,§ =Bp sen. @ cos. P =”":h) cos. @ senS .

ec. ec.

Deia

BQ -+ Bs—+ Bt ec. H"'” sen. g cos.@ [ 1-4-sen 2G4 sen g ec.]

:P(GT_“ tan. ¢, e perdo B=BT, ciot le due spinte oriz-

zontali inferiore e superiore sono tra loro eguali.

§. 5. Qualora si prenda DK =alla sola GF (=P cos.$),
e calata la perpendicolare KL si determini il semmento DL',
se ne trova I”espressione Psen. @ cos. ¢ ... (II).

Tale per sentimento del P. Frisi ( Istituz. di Meccan. ,
pag. 64) confermato da Kraffe ( Novi Comment. Accad. Scient.
Petropol. T. IV, an. 1752, 1753 ), & la formola della spinta
orizzontale . Essa ha il difetto della formola (I), ed oltre a
cid, erroneamente suppone che la spinta richiesta sia indi-
pendente dall’azione delle forze DN, BR, e dalla situazione
del centro di gravita .

§. 6. L’ultima tra le formole sino al presente immagi-
nate & quella del Sig. Delanges, ed &

B(a—b)bsen. feos.g
B S Preirgrla—brieip 2IV).
Di questa formola meno semplice delle altre e pilt operosa~
mente ottenuta, non ci occuperemo, perché nell’ipotesi la

pit1 semplice e comune in pratica, che sia i;:%, coincide

con quella del P. Frisiy e perché da luogo ad un valore mas-
simo della spinta B, lo che contraddice all esperienza .

§. 7. Affinché ognuno possa chiaramente conoscere qual
discrepansa vi sia fra le tre prime formole sopra esposte, e
resti insieme persuase delle proposizioni da noi

P




Der Sie, Pierro Frawcumsr. 229
ne’§5. 2, 3, 5, dove abbiamo accennata 1’erroneitd vera o
app: te delle respettive formole, esponiamo qui per ordi=
pe quattro valori, dedotti da ciascuna nell’ipotesi che sia

P=2a0"., B=}P .j/(10—=2//5)=0,146P.
p=380.4,B=2_ DT p o, 216P.

| ‘g:f;:‘ ¢p=50%., B=4P.

| fom L ) 6603, B=J P §/3 f = =0,a16 P,

| o, 118

P=80".,B=fPX 0,951 Xu,Sog:—’—s—Pz 0,059 P.

3 Pl s
| R e

della ¢ p=050°.,B=LP.
form. 11 G — 60,5, B=1 P /3=1% 1,732 P=0,866 P .
80°.,B=§PX3,077=1,038P.
F=33.1,B=0,432P.
Valori § 5 =509, , B==}P.
della 44
form, 11} =166, B=0, 43P
$=80".,B=o0,118P.

Oltre i difetti particolari proprj delle formole I, III, IV,
sopra indicati, uno ve ne ha comune a tutte, ed & che so-
no calcolate indipendentemente dall’ attrito: per lo ehe nep-
pure la formola II pud esser giammai di aleuna pratica uti-
lita. E vero che dipende dal nostro arbitrio, I’ introdurre
negli elementi del caleolo da cui essa deriva, la considera-
zione delPattrito, e che in conseguenza possiamo liberarla
dal divisato comune difetto; ma trattandosi di un problema
in teorica astruso, in pratica pericoloso, chi vorrd prestar
cieca fede al nnovo simbolo amalitico, ottenuto colla indica-
ta modificazione, se col favore di esatti risultati sperimentali
mon si possa metterlo a prova, e verificarne la sicurezza ?
Giova dunque, prima &’ intraprendere I’ anzidetta modificazio
ne della formola 11, che ci occapiamo dell’esperienze .
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§. 8. La macchina di cui si & fatto uso, consiste in un
travicello parallelepipedo rettangolo a base quadrata, ABCDEF
( Fig. 4 ), lungo metri 1,171, e del peso di kilogr. 4.2.
Due de’suoi :mguh solidi sono tagliati, e sul piano della se-
zione il di cui profilo vien espresso da EF, & fermato un ci-
lindro di busso, di un diametro =3 di centim., lungo quasi
quanto la faccia del travicello, traversato da un perno di
ferro inseritovi a forza, e perfettamente mobile intorno a due
occhi di ferro pitt piceoli del cilindro.

Sulla sezione inferiore indicata dalla DG, si sono stabi-
liti nella stessa_gnisa due cilindri eguali fra loro ed alla me-
ta del precedente, situati in linea retta, & distanti I'nno dall’
altro di ] centimetro. In G evvi un occhio di ferro a cui si
raccomanda un sottil cordone di seta, che scendendo verti-
calmente lungo la BC, passa fra i due cilindri, e per mna
direzione GL parallela alla tavola IH, entra nella carrucola
L fermata a vite nella tavola stessa, e serve a sostenere il
peso P. La parete MN & verticale e di legno ben levigato :
la tavola IH levigata ed orizzontale .

Situate il travicello come la figura lo dimostra, tutto il
suo peso si appoggia sui tre cilindri, e perd scivola' libera-
mente , qualunque sia la posizione a cui vuolsi adattare, se
non sia trattenuto da un opportuno contrappeso P. Gli an-
goli DEM, eguali a quelli che si sarebbero avuti lasciando
intatti gli angoli solidi, gli abbiamo misnrati col grafometro),
¢ variando gradatamente il peso P, abbiamo trovato quale in
ogni caso era quello che precisamente corrispondeva all’ equi-
librio. 8i & corretta I'incertesza dell’attrito, e quella che
poteasi temere nella misura degli angoli, con ripetere ogni
esperienza cinque o sei volte, e con prenderne il valor me-
dio..

Con queste ed altre avvertenze che lungo savebbe il de=
scrivere, ci & riuscito di appagare le scrupolose indagini di
i artefici e di varj professori espressamente consulta
tj fra’ quali il Sig. Consigliere ®uccini Ingegnere e Diret-
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tore. de’lavori idraulici del Principato, ed il Sig. Carlo di

Poggio Censore del Liceo Ferros..

Tavola de’nuovi risultati sperimentali.

kil.

( meti del peso del travicello )
P=066°3 P=a,3g

p=73.4 P=a3,q0
@ = Be®. P=3,72
P=84°. P=4,a30 (tuttoil peso del travicello) (*)

§. 9. Per conoscere quanto cooperi alla spinta orizzon-
tale una forza verticale BS applicata al vertice del travicel-
lo abbiamo appeso al suddetto vertice un masso di ferro pe-
sante ¢t 57, e si & trovato, che essendo @ = 50°. si ri-
chiede nn contrappeso di 1% . 8o . Cid dimostra che una forza
BS = o' 57 accresce la spinta orizzontale di una quantita
= caRys

Trasportando il peso addizionale dal vertice al punto di
mezzo dov’é il centro di gravitd, Ia spinta orizzontale di-
venta = 1, 444 ¢ perd diminuisce di ob . 36. Questo pro-
va = che la spinta orizzontale cresce,a misura che il centro
di gravitd si accosta all estremo superiore del travicello (**).

(°) i & tralascinta I’ esporienza corrie
apondente a & ., perché la spinta
otiszantale essendo malto dabole. 1t

1o che di cos? 1 con.dsen® g=o,
© quindi cos.=r | ¢; o per essero

trito sparge notabile incertezza sull’ori-
gine del disequilibrio ,

(**) Evvi chi cerca il valore di ¢ a
eui corrisponde il magsimo momento del
tinvicello contro il muro ( Fig. 2 ) e
moltiplicando 1a BQ (=RS) (§.2) pel
vetee BO, ciod L) o grcur, e

@cos. @ . pone = o.il suo differenziales

log. cos. ¢ =1log. r+§ log.

(03010800 — 0, 4771212) =
somministra @ = 457 , 16' ( sessag. ) -
6 lontano dal
perché la for-

() +Bs=-BF ec.

valor massimo .
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§. 10. Per determinare I’effettiva pressione verticale ;
osercitata da un travicello ‘contro il piano orizzontale su cui
si appoggia, ecco il meccanismo che abbiamo immaginato .

Preso un vette AB ( Fig. 5) di forma parallelepipeda rete
tangolare, e fissato nel suo mezzo O un asse di ferro, mo-
bile su due occhi , su i quali riposi collo spigolo dcutissimo
ricavato nell’asse medesimo, ad oggetto di togliere quasi to-
talmente 1attrito, si & appoggiato ad una parete verticale
NN, di tavola ben levigata un travicello AC, di forma pa-
rallelepipeda rettangolare, a base quadrata, lungo metri 1,771,
munito de’soliti cilindri mobili, e del peso di 44, 14, in
guisa che il suo estremo inferiore venga a posare sul verti-
ce A del vette . Distrutta la spinta orizzontale mediante un
cordone fermato all’ estremo A del travicello, e sulla lunghez-
za del vette nel punto D, dopo aver messo il vette in situa-
zione orizzontale, si & sperimentato qual contrappeso era ne-
cessario collocare dalla parte opposta, ad una distanza BO
dall’asse di rotazione egunale ad OA . Questo meccanismo, che
& stato riconosciuto superiore ad ogni eccezione da parecchi
abilissimi Artefici ed Ingegueri, ha somministrato i risultati
che seguono :

Essendo ¢ = 44°. § ( = 4o°. sessag. ) il contrappeso si &
trovato = 34l g8 . La pressione verticale era dungue mino-
re del peso totale di of*.16.

Fatto ¢ = 55°. § (= 50°. sessag: ) il contrappeso & risul-
tato di 34 .84,'e perd la pressione verticale minore del pe-
so totale di of“. 3. Grescendo ¢ di 11°.§, la pressione di-
visata diminuisce dunque di of". 14.

La formola di ML trovata ( §- 2 ) ci di nei due casi
precedenti

ML = ¢t . 794 X 4, 14 =34, a8y
ML = ok . o7 X 4, 14 =2t . gab :
yalovi minori entrambi delle respettive pressioni verticali som-
ministrate dall’esperienza, e che provano essere il calcolo
della ML, qual risulta dalla costruzione del §. cit. ben lon-
tano
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tano dal vero, poiché modificandolo con la considerazione
dell’ attrito, condmrebbe a dei risultati sempre pilt erronei.

Si puo stabilive intanto: che se abbiasi riguardo all’ at-
frito s una trave inclinata non gravita sul piano orizzontale
con futto il suo peso, e che la sua pressione diminuisce coll’
angolo @. Vedremo ben tasto che questa proposizione otti-
mamente si concilia coll’equazione C (=ML ) =P ottenuta
nel §. 3.

§. 11, Eccoci alla promessa trasformazione della formola
(I1), formola che sola fra tutte non ci ha presentato aleun
manifesto carattere di falsita .

P{a=b)
@

Riassunte I’ equazioni del §. 3, C=P,B= tan. @,

B=BT, si rimuovauno gli appoggi che impediscono lo scivo-
lamento ; ¢ si sostituisca in B una forza Bb (=z) eguale e
contraria alla BT; si sostituiscano in D due forze DI(=z),
Dd(=y=DB), la prima eguale e contraria alla spinta ver-
ticale, la seconda alla spinta orizzontale B. E certo che il
teavicello restera tuttavia in equilibrio, e percio, le tre e-
quazioni sopra esposte, che divengono

Pla—i
o x:-;‘a-—r)tnn.q},x=y

sono le condizioni da cui dipende I'equilibrio del travicello.
Sieno B#, D& due forze equivalenti all’ attrito nei respettivi
punti B, D; forze che debbono agive in direzione contraria
a quella che risulterebbe dal moto del travicello, Siccome
attrito ¢ proporzionale alla pressione, preso un coefficiente
costante f, si pud fare Bf =7.Bs, Do =F.Di. In virti
di questi nuovi elementi, le condizioni dell’equilibrio 1." &
3.4 divengono s+ fx =P, x =y =+ fz, dove y esprime I’ef
fettiva spinta orizzontale inferiore . La 2.2 siccome equivale
a P(a—2b)sen. p=axcos, ¢, ciok a P. Dz=Bb.BC, che
& I’ equazione destinata ad impedire la rotazione del sistema,
si cangia in
P .Dc=PBs ,BG+ B . DG, ciot in
Tomo XVI. Gg
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P (a—£&)sen. ¢ =azx cos: rp+aﬁ sen. g .
Dividendo quest’ ultima equazione per sen.g si ha
(amb)
(F+cot.g)

Taaiei tidncorad 3 :I‘[

- La 12 diviene z=F

_tamb)
) e

ed & la trasformata richiesta. Essa darebbe una infallibile xi-
prova della formola (II), qualora si. potesse trovare un valo-
re di f, che la rendesse concorde con tutti i risultati speri-
mentali . Noi perd, invece di cercare a priori il valore en-
de si tratta, il che sarebbe oltremodo difficile, cercheremo
qual sia il valore di f, che in ciascuno de’nove casi coptem-
plati nel §. 8, accorda la formola (V) coll’esperienza: ed &
chiaro , che se il valore di f esiste, nell’ ipotesi che tutti gli
sperimenti sieno di un’assoluta esattezza, dee trovarsi costante-
mente eguale ad uno stesso numero. Una leggiera aberrazione
dovra riferirsi alle minime inesattezze, inseparabili dai fisici
sperimenti, e molto pit dai nostri, ne’ quali sempre doveasi
vincere la doppia difficoltd , di misurave esattamente 1'ango-
lo ¢, ¢ di misurarlo quasi a volo, cioé nel punto preciso in
cui I’equilibrio cessa .

I risultati dell’ indagine sopra indicata sono i seguenti:
b e 40" 5¢v, 6o®, 65°, uﬁ“g, -,v a g, 807, s4°.
d:-[!;lnl‘)ld O, 75- xycB, :,39, 1,74,1\,1,2 39, ,9, ,72 4 2.
véilr:;' $0,1050,0050,12;0,1650,1650,14;0,1630,10;0,18.

£ da osservarsi che i valori corrispondenti all’ esperienze 1.* ,
2 e 92, sono quelli che. pitt aberrano dal cercato valore
medio; e che tal difetto nasce appunto dalla maggiore diffi-
colth che & incontra nell’ effettnarle . Infatti nelle prime la
spinta essendo debole , una piccola differenza nell” attrito in-
fluisce sull’ origine del disequilibrio; né si pud prescindere
da tale differenza, per non essere noi sicuri che i cilindri
sieno dotati di una mobilitd esattamente ugnale, qualunque
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elemento Jongitudinale serva loro di appoggio. Nell’ ultima
esperienza la spinta & troppo forte , e forte & in proporzione
P attrito . Le variazioni di questo divengono quindi sensibili,
per una ragione opposta a quella, che avea Inogo nelle pri-
me esperienze .

Preso il medio aritmetico o, 14 fra i valori di £, i va-
Toxi teorici della Dd sufficientemente &i avvicinano a quelli
trovati coll esperimento .. Quello della Dd relativo alla 1.2 e-
sperienza del §. g si trova = 1, 79" : quello della Dd rela-
tivo alla 2. esperienza dello stesso §. visulta = 1,464, Cal-
colando il valove della z(=D?) spettante alle due esperienze
del §. 10, si ottiene z=3, gat", =3 ,84%; valori de”
quali il 2.° coincide col valore speri le,.

In pratica mon.mai succederd che I’atiito sia tanto Jeg-
giero, quanto quello che ha luogo nella mostra macchina;
ma siccome PPaumento di f favorisce Ja sicarezza dell’ edifizio,
Puso della formola (V) non soggiace per tal motivo ad al-
cuna eccezione . Noi perd facciam osservare; che il valore di
f eade sempre fra dei limiti molto angusti, perché se giun-
gesse a 0, 54, posto b= 50° si avrebbe per y un valore
negativo, lo che contraddice .

Quindi ne segne, che Uattrito del pié di una trave in-
clinata . contro il piano orizzontale su cui scivola , abbia ge-
neralmente un valore intermedio, fra quello dell’ attrito di 1.*
e di a8 specie; giacché il coefficiente del primo attrito. le

uperfici wfricanti essendo ambedue di legno, giunge, com’ &
noto, sino a 9, 50; e quéllo del secondo, in virti di una
mediocre pressione, diviene eome si & veduto, =o, 14.

§. 12. Facendo per semplicitd b =1}]a, le formole 'de’

due attriti superiore ed inferiore sono
74 Lis i L pplfrmoot.g)
e L S

T a(f+cet.g) a(frcotig)

Pongasi successivamente g =% == 339, § = 50°, = 66°.§ = roc*
e siavrd
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g= o0 ,Bi=o, Dé=o; 14P,
$=33%}, Bl=o0,037 P, Dd=0,135D,
¢=ic°. , Bf=o0,061 P, Dd=0,131 P,
$=066°.%, Bf=oc,c07 P, Dd=0,126 P,
@g=100c°, Bg 50P, Dd¥=o,070 P,

La somma degli attriti, generalmente espressa dalla for-

—+ g oot

mola 17——“2';{““:_“;;"

=0,14P,=0,172P, =0,19a P, =0, 223 P, =0, 57 Ps

1 risultati precedenti dimostrano 1.° che I'attrito superiore

B§ cresce da gh=oc". sino a gi=100°, ma pili rapidamente

dell’ attrito inferiore D& : quindi apparisce perché la spinta

verticale D/ si trovi minore (§. 10 ) a misura che si aumen-

ta I’angolo 4 .

2.” Che la somma degli attriti Bg+ D& cresce da g=10
fino a @ = r00°. Questo aumento setve a ristringere dentro
i dovuti limiti quello della spinta orizzontale dato dalla for-
mola (II) .

Siccome quando g=0%, Bf & < D3, e quando §=100°.
& BF> D, vi dev’essere un valore di' @ a cui corrisponda
BB = D3 . Per trovarlo si supponga

» nei respettivi casi di eui sopra, proviene

i
:(f+cux.p)=f('_n(1+mn.¢))
e poiché ne deriva 1=+ a cot. ¢}, con fare f=o0, 14 si
ottiene cot. g =0, 430, ciod @ = 74°. presso a poca .

1l yalore =co dato dalla formola (IT), unicamente signi-
fica, che non esiste alcuna forza Bb, capace di tenere equi-
librato il travicello. in una posizione orizzontate. Infatti la
forza Bb, e la gravitd che sollecita il travicello, essendo ad
angolo retto fra loro, non: possono giammai distruggersi .

§: 13. Posto che la sommiti C di un travicello obbliquo
AC (Fig. 6) sia stabilmente fermata sul vertice di un secon-
do travicello verticale GD; essendo gli estremi A, D, nello
stesso piano di livello, si dimanda come si distribuisca il pe-
so di ciascun travicello, che si suppone cognito, sugli ap-
poggi A, D.
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Si posi ciascuno degli estremi A, D sul piatto di una
stadera, e si determini il respettivo peso. Essendo AG=0,64*",
C o, 59%", abbiamo trovato che facendo successivamente
ACD=33°.§, =50°, =664, il peso di AC risulta sempre
—o0,34%; e quello di GD =0, 89"". Dunque il peso per-
duto dal travicello obbliquo sta al suo peso primitivo come
1:a-~4 . Conoscendo il peso di due travi AC, BC ed il lo-
ro carico, pud dunque determinarsi Ia quantita del peso, che
cessando la reciproca loro connessione in G, dalla quale gio-
va prescindere , si trasmette mediante il colonnetto CD sul
punto D dell’asta o cliave AB, lo che serve a dare una pro-
porzionata soliditd alla chiave stessa e ad assicurare la stabi-
lita del tetto .

§- 14. Proer. Dato che due travi AC, BC, la di cui spin-
ta orizzontale inferiore si suppone distrutta da un ostacolo
insormontabile in. A, B, si sostengano vicendevolmente , ap-
poggiandosi nel yertice ©, si dimandano le condizioni da cni
dipende il loro equilibrio.

Sovvzione. Sia p il peso di AC, p' quello di BC; ¢, ¢

i respettivi angoli ch¥essi fanno colla verticale. Siccome I'ef-

fetto dell’ostacolo- in A, equivale a quello di due forze a

detto punto applicate, le quali sieno respettivamente uguali

€ contrarie alle forze ehe in esso agiscono, la forza che pro-

duce la spinta orizzontale superiore nel vertice della trave

Pah)
a

AG, pud assumersi effettivamente = tan.@ . Lo stes-

so dicasi per rapporto alla seconda trave BC, e si conclude-
7i; che qualora prescindasi dall’attrito, ed il centro di gra-
vitd cada nel punto di mezzo, le condizioni dell’ equilibrio
si riducono a p tan. @ =p'tan. ¢'. Basta dunque che i pesi
stiano in ragione inversa delle tangenti degli angoli colla ver-
ticale .
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Anricovro II

8i yuol dimostrave=Che ogni equasione algebrica determinata,
ha una risolvente reale o immaginaria .

§. 1. Tutti i Geometri lianno ravvisato il teorema onde
si tratta, come il principio fondamentale della teoria dell’e-
quazioni algebriche . Alcani, come il Dottor Tommasini (fr-
troductio in Alg. T. 2, §. 4o7 ) I'hanno ammesso come conse-
guenza dell’ipotesi da cui I’ equazione stessa deriva, come se
qualunque ipotesi anche contradittoria, dovesse di sua natu-
ra verificarsi : altri si & contentato di supporlo tacitamente :
vi & stato in fine chi ha fatto ogni sforzo, per non lasciarlo
senza una qualunque siasi dimostrazione, ma con successo,
per quanto a noi sembra, del tutto infelice . Egli & un fe-
nomeno analitico, per lunga esperienza riconosciuto, che le
veritd semplici ¢ fondamentali , sieno per ordinario le piu
astruse e recondite ; e che I'umano ingegno non soglia giun-
gere a dimostrarle, se non dopo avere stabilite sulla loro esi-
stenza ipotetica o induttiva, le principali veritd che ne di-
pendono .

11 Sig. Lacroiz nel suo Complemento dell’Algebra (p.116)
comincia dal confessare, che si Fon n’a pas encore de dé-
monstration. compléte de la proposition dont il $agit, on peut
du moins donner des raisons assez fortes, pour qu’elle ne soit
plus douteuse; ed il suo discorso & si specioso, che il Signor
Francoeur ( Cours complet de Mathém. T. 3, §. 449 ) non ha
esitato a prevalersene come di una vera dimostrazione. Com-
pendiandolo com’¢ suo stile, egli si esprime presso a poco
in questi termini .

L’ equazioni di grado pari, aventi I'ultimo termine po-
gitivo, sono le sole per cui sia incerta I’ esistenza di una ri-
solvente reale, perché non si sanno trovare generalmente due
valori d’ %, i quali diano una variazione di segno nella som-
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ma de’termini. Chiamando p, g, rec. i coefficienti della pro-
posta, u I’ ultimo suo termine, con mutare il segno di u si
ha un’equazione con due risolventi reali, che debbon esser
funzioni di p,g,rec. u, perché il loro valore varia con quel
lo de’coefficienti. Dunque si pud supporre x=F(p. g, r...2).
Ma lo spirito del calcolo algebrico, il quale & indipendente
dai valori particolari che possono darsi alle quantitd, prova
che mutando il segno di z, la formola x=f(p;q,r...—u)
dee scddisfave alla proposta, ancorché per la mutazione del
segno di z sia sotto una forma immaginaria, e per consegnen-
za una semplice espressione analitica o un simbolo, atto uni-
camente ad annullare la somma de’termini. Dunque ogni equa-
zione algebrica determinata ha per lo meno una risolvente
reale o immaginaria .

Siccome tutta la dimostrazione si fonda sull’esistenza
della formola  =f(p,g,r...u), e questa non pud sup-
porsi se prima non si prova possibile la generale soluzione
dell’ equazioni algebriche di qualunque grado, i soli dubbj
proposti dal Sig. Lacroix ( Complem. cit., §. 56 ) basterebbero
per distruggerla, qualora il Sig. Cav. Buffini non avesse ri-
B provata 1" impossibilita della soluzione onde si
tratta ( Soc. ftal., T. X ). Tolta di mezzo la dimostrazione
del Sig. Francoeur , si fa luogo a cuella che passiamo ad es-
porre, e per cui ci giova premettere le seguenti nozioni.

1. 8e in una funzione delle variabili ¥, z, espressa per
F(y,z) si fa yariare successivamente ¥ e %, con mettervi
Y~k per y, 5L per z, si ottiene la stessa fanzione va-
m:ata F'(y,2), la quale nasce dalla sostituzione simultanea
di y+ % per y, e di z+ 7 per z. Infatti, siccome le va-
riabili ¥, z sono per ipotesi fra loro indipendenti, la varia-
zione di una non pud influire nella variazione dell’altra.

II. Sostituendo z—/% per z in sen.z e cos.z; si ottiene
880 (54 1) = sen.z cos. h-+son. h c08. 5., €08, (2~ h) = cos. 5 cos. hi—son. = sen.

3
ma smn.]’e_:v’z—ﬂi1 €C., €08, k=
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Dungue se % sin una quantiti infinitamente piccolay on-
de possano trascurarsi le sue potenze superiori alla prima,
si_ha

sl (za-+1) =sen. z-+71 00s.5,005: (#-+-h) = cos. z=hisen. z:
e se in vece di # abbiasi ms, e pongasi -/ per z, risulta
380, (7= k) == g1 2~k 005 T3, €08, (M -+THt) == €05, Mz — mfs sen. m «

1. Avendosi due quantitd finite A, B, si possono tro-

vare due quantitd infinitesime £, 4, tali, che stia A:B:: 4 k.

nfatti A B 2. 2
=

=
Cid posto sia @™ o= pai™—i 4= g23"—> . . x4 =10
e s'indichi per & una quantiti prossimamente minore della
minima differenza fra le sue risolventi. Avendo riconosciuto
coi noti metodi che la proposta non abbia ne risolventi egna-
li, né risolventi razionali, si ponga &, 28, 3% ec. per %, fino
ai limiti delle massime risolventi, positiva e negativa. Se si
trova mna variazione di segno ne’risultati, fra i numeri so-
stituiti per x vi & una risolvente reale . Suppongasi dunque
di non ingontrare aleuna variazione di segno, e siccome qua-
lunque risolvente della proposta, se esiste, dev’essere imma-
ginaria, pongasi %=4cos.p-+sen.¢/ —1). La trasforma-
o, dove
€08, (anim— 1) - QA= cos. (8 —8) oo A 0. 2§
2" gen. amgi -+ pA™ =" gen. (am — 1) B gA* =% gen. (am—18) . . .- wAsen.
e tutto si riduce a provare che vi & sempre un valore di 2
edi @, il quale di simultaneamente P=o¢, Q=o0.
Sieno A, @' due qualunque determinati valori di 4, @3
e P,Q divengano respettivamente P, Q'. Pongasi A'~+£ per
Ay -k per @', essendo k, % quantita infinitesime: si tra-
scurino le potenze di &, 2, superiori alla prima, e chiaman-
do P", Q" ¢i6 che respettivamente divengono P', (F, si avrd
(nflenlll)

P =P o [ am2rsn cos. amg! e (om e 1) piln—" cot. (2= 1) g ., .o k! co ¢J]%

—[amdl*mson. amg' 4 (anee 1 )pA2%=" gen. (am— 1) .. .+-xW sen. ' Th,

i
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=0 b{ amA*® gon. amgll + (am— 1) pAR=" gen. (amim—i) ..ot A" ;.,,,.,s-})’—:,
- [amA/*™ cos.am .= (3me—1) p¥ =" c0s. (A —r) .. -+ con. g 1 .
Noi diciamo che il valore ed il segno di %, %, si possono
prender tali, che P", P'; Q', Q' risultino del medesimo se-
gno; che sia P' <P, Q"< Q, e che le differenze P'—P",
Q' — Q" sieno infinitesime . Pongasi
204 con. amg - (ans— 1 ) PP cos. (am— 1) .. . <=2 con. f =M
amA/2m gon. amg - (am— 1) A" gen. (amom 1)
onde si abbia

P=p B NE, =0 2

Se P'>0 e Q' > o bisogna che %— Ni, e Nt sieno

quantita infinitesime negative, e viceversa se P'<<o, e Q'<o:
condizioni che si verificano in ambedue i casi con fare

o —Nh=za, 2 m—a) )

essendo @, & quantitd infinitesime, ed il segno essendo qual
si richiede dalle circostanze . Le stesse equazioni sussidiarie
(1) soddisfano al caso che una delle quantith P', Q' sia po-
sitiva, I'altra negativa .

Ottenuti i nuovi valori di P, Q, ciod P'(<P'), Q"(<Q')
procedasi ad una seconda trasformazione, per cui da P si
derivi P* < P", da Q" si derivi Q" < Q". Indicando A + k&
per A", @'k per g, e rappresentando per M', N' ¢id che
vespettivamente divengono M, N, quando vi si pone A", §"
per A'; @', é chiaro che si ayra

P P'=P P, 0" " =Q — Q"
purché s’istituiscano I’ equazioni

{%ﬁ-—l‘l‘iz‘:ia,%a—lﬁ'k‘::’:a’} ce (1)
© quindi si deduca il valore di &' ed %

Suppongasi protratta all’ infinito questa serie di succes-

sive. trasformazioni, e per fissare le idee si suppongane P' e
Tomo XVI. Hh
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Q' positivi o P'<<0'. Avendosi P'= P — o, P
Pr—lag, PU—P" g — Py —P
giungere ad un punto in cui si trovi P
un valore di 4 e di @ il quale dia P=o.
Affinché le quantitd P, Q', mediante i successivi decro-
menti svaniscano insicme, si richiede che la maggiore decre-
sca per gradi proporzionalmente. pilt forti; e qualunque sia
il rapporto che per quest’effetto dee sussistere fra o ed o,
@ certo che tal rapporto & possibile . Pongasi che o' abbia ad
@ il richiesto rapporto, e risolvendo I equazioni (I) si avra
il corrispondente valore infinitesimo di £ e di 4. L’ equazio-
ni (1) daranno il corrispondente valore infinitesimo di & e
di /', e cosi in seguito. Spingendo all’infinito la serie delle
indicate trasformazioni, si giungerd necessariamente ad otte-
nere I’evanescenza simultanea di P e di Q. Dunque vi &
sempre un valore di A e di @, che sostituito nell’ espressio-
ne d’x verifica la proposta: per’ conseguenza ogni equazione
algebrica determinata ha per lo meno una risolvente reale o
immaginaria ,

P
a ,ec. sides
e perd esisle

Arricoro III

Ricerca delle risolventi razionali dell’ equazioni di 3.°,
42 e5° grado; le guali sieno prive del a.° termine, o tali
che il cosfficiente di detto termine sin divisibile pel massimo
esponente dell’ incognita : dove delle estrazione di v lazsy ),
e della maniera di ottenere i fattori razionali componenti un

equazione di 5.° grado, le di cui risolventi sieno tutte irra-
sionali .

§. 1. Essendo 2’ +pr—g=0 nn’equazions cubica qualun-
que, i Geometri hann’osservato, che quando si ha 19 +5pt
due delle sue risolventi sono eguali .

Partendo dall’ipotesi contraria, ciod che due risolventi
sieno eguali, pongasi

0
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Bapr+g=(rEafe ) (s Faf)=2 —3frzofi=o0,
Risulta —3f*=p, 5 3f°=g; quindi f=\/ —ip= ¥ 514,
e fatta la potenza sesta si ha fg*+ 4 p'=0 come sopra: si
ha inoltre p<e, altrimenti § ¢* avrebbe un yalore megativo
ed £ sarebbe immaginario .

T eriterj coi quali si pud decidere dell’ egunaglianza di due
risolventi eguali di un’equazione cubica della forma
&+ px + g'= 0, sono dunque p=—3m*, g ==2m’,
Tron. Se due risolventi di un’equazione cubica come so-
pra sono eguali, tutte le sue risolventi sono razionali.
Infatti Pen:hé sia f irrazionale , hisugna che tali sieno
ambedue le quantith /' — gp,by:{g . Ma il quadrato di

8 3
queste da il numero razionale _§P=l}fi g ([/”) =

i*7u

numero irrazionale . Dunque ec.
ig
§. a. Non verificandosi i criterj delle risolventi eguali ,
suppongasi che la proposta abbia una risolvente razionale ==f,
e si faccia
2bprig=(2Efotg)(25f)=20+(g— ) v ef=o.
1l confronto da g — f*=p, 5z gf =g . Dunque si divida q
in due fattori:si prendano per f, g, quelli che danno g—p=/*,
ed il valore di f & la risolvente cercata .

La riprova, de’valori reciproci di ¢ diviene anche pitt fa-
cile e breve, osservando 1.% che se p>o0, ¢ dev’essers > p;
© e p <o, il massimo valor negativo di g dev'essere <P

2.” Che se g>o il segno di g & contrario a quello di £
& lo stesso se ¢ <<o. Basta avvertire che il segno di fsi de-
sume dall’ equazione ipotetica » === f,

3.° 1l divisore estremo ¢ rimane escluso quasi sempre
perché non pud essere ==zt g se non abbissi p negativo
ed insieme p == 1 un ¢quadrato, dove si ha il segno + sc g
& negativo e viceversa. B questa nna conseguenza della so-
stituzione di =g per » nell’ equazione z* - px -+ g =
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Essurio I. Abbiasi 22 — 212 — a0 =o. Risciolgo 20 ne’
fattori 4,53 2,10, escludendo gli estremi 1,203 il primo
perché troppo piccolo, il secondo perché 21 + & non & um
quadrato .

Posto f=35 osservo che g+a1=7> diviene 4§41 =35>
e ne deduco x=5. Il fattore 2°==fu—+g si cangia in 22 +4-5z-+-4
ediz=—1,x=—4.

Eeexrio II. Sia 2° — 1724+40=0. I pil semplici diviso=
xi di 4o essendo 1,2,4,5,8, sperimento i primi tre, e veg-
g0 subito che non pud farsi f=z=r1, ==a, == 4, perche il
2. membro della caratteristica g~ 17=1 risulta eccessiva-
mente minore del primo. Pongo f= 5, e siccome trovo
8+17=5 ne deduco x=—5. I fattor quadratico &
2 —br 4+ 8.

Eseurio II1. Suppongasi data 'equazione 23 4-28z+64=0.
La caratteristica &— 28=/* dimostra che il minimo valore
di g non pud esser <39. Dunque non si pud assamer per
£ altro divisore che 33, Ma 3a—a8=12°, ¢ —a2 verifica la
proposta . Dunque z=—g.

Esenrio IV. L equasione assegnata sia 2*—gbz —576=0,
che per essere P<omnon & (§.2,n°F) pel nostro metodo
delle piit vantaggiose . Cominciando dalla ricerca de’pitt sem-
plici divisori di 576, trovo 1,2,4,6,8,9, 12. Quindi esclu-
do i divisori 1, 576 il primo perché troppo piccolo, il se-
condo perché 96+1 non & un quadrato, e passo a provare
alternativamente per f ¢ g rell’ equazione g + 96 = f* i di~
wvisori reciproci 2,288; 3, 1925 4, 1445 6, 96: ma siccome'
g mon pud avere alcun valore negativo'= o > g6 ; avverto di
prendere positivamente per g i numeri 288, 192, 144,96.

Un brevissi peri di ndomi che le prime
cinque coppie di divisori sono inutili, provo le due coppie
susseguenti 8,725 9,64, e queste essendo parimente inuti-
i, pongo f=12, g=48. U risultato & 48+ gb=12>. Dun-
que z=1a. Ecco il quadro delle operazioni che sono neces
sarie pel metodo de’divisori , ( Ped: Tavola )
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Esewero V.. Abbiasi. finalmente 2* — 6oz — 1600 =0.
Siccome p>0 @ g<0,g dev’essere > 6o, f positive e <a7.
Basta dunque cercare i divisori di 1600 minori di 27, che
s0n0 T4, 4,8, 10,106,320, ¢ che danno respettivamente
g = 1600, 800, oo, 200, 160, 100, Ho . Si vede subito che
i primi quattro non convengono alla caratteristica g— 6o =/
che il 5° di 160 — 6o = 10*, & perd z =10. ()

§. 3. Quando la formola Cardanica & reale, nel qual ca-
g0 una soltanto pud essere la risolvente razionale della pro~
posta,, il valore di tal risolvente, se esiste, trovasi anche con
estrarre successivamente le respettive radici quadrata e cu~

bica, indicate dalla formola V(a: V/b). Cosi da =¥+ 3z
— 14 =o0 si ritrae wzly(1+/50)+!y(7—l/50):
VW (r+7a0m )y (7= 15070 ) =1 1hopi+

=2,4.-.—0,4...=3.
Da 2} +6z—20=0 si deduce .z=|y(w+ 613 )+

[y'[ lo-ﬁVS):f/’( ro+6X Ia732)+1}/(l0—6)<t,732)
=|/no,3g:+

Questo metodo, che & molto facile nel caso rarissimo
che & sia un quadrato, ed &=}/ sieno cubi, come in
23— gz +28 =0, esige quasi sempre un calcolo fastidioso,
che divien tale anche di piii, se i numeri &, & contengono
delle frazioni; e riesce poi del tutto inutile quando & b<o.
Avendosi per esempio equazione semplicissima 27—5z+12=0,
&i trova

05392=2,7 . 1a—0,7 .. =2,

(*) Per agevolare la supposta riduzio- 1l numero de’casi in cui si verifica
me di un’equanione oubica qualuinqus | che sia p divisibile per 3, & il terzo di
Az’ 4-By* 4 Gy +D=o alla forma | wueti 3 casi pousibili, ed a questo no-
#f 4 pr g =0, giowa far wio della | mero deesi agginmgere quello dellsqua-
farmol sioni-originariments prive del 2.° tor-
2%-(AC-3m*) 24-A (AD-€ 3o | mine- Quindi apparises quanto esteso sia

il numero dell” equazioni da nai contem~—
plate .

dove m ot per 2 ol 5 8 = Ay +ma.
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/(=) (o= 2y (59
170,4o4=|7u,596+‘/o,4o4=n,a,..+o,y. -

espressione dipendente da una serie di otto operazioni , che
indica una risolvente razionale 3, ma ci lascia nella necessi-
ta di verificarla .

1L metodo del §. 2 & incomparabilmente pilt semplice e
pin spedito, poicheé I"equazione g+ 5= f* si verifica subite
con fare f=23, g=4.

§- 4. Gli autori di elementi algebrici, in vece dell’an-
zidetto metodo aritmetico, sogliono adoperare nella ricerca
delle risolventi razionali I’ estrazione algebrica della radice
cubica esatta (*).

Noi, quantunque siamo persuasi esser questa un’opera-
zione assolutamente viziosa, ci proponiamo di traitarne, per-
ché la ricerca di V(a:l/b) pud rignardarsi come un pro-
blema relativo al calcolo algebrico, necessario. al compimen-
to dell’ Algebra Trascendente, e perché siamo d’avviso di
poterne perfezionare ulteriormente la soluzione.

Omesso il metodo di tentativo, omai abbandonato, per
cui la parte razionale della radice cubica fassi dipendere dal-
la determinazione di un numero ¢, il quale renda un qua-

—t? = v
drato la funzione Z——2 3: £, a noi sembra che uno soltanto sia
il metodo attualmente adottato dagli Analisti.

Pongasi [y(a+l/lu}=)r+|/t., essendo y.¢, due nu-
meri razionali da determinarsi. Fatto il eubo si deduce
a=y +3yt... (1) YEh=(3+1t)t.0.(a).

(%) Fra i moderni Tommasini ( Intro= | wonale. acraiz tralascia ogni applici—
dtctio in Alg. Tom. 1, pug. 6); Paoli, | gions della_teoria dell’ squazioni enbi=

( Elem. d' Alg. Tom. I, p.x10); Fran- | che; omissione , che por essore affatta
coeur ( Cours Compl. de Math. ool. 5, | nuova tra gli antori di elementi, ci di
o 79 otc. ). Bosut si sarve nnicamen— | lnogo di sospottare ch’cgli mon fouse
te del motodo del §.3, ma nouloade- | contento de’matodi pratics conosointi -
pera nella ricerca di una risolvents ra-
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La differenza de’quadrati di a® — & =(y*—¢)?, ciod
f..:_.i}/( a*—0b). Affinché y.£ sieno razionali dev’essere
2 —b===h" cubo razionale. Dunque ¢ = y*== k', e Pequa-
sione (I) diventa 4y3== 8ky —a=o0...(Y); equazsione, che
se ha luogo la radice ipotetica, dee avere una risolvente ra-
zionale, per la di cui determinazione si ricorre al metodo de”
divisori . (%)

§. 5. Prima di prendere in esame I esposto metodo, ci gio-
va stabilire alcune utili verita, ed osservare se possa vantaggio-
samente estendersi ai casi, in cni @ +4-/b non & un cubo .

I. Siccome deesi avere a?—b=z=}3 tutti i binomj cubi
della forma az=),/b sono compresi nella formola ﬂﬂ-l/{a.“ 43).
Ma una formola di questa natura suppone un’equazione cu-
bica 2% == 3/z — 28 = 0 e vicoversa. Dungue la ricerca del-
la radice cubica esatta di a==}/%, ¢ la ricerca di una risol-
vente razionale de]l'equarmne zJ-'-sz—:uz—n .« (Z) sono
due problemi che dono I*uno dall’altro.
Lo stesso risulta dall‘lspamone de]]a (Y), la quale con fare
ay=z si cangia nella (Z), e sostituendo il valore di % divie-
ne z¥— V{a‘—b})(z—na:o equazione da cui deriva

== (a+y/B) + ) (a=/b).

Qualungue volta la ricerca del valore esatto di V(a:—ﬁ/ b}
debba servire alla soluzione di un’ equazione cubica, il meto-
do sopra esposto ci riconduce dungue con circolo vizioso al
punto da cui siamo partiti.

1L, Se vien data un’ equagione cubica qualungue &°+pr—+
g=0, che abbia almeno una risolvente razionale, esiste seme
pre la radice cubica esatta del binomio —} ==/ (}4*—53 2%

0 L metolo proposty QL P, Bases- | un'incomeds trasfurmata Sl (). T
wich ( Blem. Unio. Math. T. 1T, fauz con_parre w= o -+ 2a s-( n)muna
Fenet. 1757 ) sembra del tateo wenn ad—aq(a*—b)o—op (a* —b)xu_n.
dal precedents , ma se attentamente 5 | owvero, pmhé at— L@ —agh'a
eonsidera V' equazions fnale dol suo cal- | — 223 aphd =0, squazione che s can=
colo , ciot ' =6au* + (ag6—15a* )u | gin nella (Y) purch! si faccia o =2 307,
b=y, i veda o elte’ equivale ad
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sotto la forma y + /¢, poichd la determinazione di questa
radice non dipende che dall’esistenza di una risolvente ra-
zionale della (Z) identica colla proposta. (¥)

Qualora il binomio dato sia @ + |/ — b, e la (Z)
abbia tutte le risolventi razionali, i tre valori della radice
¥=-1/¢ sono immaginarj come dev’essere; e I’ immaginarieta
deriva dall’essere ¢ = y*— | 7(a*+2), ¢ |/ (a*+2) som-
pre maggiore del quadrato del massimo valore d’y . Sappia-
mo infatti dalla teoria dell’equazioni cubiche, che nell’equa-
zione x* — pr = g =0, le di cui risolventi sieno tutte rea-
li, & 2<tay/ §p. Dunque nella (2) si ha 2<4h<dp S (a>+2),
Ma 2= 4. Dunque y* <[ ¥(a*+5).

1. La formola Cardanica & inutile per determinare le
risolventi razionali, ove si tratti del caso irriducibile. Infatti
nulla si ottiene coll’ estrazione algebrica della radice cuba,
perché si cade in un circolo vizioso; a nulla giova il meto-
do aritmetico del §.3 perché |/ —& non puo estrarsi: né le
serie derivanti dallo sviluppo della potenza § di 2 + 1/ —&,
a—/ — b, sono di alcun vantaggio, perché altro non dan-
no generalmente che delle semplici approssimazioni .

IV. 11 valore di ly( az=/b) essendo necessariamente
triplice , & impossibile determinarlo con un metodo diretto,
il quale sia indipendente da un’equazione di 3.° grado.

V. Essendo @, b numeri intieri, per qualunque valore
razionale dispari di z si ha y sotto la forma AM:' y oyl
[=1/ (0 —Rr) =8/ T(2M~+1 p—4h]=1/¢ purche sia @

numero dispari . Dunque , sebbene @, & sien numeri intieri,
L PR e
puo aversi l/(a-i-‘/b ) =---EL ... (I), proposizione gra-

tuitamente contradetta da qualche illustre Geometra, e se=
gnatamente dal P. Boscovich ( Op. cit. Tom. IT, p. 147 ).

() Male dunque si appose il P. Bo-
scovich ( Op. sit. p. 131 ) ove diste : Sa-
pe autem radicis cubice extractio haberi

non poterit, licet aquatio proposita ra-
i buerit

tionales radices habuerit .
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sstituendo subito P equazione (I) si giunge alla (Z) sen-
za passare per la (Y). L’equazione ipotetica (I) & dunque
preferibile .

VI. Affinche due risolventi dell” equazione 2% +/fa*+g=0
sieno della forma y==)/¢, bisogna che sia g=Fk*, e che Ie-
quazione sussidiaria 5°— 3kiz <+ f=o abbia almeno ‘una risol-
vente razionale . Infatti la proposta <i di

3 )
e=y/[-tr=)/(1r6)]:

§. 6. 8e @+ b non & un cubo, sia £ un numero in-

tiero o fratto, tale che risulti g n(a-+/8)]=y-+t.

Indicando 7‘:(=l§/;i) per [yN, abbiamo I//(a+§/b)=

()""l/f)l,VN » & I'equazioni (1), (2) del §. prec. divengono
a=N(y+3yt), V/b=N(3y+1/%).

T
) T o
e - , & perd si vede

che per determinare il valore di n, basta trovare un nume-
10 N il quale renda 2* —5 un cubo; numero che sempre
esiste, perche tali sono (@* —&)*, (e — & ). Per altro,
siccome richiedesi per m il pi semplice fra i valori possibi-
li, e per la ricerca di questo valore pii semplice non evvi
alcun metodo, tutto il successo dipende dalla dubbia scorta
di un fastidioso tentative, Trovato il piti semplice fra i va-
lori di' p, valore che non pud ‘essere un cubo, altrimenti
non sarebbe atto a trasformare in un cubo il binomio dato,
Ia radice dimandata comparisce sotto la forma (y-n/t)lyN.
Ma questa esige I estrazione di una radice quadrata e di una
radice cubica, e poi una somma ed una moltiplicazione, men-
tre per determinare aritmeticamente il valore di ly(d-b—ol/ﬁ)
basta I"estiazione delle due radici ed una somma . Dunque ,
anche nel caso il pit favorevole che sia N un numero intie-
ro, il metodo del §.3 non si estende né con facilith né con
vantaggio ai casi in cui a1/ non sia un cubo.
Tomo XVI. Ii

Da queste y*—i=
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Diciamo adesso, che il metodo di cui si trafta non va
esente da ogni difetto, neppure nel caso che il binomio da-
to sia un cubo: 1.° perché il metodo de’divisori, da cui si
fa dipendere la ricerca de’valori d'y, & laborioso e prolisso;
2.° perché la forma dell’ausiliare (Y) & sovente inopportuna.
Infatti , qualungue volta la (Z) ha una sola risolvente razio-
nale dispari, la (Y) ha una sola risolvente razionale fratta;
& quando la (Z) ha tutte le risolventi razionali dispari, tut-
te le risolventi della (Y) sono razionali fratte. In ambedue
questi casi riesce del tutto inutile il sottoporre la (Y) al me-
todo de’divisori . Cosi I'equazione (Y) relativa al binomio

5887 . 4
_.50.4,1/% & 4y’ — 17y +20=0, e non ha nessuna ri-

solvente razionale intiera . Prevalendoci della (Z) che & 2 — 172
+4o=o0, si trova subito (§.2, es.a) z=—>5. Dunque
H i

=—1, e siccome fi=

la radice & —&-o—'/l. *

§. 7. In seguito di quanto si & fin qui esposto si pud ades-
so concludere, che per ottenere il valore esatto di p-+(a1/5)
2/t

ne deriva z(=’;—5

giova istituire 1’ equazione ipotetica p/(a+|/b)=

dedurne cubando 8a =2+ 3zt ...(a), 8/ —(3z“+t)|/t
Quindi (8a ) —(8/bP=(2*—¢)*, cict z*—t=4(a*—b)
& t=2*— 4h. Cosi I equazione (a) diventa 4z° —12hz—8a=0,
e divisa per 4 coincide colla (Z), della quale si hanno fagil-
mente (§.2) le risolventi razionali, ed in conseguenza

Vi) =2/l o]

Tun risultatc, quantunque la proposta
abbia pitt di una risolvente rasicmale s
(cpcnlulc dopo s tragformarions indi-

PR
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In pratica basta caleolare il valor di 2[=p/(a*—5)] per
sostituirlo nella (Z) che si risolve come sopra .

Questo metodo, il quale come ognun vede, altro non
ha di comune con quello del §. 4, che I'artifizio con cui st
ottiene il valore di £, ne differisce 1.” nell’ equazione d’ipo-
tesi: 2. nell’ equazione finale: 3.” nella maniera di ottenere
le risolventi razionali dell’ equazione finale .

Per guire anche pitt spedi te Pintento, giove-
14 1.° osservare, che quando a sia intiero e > o non pud
supporsi z=aa, poiché I'equazione (a) diverrebbe 82=8a%-+kat,
¢ciod =+ 3¢, dove ¢ ha necessariamente il segno di 5.
In moltissimi altri casi, I"esclusione del divisore a2a si desu-
me in un istante dal segno, o dal valore del coefficiente 37%
della (Z) ( §. 2, n°3 ). a° Con mettere a prova la prima
coppia di divisori. reciproci appena ottemuta, quindi la se-
conda ec., poiché in questa guisa spesso ci rinscird dispen-
sarci dalla ricerca di una parte di tali divisori: circostanza
favorevole che sempre ha Iuogo quando & p>o (§.2,0.°I°).
Le seguenti applicazioni, che non sono scelte fra le pin fa-
cili , faranno sempre meglio conoscere I'opportunitd del no-
stro metodo, anche nel caso che i numeri &, & siano fratti;
caso pel metodo comune assai svantaggioso, perché riducen-
do la (Y) a forma intiera, I’nltimo suo termine notabilmen-
te si accresce.

Esenrio 1.° 8i dimanda #( 10+17108) . Abbiamo 2=)/—8
=—2, e la (%) & z?+6z—n0=0. Esclusi i divisori 1,20
perché p>o (§.2,n.°3) pongo 2o=2aX10 e fof=2,
g =10. Siccome g — 6= f* resta verificata , deduco %:[,
t[=1*—(—2)]=3, p/(10+1 108 )=1-+13.

Esemero 2.° 8i vuole s (81-+176534). Essendo a*—b=27
e perd k=3 la (Z) & 23— 9z — 162=0, ¢ si tratia di verificare
g+ 9=/*. Escludo subito i divisori 1, 1623 il primo per-
ehe Pispezione della (2) lo dimostra falso; il secondo perché
a & intiero e 5> o. Suppongo 162=2X 81, ma I’equazio-
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ne g+ 9=f* indica subito la falsiti di questi valori. La
terza coppia di divisori reciproci essendo 6,27, pongo f=6
€ trovo 27 + g =62. Du"q“e‘:}‘ =3, t=3—3=0,

177(81 4 /6534 ) =3 + /6 .

3
Esemrio 3.° Bi cerca l/(% +|/:;:°) Essendo £ =

STy st J L shigian " iy LA s
!/[(xs_s)_ 45]——4_5’5’ ha &2+= 2 = = 0. Pongo

152 =u ed ottengo u®+6ou — 1600=0. Dunque (§. 2 sul

Sty
fine ) %=10, —=m=a,t

&

ed = =

3 3
la radice richiesta. (*) §

§. 8. La ricerca delle risolventi razionali ed eguali di
uo’ equazionie di 4.° grado 2% o pr® 4 ga 4 r = o, per mez-
20 del noto metodo del massimo comune divisore , essendo
di sua natura molto incomoda, e ordinariamente soggetta ad
un inntile tentativo; e la ricerca delle visolvent; razionali di-
seguali per mezzo della ridotta 5+ aps® +(p*—dr)s—g*=o0,
esigendo talvolta un prolisso e fastidioso calcolo, o perche
sia troppo grande P'ultimo termine ¢, o perché 1roppo gran-
di sieno i coefficienti di s, s*, e grande insieme il valore de’
divisori quadrati di ¢°; ed essendo, come in seguito dimo-
streremo, la suddetta ricerca impossibile col metodo genera-
le, quando la propesta abbia una sola risolvente ragionale ,
moi ¢i proponiamo di rintracciare le risolventi razionali eguali
e diseguali, con un metodo semplice, che direttamente con-
duca all’esatto valore delle medesime .

Nell'ipotesi che la proposta abbia tre risolventi eguali,

") So-ambedne i ‘tormipi dol binomio
i da irrasionalith quadratica

giova ridurre i radicali ‘alla pid sempli. 81433176 wa

G espressiono, o pol molkiplicars & = T radico & 71/—’—

s s LAV

i ok radlicali s Goal /a3 i) ga | =1/3empra.

=0V3-‘-|1V2=w%f/_4;-5ﬁ
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pud supporsi
b i pi® + g 7= 2% 75 3f2? 4= 3w == %) (2= 3f), ciod
2h 4 pat + ga+r=ab — 6zt = B0 — 34
Dunque Pequazione data dev’essere 24— prizzgz —r=o0..(4)
dove deesi avere — g se le risolventi eguali sono negative .
Il confronto de’ termini di
6fr=p, =8 =g, 3fi=r.
Quindi /g p=4}pg=174r, ovvera p* =121, *=h p*.
Queste condizioni, unite con quella che risulta dai segni del-
la formola (A}, costituiscono i criterj per distinguere se un’
equazione di 4.° grado abbia tre risolventi eguali. Verifican-
dosi le predette condizioni si deduce
#=/ip, x=\/p, o=1/kp, s =—31/ip.
Sia per esempio #%— 2dz® + 64z — 48 = 0.
8i ha p<o ed r<o 1. condizione: poi
Vip({=2)=1y64=p"16. Dunque xr=2,=a,=2,==—06.
Fatto il confronto di /¢ p, § "¢ come al §. 1, si trova che
f dey’essere un numero razionalé. Dunque un’equazione di
4.2 grado, che abbia tre risolventi eguali, le ha tutte razio-
nali .
§. 9. Pongasi che Ie risolventi egnali sieno due, e perd,
wh g pat - gx 4 r= (2P = afa 12 ) (2T ofe4-g)
= (g— 3 ) P Ea(fy— ) s gf . . (B).
Ne deriva gf*=r, =a(fe—f°)=g¢, g— 3> =p, dove
i segni inferiori hanuno luogo quando le risolventi eguali so-
no positive . Dalla 14 /2 = %: la 32 diviene g*—pg =3r ¢

= PVEET

2 valore razionale, perch® razionali debbon

essere f, g, onde tale sia I’ equazione (B) e perd la proposta.

Trovato g si deduce f=l/L, e se i valori di f, g, verifi-
£

eano I'equazione == (fz—f*)=g, la proposta ha due ri-
solventi eguali, il di cui valore & f. Le altre si ricavano da
Pxafr+pg=o.
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Tre sono perfanto i eriterj che decidono dell’ esistenza di
due risolventi eguali: 1.° che 12r+-p* sia un quadrato; 2.” che
tale sia % ed inoltre un numero intiero; 3.° che i valori di

. pEpS(aarpt) a7 S
g5 ciod - 3 /le/[mﬂ,‘) verifichina I’ e~
quazione = a (f5—f*)=q.

Moltiplicando per f I’equazione g — 3f*=p si deduce

73 =—§ (g—p). Pongasi questa espressione in —af?-+2fg=g,
dove si prendono per maggior comodo i segni saperiori,  si

avra f= Dunque due risolventi di un’ equazione di

S )
a(p+3g)
4. grado non posson essere uguali senza che sieno. razionali .
Sia 2% —412* +pax-=112=0. Avendo riconosciuto che
: i A i S
si ha 12r 4 p*= 1344 -+ 1681 = 3025 =155, deduco g=—7
.

85 112

- = o A —'5—:4, ¢ siccome questi valori sostituiti
in =a(fg—f2)=g danno =8 (7—16)=72, equazione
identica se si prende il segno inferiore, concludo che la pro-
posta ha le due risolventi #=4, 2 =4 . Le aktre due sono
comprese in 2* 48z +7=0.

Se mella proposta mancasse anche il 3.° terminé, il me-
todo sarebbe anche piu spedito . Abbiasi 2% 4 4z +3=o0.

=

Siccome 123 8 + 0> = 6> deduco g::@::S,f::

/‘;- ==k 1, e Iequazione 2=a(3—1) =4 resta verificata
eon prendere il segno superiore. Dunque & =—1,2=—1
e poi 2 +ax+3=o0.

Questo metodo, & come ognun vede, molto pitt sempli-
ce di quello che dipende dalla ricerca del massimo comune
divisore, perche la non esistenza delle risolventi eguali vie-
ne spesso indicata dalla mancanza del primo criterio, quasi
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sempre dalla mancanza de’ primi due, ¢ si I'uno che Paltro
con somma facilitd si sperimentano .

§. ro. Prima di accingerci alla ricerca delle risolventi
razionali diseguali, crediamo a proposito di stabilire le due
seguenti proposizioni .

1. Che il metodo generale relativo alla soluzione di un’
equazione di 4.° grado, mon & atto a somministrare il valore
delle risolventi razionali, che nei casi in cui queste sieno due
o quattro .

II. Che la soluzione ricavata dal metodo generale & di-
fettosa in tutti quei casi, in cui niuna risolvente della ridot-
ta ¢ uu numero quadrato.

Per concepire la veritd della prima proposizione , basta
osservare che ciascuno de’fattori quadratici componenti Ja
proposta, non puo dare che due risolventi razionali, o due
risolventi irrazionali. Se la proposta contenga una sola risol-
vente razionale, non si pué dungue ayerne il valore median-
¢ il metodo generale. I chiaro poi che le risolventi razio-
nali non possono esser tre, altrimenti la proposta sarebbe
sotto una forma irrazionale , contro I'ipotesi .

Passando alla seconda proposizione convien riflettere, che
quando nessuna risolvente della ridotta & un numero quadra-
1o, i coefficienti de’fattori quadratici sono numeri decimali
indefiniti , Fceottuato il caso rarissimo che questi sieno tat-
ti periodici, I'inesattezza de’ coefficienti debbe influire nel
valore dell’incognita =, valore che risulta anche piu inesat-
to, quando il valore di s non possa ottenersi esattamente .

§. 11, Essendoci assicurati che la proposta equasione di
4.* grado non abbia risolventi eguali, suppongasi che ne ab-
bia una di razionali, e si faccia

e p g rr=(2tfrt +ga+h)(2Ff)=
Hr(g—f )+ (hFfg)eFfh=0.
Dal confronto de’ termini simili si ritrae

g—f*=p, hx=fe=q, Ffh=r.

Dalla 12 g=p+f4. La 2. diviene h=pf=f'—g=0,
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ossia P pfse (g—h)=o0...(C) dove il segno superiore si
riferisce alla risolvente positiva x=F£: feriore alla negati-
va z=— f. Si divida r in due fattori e si pongano in (C),
uno per f, Paltro per %. 8"clla resta verificata, il valore di
f & nna risolvente razionale della proposta; e se niuna cop-
pia di divisori reciproci di r, presi co’segni +e—, la ve-
rifica, non esiste alcuna risolvente razionale. Trovato fed A
si ha g=p +f*, e perd si conosce anche il fattore di 3.°

grado.,

Sia 24—22° 4= 162—15=0. Abbiamo fP—af==(16—1)
e 1 divisori reciproci di 15 sono 3,53 1,15. Pongo f
h=—05; f=—3, k=35 ed ho
a7 —axX 3= (16+5)=0, —a7+aX3E=(16—15) =0
Siccome nella prima si debbon prendere i segni inferiori, e
questi danno o= o, inferisco 2=—3. La seconda, perchs
si debhon prendere i segni superiori non resta soddisfatta .

Pongo quindi f=—1, k=153 f=1, k=—15, ¢ tro-
vo che I’equazione (C) mediante la prima sostituzione diven-
ta —1+2—(16—15)=o0. Dunque x=r1. Le altre due
risolventi si hanno con dividere la proposta per (x+3) (x—r1).

Sia z* — 3z* —4az — fo=o0. I divisori reciproci di 4o
s0m0 1,405 2,203 4,103 5,8. Posto f=1 suppongo x+f=o0
e perd k= — 4o. Preso il segno inferiore, perché la risol-
vente ipotetica & negativa, I’equazione (C) diviene

9 +4o)=—3+3=0.

¥

P —3—{(=

Dunque & =— 1.
Abbiasi 2% — 252> 4+ box — 36 = o . Essendo 36 =1 X 36 =
2X18=3X12=4X9=06X0, pongo f=1 ed x—1=0.
Preso il segno inferiore perché r & negativo ed £ si suppone
positivo, I’ equazione (C) diviene
1—2f+4(6c—3b6)=—af+a24=0

e perd si ha 2 =1, Facendo f=2 ed z—a =0, equa-
zione (C) si cangia in 8—50+ (60—18)=—4fa+4a=o0.
Dunque =2 . Divisa la proposta per (#—1)(z=—2) si
trova 2* +3x — 18=o0, ciot z =3, =—

Per
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Per far uso del metodo generale sarebbe stato necessario
calcolare la ridotta s* — 505 + 7695 — 3600 =0 : cercare i
divisori quadrati di 3600, e sperimentare qual di essi la ve-
rifica . La seconda di queste operazioni & laboriosa, e molto
pitt lo & la terza, qualora non si ottgnga presto I’intento,
come fortunatamente succede nel caso attuale in cui s=g9.

§. 1a. Gli esemp] addotti erano diretti a dimostrare, che
il metodo da noi proposto. & per ordinario assai comodo e
vantaggioso . T due esempj che seguono sexviranno a dare una
riprova della proposizione I del §. 10, ed a stabilive per con-
seguenza il pregio maggiore del metodo di cui si tratta .

Sia proposta I’ equazione x#—862* -+ 600z — 1280 = 0.
Esclusi i divisori 1,2, che sono manifestamente troppo pic-
coli, pongo f=4 e perd k=320, e trovo che I’ equazione
(€) si cangia in 64 — 4 X 86 + Geo — 3ac
b4+ 080 — 344 =344 — 344 =o0. Dunque z.

Divisa la proposta per 2—4 si ottiene x°-+ 4z“+7u:c+3m—o,
per cui & molto incomodo il metodo de’divisori. Inerendo al
metodo del §.2, dopo aver osservato che qualunque sua ri-
solvente reale dev’esser negativa, e che per g non pud as-
sumersi alcun numero negativo, veggo che & necessariamen-
te f<10, perché 3a —4<1c*. Escluso il divisore — 1 che
& troppo piceolo, pongo dunque f=—a2, —4, —8, e sic-
come la caratteristica g — 4 = f* non resta mai verificata,
concludo che la proposta non ha verun’ altra risolvente ra-
zionale .

Vediamo adesso qual risnltato si avrebbe, applicando al-
la  proposta il metodo generale .

La prima operazione che si presenta, ha per oggetto Ia
formazione de’ coefficienti ap, p*—4r, ¢*, onde aver la ridotta

§* — 1725 + 125165 — 360000 = 0.

Convien quindi cercare i divisori quadrati dell>ultimo termi-
ne, che sono
1,4,9, 16, 25, 36, 100, 144, 225, 324, 4oo, goo, 1600,
2500, 3600, 1cooo, 144c0.

Toma XFI. Kk

0, ciot in
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La verificazione de’divisori ottennti, o mediante Ia so-
stituzione di ciascnno in luogo di s, o per mezzo del meto-
do de’divisori, costituisce una terza operazione molto pib Ja-
boriosa delle altre, da cui risulta che niuno degli addotti
divisori & atto a veri ya:e la ridotta, raccogliendosi unica-
mente che una sua risolvente reale cade fra 36 e 100. Dan-

que bisogna togliere il 2.” termine con fare s=# -+ 2= m sle

come 172 mon & bile per3, & d"uopo liberare ]a tra-
sformata dalle frazioni. Gid posto convien dedurre il valore
di £, e quindi quello di ¢: ma perchd il valore di s non &
un quadrato, intti i coefficienti dei due fattori quadratici
della proposta provengono espressi per numeri decimali in-
definiti. Dunque il valore d’x si trova doppiamente o tri-
plicatamente inesatto, secondo che il valore di ¢ sia razio-
nale o irrazionale .

Infatti’, Iinesattezza di # influisce in quella di s, que-
sta in quella di f, g, g'. Questi coefficienti sono dunque dop-
plamente inesatti, e perché espressi per mumeri indefiniti,
e perché ricavati da valori inesatti. Un terzo fonte d’ inesat-
tezza , che immediatamente  influisce nel valore d'x, deriva
dalla soluzione dell’equazioni somministrate dai fattori qua-
dratici. E dunque impossibile avere per mezzo del metodo
generale il valore esatto della risolvente razionale della pro-
posta. e meppure se ne pud avere un valore assai prossimo
al vero. Tal & il risultato di un calcolo estremamente lun~
go, complicato e laborioso .

Per vedere con un esempio semplicissimo la verita enun-
clata nella Proposizione I del §. 1o abbiasi I equazione
24— 42* == 32* 4+ 132 — 4 = 0, che ha la sola risolvente ra-
zionale z=4. Tolto il 2. termine si ottiene z4—qgz*—z+3=0,
e quindi la ridotta s*— 185" 4+ 6gs — 1 = 0. Ma questa non
& soddisfatta da s===1, e non ha nessuna risolvente ra-
zionale . Dunque non pud condurre al richiesto valore razio«
nale di z=3, 2=4.
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Prima d’intraprendere la ricerca delle risolventi razionali
di un’equazione di 4.° grado, couviene assicurarsi oh’ ella
nion abbia tutte le risolventi immaginarie - il che speditamen-
te si ottiene per mezz0 de guenti criterj, dalla di eul si-
multanea sussistenza dipende I’ immaginarietd di tutte le ri-
solventi .
12 i —bp' —4r<o;
w0 8 3 Agalyailigae i
e e kit
3.° p* — 4r del segno stesso di p.
§. 13. Dovendosi risolvere un’equazione di 5.° grado
2% - pa® 4+ g2 4~ 7%+ s =0, si tenti ¢ ella abbia una ri~
solvente razionale, e facciasi
=(at = Fa? 4 Cr* + Hr+1I) (a5 F) =25+ (G —F*) '+
(H=FG)z*+(Ix=FH)asx=Fl=0.
Il paragone somministra
G—F=p, H=FC =g, I=FH=r, =Fl=s.
Dalla 32 H='2C.. (D). Dalla 12 G=p+F*, ¢ I 22 di-
viene I3 4 pF == (g—H) =0 ...(C), e coincide coll’equa-
zione (C) del §. 11. L’ equazioni (C), (D) decidono dell’ esi~
stenza di una risolvente razionale F. La seconda dee dare
per 2 un valore intiero; la prima un risultato identicamen-
te =o0.
Sia #%— 2% —az*— 3z —10=0. Pongo F=1, I=35.
543

L’ equazione (D) somministra H =

=4, e I’equazione

(€), prendendo il segno superiore diviene 8 —a—4—a=o0.
Dunque z =12.

1l tentativo & sempre molto semplice , perché tal & e
quazione (C); & sempre molto limitato, perché i divisori re-
T—r

eiproci di s, i quali danno per = un numero fratto, resta-
no snbito esclusi .

§. 14. Avendo scoperto che la proposta non abbia alcu-
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na risolvente razionale, pud cercarsi sella sia risolubile in
due fattori razionali, Puno di 2.°, Paltro di 3.° grado .

Pongasi
T pd - 2® 4 iz 5= (0 = P>+ Car+H) (225 Fa 1) =o..
Risulta G—F*-+I=p, H==F (I—G)=g, CIs=FH=r, [H=;,
Dalla 1.5 G=p~+F>—I. La 2.* diviene F® o (p4-al ) F==(g—H)
=o...(1)ela 32I(p+F—I)=r=FH ... (a).

Se il valore assunto per H, I & giusto, I’ equazione (2)
dee dare per F un valore razionale ed intiero , e questo dee
verificare I’ equazione (1) 8i vedrd perd facilmente, che sic-
come la massina potenza di F nell® equazione (1) & libera dal
coefficiente, ed il metodo del §. 2 le si applica con molta
prontezza, meglio & cercare la risolvente razionale dell’ equa-
zione (1) e verificar poscia I’ equazione (2). Sia 2% — 2527+
adz*+ 58z +20=0. Facendo H=5, =4 I’ equazione (r)
diviene F®— 33F &= 18 =0, e preso il segno superiore si
trova ( §. .2 ) che la caratteristica g —+ 33 =J* resta verifi-
cata con fare g =13, f=— 6. Mediante la sostituzione di
H, 1, F nell’equazione (2) si ottiene (—26+36—4)4=358
— 30, ciot 7 X 4 =28. Danque H=5, I=4 F=t g7
G(=p-+f>—i)=7, ed i fattori cercati sono z° — 6z
Tx+5, b4,

Se s sia un numero primo, o se le condizioni (1), (=)
non possono verificarsi, la proposta non & risolubile in due
fattori razionali, e convien ricorrere al metodo delle sostitu-
zioni successive .
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Anricono IV.

Si ouol dimostrare , che inoltrando guanto basta la se-
rie de’numeri positivi decrescenti A, B, G, D. eo. ottenuti
col metodo del Sig. Lagrange , relativo alla soluzione in nu-
meri razionali di un’equazione quadratica indeterminata , si
giunge sempre ad un numero eguale all’ unitd .

La proposizione enunciata nel titolo dell’ Articolo at-
tuale, essendo una base del metodo del Sig. Lagrange, e non
] trovando noi adequata la ragione su cui suole stabilirsi, ci
i proponiamo di darne una rigorosa dimostrazione: ed affinché
| niuno debba cercare altrove la teoria che serve all’ intelligen-

za del nostro calcolo, riassumiamo qui I'insigne metodo del
Geometra Torinese , modificandone in una guisa forse non
disacconcia, i dettagli e Ie simboliche indicazioni .
Assunta 1”equazione generale
ax? = bry 4+ oy* +dv ey +f=0
ge ne deduea 2ax -+ by+d=|/[(by+ dP—4a(cy*+ey+f)]
| espressione , che facendo b*—4ac=B, bd—aae=g, d*—4af =
| si cangia in aax +by+d=)/[By*+agy+hk].
Siccome per x, y si vogliono de’numeri razionali, la
funzione By*-~agy -+ dev’essere un quadrato . Sia #* que-
| sto qnadrato, & moltiplicando per B I'equazione By*+agy+h=t*,
f si avrd By +g=/[B#*+g*—Bk]. Pongasi g* — Bh=A,
VIB2+A]=u, e non si tratterd che di risolvere 1’equa-
zione Bt* + A =u*. Trovate tutte le soluzioni di questa in
numeri razionali, si hanno tutti i valori d’x, y per mezzo
dell’ equazioni

dove le indeterminate ¢,z posson prendersi con quel segno
che si vuole .

Avendo ridotti i numeri ¢, z al medesimo denominatore ,
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ongasi =2, ¢ =¥ onde I equasione da risolversi sia
pong Loe=1, i

@*—By2=Ap*, dove ¢, 1, o debbon esser numeri intieri .
Noi diciamo :

1.° Che i numeri ¢, 1/, @, si possono supporre tali, che
non abbiano aleun divisore comune; perché se questi avesse
luogo , si toglierebbe con la divisione .

2.” Che i coefficienti A, B si possono supporre liberi dz
ogni fattore quadrato. Infatti, se A A'k2, B=B'*, basta
fare Jp=1), lo=0', & la proposta diviene @ —BY2=A'",
in cui A', B' hanno la proprietd divisata,

Dalle due proposizioni precedenti ne segue, che due qua-
lunque de’numeri ¢, i, @ possono riguardarsi come primi
fra di loro, e la ragione si &, che se §°, ¢ contenessero il
fattore £, Ao dovrebbe esser divisibile per 0°; cosa impos-
sibile , perché non & tale né &* né A : non @* per essere @, ¥, o
numeri primi fra loro: non A perché A non contiene aleun
{attore quadrato. Nella stessa maniera si prova che @, o3
¥, @ non sono divisibili per 62 .

Restano due osservazioni e sono 1.° che A, 4 debbon
essere numeri primi fra loro, perché se A, ¢2 avessero un
comune divisore #, anche @* dovrebb’ esser divisibile per 0,
e §. 4 non sarebbero pil numeri primi fra di loro .

2.° Che i numeri A, B sempre si P0SSOno. supporre po-
sitivi. Infatti se si combinano i segni di & e di B in tutte
le maniere possibili, si ottengono le seguenti formole :

¢ — By =+ Ap*, ¢ — By = — Ao®,

P+ B =+ Ao?, Pt By = — Ao?,
Pultima delle quali & assurda, la terza coincide colla secon-
da, e si rende simile. alla prima con moltiplicarla per A, e
con fare Ao=o', AB=B', poich¢ risulta o> — By =Ags.

Premesse queste nozioni preliminari eccoci alla soluzione .

Sia nel 2.° membro il termine affetto. dal coefficiente
maggiore, e nell’ipotesi di A > B abbiasi @* — Bi® = Ae?,
Se la proposta & solubile, nel qual caso esiste almeno un
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Jdeterminato valore di ¢ e di ¢/, per esempio g=m,y=n,
si pud sempre ( Teoria dell’ equazioni indeterm. di 1.° gr. )
soddisfare all’ equazione: m = an — Ay, dove m,n, A son
numeri dati primi fra loro, perché primi sono g, i ed A, 13
e dove o, sono due indeterminate. Senza conoscere i va-
lori m,n, si pud dungue supporre § = ap — Ay, Cosi la
proposta diviene
(£52) 9 — aogy +-Ap2 =0
ed a>—B dev’ essere divisibile per A, poiché A, 1 sono pri-
a=B
A

mi fra di loro. Sia =A'f?, essendo £* il massimo que-

=B

drato che pué dividere il numero , e I’ equazione da

sciogliersi sard
Abgr — sa) = AP =0" . . . . (a)
dove A’ non contiene alcun fattore quadrato.
Qualunque sia il valore di @ che rende z*—B divisibi
le per A, & certo che assumendo un numero qualunque u,
deesi avere anche (pA==a) —B divisibile per A. Ma nell®
espressione uA == & si pud prendere il segno di o ed il va-

tore di 4 tale, che pA == o cada fra i fimiti £, — 2. Dun-
que s vi & un valore di o che renda «* — B divisibile per

: 3 b S
A, debb’ esseryi un yalore di @ compreso fra i limiti =, — =,

A : v i 3
ovvero =zt —, che soddisfi alla medesima condizione; altri-

menti la proposta non ¢ solubile in numeri razionali.
i moltiplichi I’ equazione (a) per A'%*, e facendo
{ A — o =, ko =o' { ... (T)
sl avri % —By/*=A'9*. Risoluta questa si ha @, ¢, o per
mezzo delle ausiliati (I) e della proposta ¢* — Byf* = Aa®.

o Ay i
Osservisi che avendo preso o < o il numero “—r— ciod A’y
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: - A =5
Tisulta positivo e < 3 ° positivo, perche se fosse 0* < B, per

una pit forte ragione sarebbe 0> —B < B, e perd o* —B
=B
A

non sarebbe divisibile per A che ¢ > B, cioé non sa-

rebbe divisibile per A che & > B, cioé non sarebbe

A

un numero intiero qual dev’essere: & A'< % » perche nell®

ipotesi la piti svantaggiosa, che sia ciot e =J%A, B=o, k=1,

. *— B
si ha &

=3A. Si pud dunque concludere, che in virtd

Ak

del calcolo precedente, la soluzione della proposta dipende
da quella di una trasformata del tutto simile, nella quale il
. - - 5 A
coefficiente A', che tien luogo di A, & < =
Posto che sia A'> B, dalla ¢ — B> = A's" dedncasi
collo stesso metodo una 2.2 trasformata ¢'"* — Bi* = A",
. o AT o A " -
e si avrd A <7 eperd e essendo A" un numero posi-
tivo che mon contenga verun fattore quadrato. Infatti, per
giungere alla 2. trasformata convien trovare un numero o

—B . o o
sia un numero intiero A’

tale, che & ; ma siccome si

B
= =

= A%*, la 2. condizione int.

s @
¢ ottenuto —

Iy

B

resta compresa nella 1.2 — 1.2 int.” . Ora se vi & un va-

lore di @ che renda @*—B divisibile per A'. debb’esser ta-
le anche il numero o'=u'A’'*=a. Dunque se si prendono il
segno di  ed il valore di ¢ tali, che'a' cada fra i limiti

& A! . Al a*—B ) ;
—, —=, 0 sia ===, il numero S (= A’ ) dee risul-
Py 3 Y

tare intiero, positivo e < 3 mumero che si pud supporre

libero
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libero da ogni fattore quadrato, per esser compresi in &°
5 o s L
sutti i fattori quadrati di “_A_‘_ i

Se A">B deducasi nna 3.4 trasformata ¢'*—By"?=A"a"*,

Dir Src. Piemro Frascrisi .

in cui A" < i cosi ec. Si ottiene in questa guisa il se-

guente sistema di trasformate secondarie
§> — By = Ao,
@ — Bys = A0,
@lr — Bt = A", Bt

gl — B = Al
nell’ultima delle quali dee necessariamente aversi A < B
Posto A(M=C si trasponga mel 2.° membro il termine affet-
to dal coefficiente maggiore , e facendo @)=, , PR =1, .
o) = a, , si tratterd di risolvere ¢,* — Ca,® = Bi)i*; per lo
che giova procedere alla diminuzione di B per mezzo di un
secondo sistema di trasformate secondarie

@i+ — Cay® = B,

" — Co™ =B, ,

@ — G =B"", ) .. (&)

Fu(m)e — Co > = .B[miw.(m)a
dove B' < ~:-, B" <-g: ec., finché giungasi ad una trasforma-

ta in cui si abbia Bt (=D)<C.

Sia nel 2. membro il termine affetto dal coefficiente mag-
giore, e fatto @M =g, , YW =1, 0,0 =p,, il proble-
ma sad ndotto alla soluzione di ¢> — Di* = Co*.

Proseguendo si forma la sexie A, B, G, D ec. compo-
sta di numeri intieri positivi decrescenti, e la corrisponden-
te serie di trasformate primarie:
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el 0

P ¥
dalla 1.+ delle quali si passa alla 2.* per mezzo de? rapporti
A

02— B=AAK*, o ossia pAEa< -,

e TS A
s 00 ossia WA= < —,

1 1" { AT ' AT
s ossia wA"E o <—

Al—=1)

ali—13 B = AC—)AMEE—1R, alt—) ssin i1 Al—tgl—)< -
. A WA, IR A" o Aln—t)
Al <-4-,A <7,A <‘7..,AA()<T,

Dalla 2. si passa alla 3.* per mezzo di questi altri rapporti

8> —C=BBP,f ossia yBxg < %.
f*— C = BB2E, § osin yB £ < 2,

7
§'— G =B'B"I", 8" ossia ¢"BY < ET 3

A A A A bt et Sn b e v "
Blr—tp—C=B—1 B =12, 86—} ossia FE—NBE—D = —
e B B gt B G il

Bicioib <78 R i T

e cosi in seguito .

1l 1. quosients ..w»{

—B " s
=) estraendene il massimo

quadrato, di il valore di A'; e dall’equazione o'= p'A'=a

wfb)
|
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si deduce @, il valore arbitrario di @' dovendo cadere fra &

g Al : s
limiti A = Il 2.° quoziente A"A™ (= )7 estraendo-
a

ne il massimo quadrato, da il valore di A", e quello di
si ha dall’ equazione o' = p’A" =4, il valore arbitrario di

oy A t s .
u" dovendo cadere fra i lintiti —,—-=, € cosi in seguito.
3 w

Dicasi o ‘stesso relativamente  ai rapporti (b) - Sicco~
me le trasformate secondaric (a), (b) ec. sono talmente le~
gate fra loro e colle primarie (A), che prese insiome forma-
no un solo ed unico sistema , qualora sappiasi sciogliere una
delle (A), si pud risalire alla soluzione delle precedenti sine
alla proposta, come dalla 2. delle (A) si visali alla 1.* .

Per mostrare ohe il metodo esposto effettivamente con-
duce alla soluzione del problema, quando questi & possibile,
basta dunque provare che fra le (A) ve n’¢ sempre una, che
ammette una sicura & facile risoluzione . A tal effetto noi
passiamo_a dimostrare 12 che prolungando quanto bisogna
1a serie delle (A) si giunge ad un’equazione PPp—Re*n=0
dove R=1r; 2.° che I'equazione g% — 0% = QU ammet-
te nna sicura e facile soluzione .

Com udo dalla 22 proposizione, suppongasi che la
trasformata di cui si tratta sia sotto la forma 72— =Mo>.
Si sciolga M in due fattori m', ", che saranno primi fra
loro perché M mon contiene alcun fattore quadrato, e si seiol-
ga o ne fattori &', &', onde si abbia M =mm', ¢ =7s".
Risulta (z+£) (7 —L)=m'm!s2s"; equazione a cui si sod-
disfa generalmente con fare x—+E=m's*, 71— il

S oty

et — '’

Quindi z= b . , 0 =1ys"; formole che

5
danno 7,%,0 per mezzo de’numeri cogniti ', m' ¢ delle
arbitrarie o','s"; ed & chiaro che il numero delle solugioni
in questa guisa ottenute , eguaglia quello delle maniere coi
le quali il coefficiente M si pud decomporre in due fattori.
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Passando alla proposizione 1.2 (*) suppongasi di esser giun-
ti all’ equazione (I) %, —Re% = Qi dove sia R=0<7,
Q>R e tale, che procedendo alla diminuzione di Q median-

te la formola = Q' si trovi Q' <R . Noi diciamo che

se la proposta & solubile, la prima o la seconda trasformata
dedotta dall’equazione (I} dev’essere della forma n* —£*=Mo>.

La supposizione che sia R =0<7 e Q'<R non porta
eccezione alcuna alla dimostrazione, perche Pipotesi di R>7
si riduce a quella da noi assunta, con diminuire i coefficienti
Q, R uno dopo I’altro, finché il pint piceolo divenga =10 <7,
¢ Paltro sia qual noi supponiamo il coefficiente Q . Infatti

se Q=28,9, 10,11, 12, affinché la formola < dove:

~R
o’

Rt i 3 A
£ <—, dia un numero intiero, deesi respettivamente avere
R=1,7,6,5,4.
Se Q<12 ed R=o0<7, affinché la proposta sia riso-
Rebi, o A e
=", dove sia Q¥ <%

lubile, dee potersi dedurre E‘; 3 poi

=", dove Q' < _' e cosl ec. fino a Q0=17, essendo
06— tale, che Q) nsuln <R.

Se finalmente sia Q> 12 ed R > 7, & inoltri la serie

() 11 Sig. Logendre ( Théer. des Nom.
5. 30) ronde ragiono di questa propo-
sizivne dicendo = La sl des nombres

bile o soddisfarsi: ma 5o i proilena &
risolubile, arriver i’ equasione,
in cui wno de oo-ﬂ:mnu ks un quas

positifs ot dderoissants A, B € 5 Dices
74 squroie aller & Pinfiui: elle s term
iminera mecessairement par ¥ umitd ; e
il Sig. Paoli ( Eiem. d"Alg. 1.1, p. lﬁgj
si esprime cost: Siccome ¢ numers A

€, 1) eo. formans una serie decresgints
@i numert intieri, questa non potrd an-
dars all infnito, ma sard sicuremients
timitata. Ondo s il prollema nun ani-
mette soluzione in nis

giungeremo od una condisione impossi-

drato, e risoluta qusta potremo rimon-
tare rétrocedenda sino alla prima. Noi
perd non. sestiamg persnazi di un simila
ragionamento’, perché in astratta mou
yedintno impossibile che ka serie A, B,

ec. sia_compasta di numeri non
quadrati, o termini con uno de’ mumeti
3, 25 ipotesi. nella quali 15 serio non
i Tuogo al conseguimonto di wn. mnme~
1 =1




Div Sic. Piezno Faawoimi, 26y

Q',Q", Q" ev: QF) finche sia QM=o0<7, & se R non sia
tale che R' risulti < Q) si dednca R', R", R". ... finché
giungasic al numere desiderato. Con una simile operazione
deesi arrivare ad una trasformata, i due coefficienti V, W
sieno tali, che il piu piccolo V sia = o < 7, Ialtro essen~
do tale che W' provenga <V . Cio posto la dimostrazione &
semplicissima . Noi sappiamo che se la proposta & solubile,
#—R

d re un in-
oo dee dare u

tal & I'equazione (I}, e che la formola
tiero Q' <—3- e <R, onde ne derivi la trasformata

(1) Piprn) — QP (prn) = Ri*per) «
Dunque '.—R_g =n. int."; e perché e<§ si ha
".%Q’ ovyero = ;Q
La 1 formola di un numero intiero in’ tre ipotesi di-
stinte ‘e souo :
12 chesinQ'=2, R=7;2°0'=3, R=6;3° ¢'=4, R=5,
e queste conducono tutte ad un nuovo quoziente R’ =1 .
La 22 formola di un intiero se Q'=1, R =3.
Dungue 0 si ha Q' =1 e Ia trasformata (1I) & quale si
richiede : ovvero R, Q' sono tali, che la trasformata dedotta
dall’ equazione (II) risulta della forma
Plpra) = (p+2) = Q' *(pia) , ciot della forma richiesta .

='%2 Int?

Agricono V

Sull’ Integrazione dell equuzioni @ differenze, i di cui
coefficienti siena costanti, e U'ultimo termine
della forma oF .

§. . Essendo proposta Pequazione
Yot =B asns + Cpbncs - - o - Tppr o+ Urs a1 ()
si faccia y, =z, +Ha, dove zy sia un integrale particolare
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a70 Sacc1 o AncERRA ec

della solita equazione ausiliare

Zzn =BZzsn—r = CZzn—s o « + o=~ T2 == Uz .
Siccome il valore espresso per z; riduce I’equazione (I) all®
ultimo suo teymine a7, altro non resta che verificare I’ equa-
zione

Ha® —BHa—' — CHa"*....—THe—TUH:=1

il che si ottiene con prendere H 3
—=Ta—U

a—Bar
Sia per esempio Yer3 = Yrta = Bferr — [27: + 6%, € si co-
minci dal soddisfare all’ equazione

B3 == Ty o~ OZyiy — 12z,, €ON ASSUMErS T, =7m".
Ne proviene m®— m? — Bm + 12 = o, equazione; le di cui
risolventi sono m'=z2,m'=32,m"=—3. Posto —1 per B,
ed i respettivi valori di m nella formola

Zp = m=2° [— (M—‘:—B)]x A

da noi esposta nel T. XZ della Soc, Itel. §. 4, per servire
alla completa integrazione dell’ equazioni di 3.° ordine , le
quali abbiano due risolventi eguali, si ottiene

s 23 (A, zam— B (IPA.
La 1.* di queste formole equivale a

2 a4 (i) +Ax-+ A, , e per brevitd pud mettersi sot-

G—r \ =

to la forma z. = £ .3 K, .a2% + &, .2%.

Pongasi y: = & .3% «+ ki 29" + £, .07 + H6%, ¢ perché
B=+1, G=+8, D=— 12, 8i avrd

H=

1 3
6 —6—6.6+1 144

et .
e per esserc = dedurra

144
Cye=k.3F =k .x.2‘+.ﬂ',.a’+$'—; g
Abbiasi yea3 = 4¥wta — yars — Oyz =67, la di oni equazio-

ne ausiliare Zysd=48r4a—Frsy— 052 somministia m®—4m? =
m—6=o0. Le risolventi di questa essendo m'=—1,m"'=2,




Dzv 816, Prerno Frasonmxi. a7zt
m"=3, si ha z;=k3%+Fk.2"=k, . Pongasi Ye=k3* ko k,
4 H6%, e fatta la sostituzione si ayra
6H ( 6%+ 6" —4.6.6%+ 6*.06°) = 67, ciot H=

1

ed Ho* =—= per conseguenza

I
£

Yok 3k, .:a”“'_*k\+5:4'-.

Sia per ultimo es. yz43==9ys+s — 20 zrr -+ 24y, + 57 .
8i ha m®—gm? +abm—2f=o0, m'=2, m"=3, m"=4:
€ perd y. =k .2+ k; . 3"+ £k, .4* +H5°.

Sostituendo si trova

5°H = gH5* — a6H .5 + 24H + 1.
' : '
Dunqus H=5'«-9‘5‘+ao.5—24 = o awailo—af 6

Suppongasi che i tre primi termini della serie a cui la
proposta si riferisce, sieno 1, a, 4. Siccome i respettivi va-
lori d* 2 sono o, 1,2, ne deriva

1=k bk ]
a3 =2ak+ 3k + 4k +3
4k + ok, -+ 16k, + %
e quindi k=¢,k =3,k =—j. Dunque il termine gene-
rale della serie 1,2,4,9,30, 57 ec. &
5.0%+3.3°+3. 27+ 57
=

Lintegrale completo delle tre equazioni sopra esposte
erasi da altri otienuto, ma con un metodo sommamente la-
borioso e prolisso . ’

Y=




