197

NUOVO METODO
PER LA TRIGONOMETRIA SFERICA

Dsr Sic. Gioaccrrxo Prssurr.

Riceputo li 7 Giugno 1810.

Sin dalla mia prima geometrica infanzia ( che qualcuno for-
se dird durare in me tuttavia, o almeno essersi rinnovata )
mi venne in pensiero e coraggiosamente mi accinsi all’im

sa di simplicizzare 'una, e Ialtra Trigonometria, e massime
la Sferica, e conservo ancora un mio scritto di que’remoti
tempi su di quest’oggetto, che mostrai allora a qualche mio
Amico, siccome qualeuno di essi tuttora vivente potrebbeé
renderne autorevole testimonianza. Se le circostanze della
mia vita posteriore non mi permisero di pubblicare questi ed
altri tali miei parti od aborti che voglian chiamarsi di quel-
la mia prima etd, ne dimisi poscia intieramente il pensiero,
allorché andai a mano a mano ritrovando alcune di queste
mie idee nelle Opere, & ne’libri giantimi alle mani, o ve-
nuti dopo di quell’epoca alla luce. Contuttocié non credo
tuttavia affatto indegne dell’attenzione de’Geometri, né af-
fatto prive di noviti, alcune mie considerazioni sulla Trigo-
nometria Sferica, che intendo esporre in questa Memoria, e
che si connettono e derivano da quelle mie prime puerili
meditazioni .

Non sapeva io approvare in quelle mie puerili medita-
zioni che la risoluzione de’triangoli obbliquangoli si dovesse
dedurre , siccome comunemente si usa, da quella de’t
li rettangoli , sembrandomi molto pit naturale di doversi con-
siderare quest’ ultima come un caso particolare della prima;
e molto meno potea poi soffrire che ogni caso particolare de’
triangoli obbliquangoli esigesse un nuove metodo e un nuo-
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VO razio per essere risoluto, e che tutti supponessero,
oltre alla risoluzione de’triangoli rettangoli, la cognizione di
tanti Teoremi relativi alle proprieti de’ triangoli sferici, e di
tanti Lemmi, che si doveano andare a mano a mano pre-
mettendo, e dimostrando. A liberar pertanto la Trigonome-
tria Sferica da quest’incomodi, e da questa complicazione,
mi venne in pensiero di risalire all'origine primitiva della
Trigonometria Sferica, di rappresentare ciot i tre lati e i tre
angoli di qualsisia triangolo sferico, quelli coi tre angoli piani,
questi eogli angoli di reciproca inclinazione delle tre faccie
di una piramide triangolare avente per base il proposto tri-
angolo sferico, e per vertice il centro della sfera . E cosi rap-
presentando le sei parti di qualsiasi triangolo sferico, mi riu-
sci assai facile con una sola ed unica figura di risolvere qua-
lunque caso, di vedere ciod e di esprimere con una conve-
niente formola la connessione che v’ha fra tre quali si vo-
gliano parti date, ed una qualunque delle altre tre che per
mezzo di quelle si cerchi. Da questa risoluzione generale poi
de’triangoli obbliquangoli ne nascevano come facili Gorollarj,
e con ordine che a me sembrava pit naturale, le risoluzio-
ni di tutti i casi de’triangoli rettangoli, e 'istessa Regola
Neperiana, che tutti li comprende in una generale enuncia-
zione .

Un altro vantaggio di questa mia maniera di considera-
re la Trigonometria sferica si era che mi presentaya in molti
casi una costruzione ovvia e facile in piano della risoluzione
del caso proposto, la quale poteva esser utile a quei che non
hanno gran destrezza nel maneggio delle formole ¢ del cal-
colo trigonometrico, e poteva anche riescir comoda ai Geo-
metri stessi in qualche circostanza . Ma sapendo io che gli
antichi Astrolabj aveano in varie guise e completamente esau-
rita quests costrugzione in piano della Trigonometriz Sferica,
e non credendola daltronde di grandissimo uso, mi conten-
tava percio in quel mio primo ed antico scritto di accennar-
Ta di volo, e quasi per una superflua digressione. Mi richia-
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md perd molti auni dopo a considerarla di nuovo una Me-
moria dell’ ingegnoso Geometra Sig. Ab, Boscovik inserita nel
T Tomo delle sue voluminose Opere stampate a Bassano, e
che ha appunto questa costruzione in piano della Trigono-
metria Sferica per unico suo argomento. Mi venne pertanto
allora in pensiero di far servire questa costruzione in piano
come di base, e fondamento a un Trattato elementare di
Trigonometria Sferica , derivando dalla medesima la dimostra-
zione delle formole piin generali, e da’Geometri pili usitate.
B cosi mi sembrava che questa costruzione in piano de’Pro-
Dlemi di Trigonometria Sferica, alla quale si era fermato il
Boscovik, potesse divenire interessante ed utile, quando che
da b sola sarebbe stata da’ Geometri trascurata e dimenticata .

Questo adunque sard il soggetto di questa mia breve
Memoria, in cui invertendo ’ordine delle mie antiche idee
su di questo articolo, invece di dedurre la costruzione in
piano dalla dimostrazione delle formole, come prima faceva,
fard per lo contrario nascer queste da quella. Premettero
pertanto sulle mie antiche idee, molto analoghe a quelle del
Boscovik una costruzione generale in piano della Trigonome-
tria Sferica, ¢ deducendone guindi in altrettanti Problemi le
costruzioni particolari de’diversi casi, andrd passo passo de-
yivando da queste le formole corrispondenti. Uno de’ pregi
di questo nuovo metodo che propongo , mi sembra esser quel-
lo di conciliare alle dimostrazioni delle anzidette formole una
singolar facilith, e semplicita, e di renderle poi affatto indi-
pendenti Funa dall’ altra, bencheé derivino tutte dal medesi-
mo fonte .

COSTRUZIONE GENERALE IN PIANO
DE’ PROBLEMI DELLA TRIGONOMETRIA SFERICA .

Sopra di un circolo qualunque prendansi successivamen-
e gli archi AB, AC, CB' eguali ai tre lati ab, ac, cb del
triangolo sferico abe. Per ottenere sul piano del circolo qua-
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lunque degli angoli del ngolo per es. @, avendo condotte
le corde BB'; BM normali ai raggi AF, CF, figuriamoci,
che gli archi AB, CB' si stacchino dal piano del eircolo, e
rotino attorno i raggi AF, CF, finché i punti B, ¢ B' §”in-
contrino in un sol punto, onde forinare il triangolo sferico
identico col proposto abe. Sara allora Pangolo 2 egrale all’
inclinazione del piano AB col piano AC, cioé¢ all’angolo che
faranno allora tra loro le BD, ED tutte due perpendicolari
alla comune intersezione de’due piani AF. Per aver quest’
angolo si rifletta che in questa rotazione degli archi AB, CB'
le perpendicolari calate dai punti B, B' sopra il piano del
circolo BACB', debhono sempre cadere, la prima su qualche
punto della BB", e la seconda su qualche punto della B'M,
onde quando i punti B, B' si riuniscono in un solo, questa
comune perpendicolare dovra cadere sull’intersezione E delle
corde BB", B'M . Quando dunque i punti B, B' si saranno
riuniti, I’angolo che tra loro faranno le BD, ED, sard I’an-
golo in D di un triangolo rettangolo avente ED per base, e
BD per ipotenusa. Quindi deseritto sopra di BB" un semicir-
colo, ed alzata dal punto E la normale EH, sari HDE I'an-
golo @ che si cerca.

Egli & evidente che se si [ossero presi invece gli archi
AB, AC', C'B' respettivamente eguali ad ab, bc, ac, con-
dolba la corda B'M' normale a CF, che taglia la BB" in E',
ed alzata la normale E'H' si avrebbe in piano allo stesso mo-
do Pangolo HDE' eguale allo sferico 4. Ma la costruzione di
quest’angolo & pud derivarsi anche piit comodamente da quel-
la del primo gid trovato a: imperocehe essendo AC =ac =
BCG'=CM', e CM=BC=bec=AC', sari AC—~CM=CM —
AC', ciot AM = AM'. Quindi condotta'la corda BM per la
costruzione dell’angolo 2, se si prenderd AM'=AM, e si
condurra la corda BM', si avrd il punto E', da cui djlmude
la costruzione dell’altro angolo & .

Si potrd anche avere il terz angolo ¢ per mezzo della
stessa costruzione che ha servito a trovare il primo @. Im-

perocché
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perocché votandosi come prima gli archi AB, CB' attorno di
AF, CF, sinché i punti B, B' si riuniscono in un solo, I'an-
golo ¢, ossia I'angolo d’inclinazione del piano in cul trovasi
€B' con quello in eni trovasi AG, usando dello stesso razio-
cinio, che si & tenuto per Pangolo &, si fard vedere esser
Pangolo in G di an triangolo rettangolo in E avente EG,
EH per lati, e GB' per ipotenusa. Quindi prendendo EL=
EG, ¢ conducendo HL, sard I"angolo HLE egualo al terzo
angolo cercato ¢.

Che se si considereranno invece gli archi AB, AG, C'B
rispcttivame'nte aguuli ad ab, be, ac, Iangolo ¢ sard allora
eguale all’ inclinazione: del piano C'B' col piano AB, allorcha
rotando attorno di C'F ed AF questi due piani i punti B' e B'si
uniranno in un sol punto; e Pinclinazione di questi due pia-
ni sard allora, come prima, eguale all’angolo in G' del tri-
angolo rettangolo avente per lati G'E', HE', e B'G' per ipo-
tenusa . Quindi come prima si potri anche mettere in piano
Pangolo ¢, prendendo EL/=EG', ¢ conducendo H'L', poi-
ch si avrd come prima H'L'E'=c.

Si avrd quindi HLE=HL'E'=c, ed essendo percio si-
mili i triangoli HLE, HL'E" sard

HL ;: HL'=HE : HE'
Ma HL, H'L' ossia BG, BG' sono come i seni degli archi
BC, BC', ossia be, ac, ed HE, HE' sono come i seni de-
gli angoli HDE, H'DE', ossia degli angoli @, e 4. 8i avrd
dunque

EG

sen. be ! sen.ac=sen.a ! sen. b
cioé i seni de’lati di qualunque triangolo sferico proporzio-
nali ai seni degli angoli opposti, ch’& uno de’principali e
fondamentali’ Teoremi della Sferica Trigonometria .

Ma non pin di questa Costruzione generale, e de’ Corol-
larj che se ne possono immediatamente dedurre, poiché si
quella ehe questi meglio e pii ampiamente si svolgeranno
nelle costruzioni particolari de’seguenti Problemi, e nella dimo-

steazione delle formole, che nasceranno da queste costruzioni.
Tomo XV, 26
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PROBLEMA I

Dati i tre lati ab, ac, be di un qualunque triangolo
sferico bac, trovare qualunque de’ suoi angoli, per es. a.

CoSTRUZIONE -

Si prendano sopra di un circolo deseritto con qualunque
raggio gli archi AB, AC, CB' rispettivamente egnali ai lati
dati ab, ac, be del triangolo abc. Fatto AB AB,e CM=
CB', si conducano le corde BB", BM le qualisi taglino in E.,
Sopra di BB" si descriva un semicircolo, ¢ dal punto E ora
trovato & innalzi sopra di BB' la normale EH. Condotto il
raggio HD, dalla costruzione generale immediatamente risul-
ta che I’angolo HDE sard eguale all’angolo richiesto & .

Una costruzione analoga fari egualmente trovare gli an-
goli &, e ¢; ed inoltre si & veduto nella medesima costri-
zione generale come questi due angoli possono anche pilt spe-
ditamente determinarsi per mezzo della medesima costruzio-
ne, che ha servito pel primo a.

Forxora
«cos. ab . cos. ac
. sen, ac

cos.
Cos. a =—

DiryMosTRAZIONE.

o : E _ DE
Sari dunque in virth della costruzione c0s. a =55 = 5

Ora fatto il raggio AF=1, si ha DB=sen.AB=sen.ab; e

condotte le normali DI, DK, nel quadrilatero birettangolo

N oI bl DI Dl FG—TFK
EDFG si ha DE = crmm= e = g vemae —
DE

. Dunque cos.a= 5= =

cos. WG DI .cos. AG _ cos. be—cos. b . cos. ac
5 sen. ac

r . C.C.D.D.
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8i ayranno, com’& evidente, due formole analoghe e si-
mili a questa per gli altri due angoli b, e ¢, ¢ da dimostrarsi
nel medesimo modo , cioé
) o v ae=—cos. b con. ch
C08. b= T b senn. ok

cos. ab—cos. ac . cos. bo

SOECER sen. ag - sen. o

PROBLEMA II

Dati due lati e Uangolo compreso, per es. ab, ac, ed a;
trovare il resto,

{ CosTRUZIONE.

Si prendano sopra di un qualunque circolo gli archi AB,
AC egnali ai lati dati ab, ac. Fatta quindi AB"=AB, e
condotta la corda BB', si descriva sopra di questa il semi-
circolo BHB', ed in esso si prenda I'arco B'H ovvero I’an-
golo B'DH eguale all’angolo dato . Si conduca la normale
HE, ¢ da E Paltra normale EGB' sopra di CF : in virth del-
la costruzione generale saxh CB' il valore del terzo lato eb.

Sopra di BB prolungata, s’¢ necessario, si prenda EL=
EG, e condotta la HL, angolo HLE , in virth della costru-
zione generale sard il yalore dell’angolo c.

Che se si mutino i luoghi degli archi AB, AC, cosicche
uno cada dalla parte ove prima cadea I’altro, egli & evi-
dente che colla medesima costruzione con cui si trovd ¢ si
troverebbe &, il quale d”altronde, avendosi ora i tre lati AB,
AC,CB', e I'arco AM, potrd anche pitt speditamente deter-
minarsi, come s’insegnd nella cosiruzione generale .

Forsora PER 1L LaTO €&

Cos. cb=cos.ab . cos. ac + cos. 2 . sen.ab . sen.ac.
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Diswostrazrons.

Questa formola nasce immediatamente dall’altra dimo-
strata nel Problema precedente .
cos. ch—cos. ab . cos. ao
et

cos. a =
Lsen. ac

Volendo perd per abbondanza tornare a dimostrarla, si os-
servi che facendosi, come prima, il raggio AF=1, si avra
cos. ch=cos. CB'=FG . Ora FG = FK —+ DI, ed FK, come
nel Problema precedente = FD . cos. AC =cos. AB . cos. AG=
cos. ab . cos. ac, DI = DE .sen. DEI = DE . sen. AC=DE X

DE__DE___DE oE
D — DB ~ara AB— memrat — 005 HDE =

€os.a, sard DE = cos. a . sen. 2b . Quindi
€08, 6b=FK~ DI=cos. ab . cos. ac+cos. @ .sen.ab .sen.ac.

sen. ac, ed d

Forwora PER L’ aNGOLO ¢

Tang. ¢ T
i e TP

DisosrrizIoNE.,

Dalla premessa costruzione risulta tang. ¢ =tang. HLE =

HE _HE HE _HE __HE HE
F =g - Ora essendo o DE A=, 3 =5¢n -HDE=

sen.a, sard HE =sen.ab .sen.a . 8i ha poi EG=DK—EI=
FD . sen. DFK — DE . cos. DEI = cos. AB . sen. AC — DE b4
c0s. AC =cos. b .sen.ac— DE . cos.ac, e si & trovato nella di-
mostrazione della formola -antecedente DE = cos.a . sen.ab .
Dunque

HE sen. b sen. &
tang. c=

EG — cos.ab.sen. ac—cos. o sen. ab . cos. ac

ossiadividendo sopra e sotto per sen. ab

tang.¢=———21% _____ o 0. D.D.

cot. ab . $en. ag—cos. a . cos. ge
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Mutando i Iuoghi degli archi AB, AG, cosicehe I'uno si
prends dalla parte ove prima si prendea Ialtro, si avri per
Pangolo 4 una formola simile a quella che si & trovata per
&, ciot

son.a
g b = et —cova vl
ConoLLARIO.

Se I'angolo @ sard retto, le formole del Problema, fa-
cendo in esse sen.a= I, C0S.a =10, SEIViranno per risolvere
il ¢aso in cui essendo dati in un triangolo rettangolo dac i
due lati b, ac attorno ’angolo retto, si cerchino le altre
tre parti rimanenti. Si avrd pertanto per la prima formola

cos. Ipot. bo=cos.ab . cos.ac .
Dalla seconda si avri

tang.c = St

ovvero

sen.ac = = tang. ab .cot.c.

1
“ot. ab . tang.c
E similmente dalla terza

tang. b=

1
cot. az . sen, ab

ossia
x

sen.ab = et

=tang. ac . cot.b.

PROBLEMA III

Dati'i tre angoli a, b, ¢ trovare qualunque de’ tre lati per
es. be apposto all’ angolo a .

CosrruzroNe.
Invertendo Pordine della costruzione generale, invece
&' incominciare dal circolo BAGE in cui si prendono i lati,
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per passare all’altro BHB" in cui si prendono gli angoli,
s’ incominci al contrario da questo per; passare a quello. So-
pra un diametro qualunque BB” si descriva pertanto un se~
micircolo, ed in esso primieramente si prendano gli archi B'H,
B'H', ovvero gli angoli al centro B'DH, B'DH' eguali rispet-
tivamente agli angoli dati @, e b; e conducendo quindi le
normali HE, H'E', si conducano le parallele HL, HL' che
faceiano con esse gli angoli LHE, L'H'E' eguali al comple~
mento del terz’angolo dato ¢, cosicché ne risulti HLE =
HLE = ¢. Siegue dalla costruzione generale che EG, E'G'
saranno rispettivamente eguali ad EL, EL', e BG, B'G' ad
HL, H'L', cosicché portando HL, HL' da L ed L' in P, &
P', si avranno le EB', EB' rispettivamente eguali ad EP, E'P',

Se dunque dai dati punti E ed E' come centri coi dati
intervalli EP, E'P’ si descriveranno due archi di circolo, que-
sti intersecandosi daranno il punto B'. 8i avranno dunque tre
punti B, B", B', per i quali dovra passare e descriversi il
circolo ABB'CB", e cid fatto, e condotte dal centro F le nor-
mali FA, FC sopra le BB", EB', saranno in virti della co-
struzione generale gli archi AB, AC, GB' i valori de’tre ri-
chiesti lati ab, ac, cb.

Forwora pER 1L LaTO b

608 &~ c08. b . cos. ©

c08, ¢b = sen.b.sen. ¢

Drsosrrazione.
Facciasi il raggio DB del semicircolo =1, onde sia HE=
sen.z, HE'=sen. b, DE=cos.2, DE'=cos, 4, eppero EE'=

cos.a—co0s.b. Sard quindi %: % = gen. HLE =sen. ¢,

v i i HE
onde HL = BG = === ¢ similmente — = ¥-- =
won.e L

w0 b
oo+ i avrd an-

sen. HL'E' =sen. ¢, epperd HL' =BG =
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cora %xm cos. HLE =cos.¢, epperd EL=EG=

e,

EL .sen.c
ll’L’_ sen. b

=cos. H'

w, e allo stesso modo B

L sen.kcos o

cos.c, ¢ quindi EL'=EC'=

B'G--

« Dungue EB"

won. 0
Fo— sen. o (1 4=cos. ) ,ed E'B —B‘G'-HE’(}’:"“’“H'm"} .
oo sene

Si conosceranno dunque tutti tre i lati del triangolo ret-
tilineo EE'B', epperd per le note formole si potra ottenere
il coseno di qualunque de’suoi angoli, per es. dell’angolo
EEB', ossia ( perché essendo AB=AB', ed AM =AM’ in
virtn della costruzione generale le corde BB, M'M sono tra
loro parallele ) dell’angolo MMB', la di cui misura & la me-
4 dell’arco MCB', ossia GB'=¢é. Sard dunque per le anzi-
dette note formole di Trigonometria piana
4 U it g

2EE BB

cos. EE'B'=cos.ch =

ciog sostituendo i poc’anzi trovati valori di EE', EB', ED'
(soin. b*—sen. a®) . (1 4-cos. o)

- —+ (08, & —oos. )4
.

cos. ch=
sen. b, (1o con.e)
2 (cos.a— cos, b), 000
Som.c

ossia ponendo nel prime termine del numeratore cos. a* —
cos.b* invece di sen.b*—sen.a*, moltiplicando quindi tanto
il numeratore che il denominatore per sen.c* ovvero 1—cos.c?,
e dividendo finalmente numeratore e denominatore per
(cosia—cos.b) . (1 cos.c)
(05,4008, ) . (14 c08.0) = ( e05. amc05. b) . (1= cot.c}

cos.ch=
asen.b.sen.c

ciot finalmente
c08. 2= c08. b . 08,0
sen. b sen. o

cos. ch= .C.C.D.D.

Egli & poi evidente che se gli angoli b e ¢ prenderan-
mo il Inogo dell’angolo @, si avranno col medesimo discorso
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due formole analoghe e si alla ritrovata per determinave

i lati opposti ac, ab, cioé
eos. B cos. a o, ¢
cos. el =——"—"""

60, . sen. &

OB, £ =08, & . c05. &
cos.gb=

@ sen. b

Conornranio.

Se I'angolo a sard retto, le tre formole del Problema,
facendo in esse sen.a=1, cos.a=o, serviranno a risolvere
il caso di un triangolo rettangolo in cui essendo dati gli al-
tri due angoli &, ¢ si cerchi per mezze di essi qualunque
de’tre lati. Si avra infatti dalla prima
cos. b . cos.

2
e —oot.b . cot.c.

cos. Ipot. cb=
Dalla seconda
cos. b .
C08.@¢=———, ossin cos.qc.sen,c=cos.

¢ dalla terza finalmente
cox

cos.ab= ?T: , ossia cos.ab .sen.b=cos.c .

PROBLEMA IV

Essendo dati due angoli e il lato frapposto per es. a, b
ed ab, trovare il resto.

Costruzrone!

Sopra di un circolo descritto con qualunque raggio si
prenda I’ arco AB = AB" eguale al lato dato ab. Condoita
quindi la corda BB" sopra di questa come diametro si descri-
va un semicircolo, nel quale si prendano gli archi B'H, B'H'
ovvero gli angoli B'DH, B'DH' eguali rispettivamente ai da-
ti angoli @ e &, e si conducano le normali HE, HE'.

Dalla
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Dalla costruzione generale risulta che se AC, CB'"sieno
gli altri due lati cercati ac, ch, condotte le BEM, BEM,
si ayrh AM=AM', onde essendo anche AB'=AB, sard MM'
parallela a B'B, eppero BE : BE'=EM: E'M', e quindi B'E X
EM:BE .E'M', cioé per proprieti del circolo B'E.EB: B’ EB
ossia HE® ; HE?=DE2; BE>. Ma per Iangolo MBM' diviso
in mezzo dalla rvetta B'A si ha ancora BE;BE'=EQ:E(Q,
e quindi BE?:BE*=EQ*:EQ*. Sark dunque HE?; H'E
EQ?:EQ*, ed H EQ:EQ, cioé per determinare il
punto Q, si dovrd dividere la data EE' nella data ragione
de’seni HE, H'E' de’dati angoli 2 e 4.

Trovato poi il punto Q facilmente si compird la deside-
rata costruzione; poiche condotta per A e Q la AQB"si avri
il punto B', e da questo per il dato punto E condotta Ia
BEM, e sopra questa dal centro F calata In perpendicolare
FC, saranno, in virth della costruzione generale, AC, CB' i
valori de’ cercati lati ac, ¢b .

Finalmente portande EG da E in L, e condotta la HL,
in virti della medesima coséruzione generale sari I angolo HLE
il valore del ters’angolo cercato c.

T

Foryora rer 1L rato ac

sen.a . cot. b

Cot. gc= —-c0s.a.cot.ad .

sen. ab
Drsosrrazions .

Si & gia veduto nella costruzione generale clie i seni' de’
lati ke, ac sono proporzionali ai seni degli angoli opposti e
e b. Lo stesso pud anche dedursi dalla costruzione dell’at-
tuale Problema; poiché per le parallele MM', EE', e per
I’angolo EB'E' diviso in mezzo dalla B'A, le B'M, B'M' sono
proporzionali alle BE, BE’, cioé alle EQ, QE', cioé alle
HE, H'E', ossia ai seni degli angoli z e . Qra §BM, 1BM
sono proporzionali ai seni degli archi B'C, BC', ossia BCy

Tomo XF. ay
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AC, ossia bc, ac. Sard dunque dato il rapporto de’seni de’
lati cercati be, @c , ciod si avrd sen. be | sen.ac=sen.a sen.b,

- son.a
e quindi sen. be= == .sen. ac.
. £ AR
Conducasi ora la normale FR sopra di B'A, e sard =

%:tﬂng. }(AC+B'C)=tang. } (ac+bc); e sard poi facile

di ottenere per mezzo delle parti date i valori di AD, e DQ.
Infatti facendosi il raggio AF =1, sard primieramente AD =
AF —DF =1—-cos. AB=1— cos. ab. Essendo poi ED, E'D i co-
seni di B'H, B'H/, cioé di a, e & per il raggio HD=DB=sen.ab,
sari ED=cos.a .sen.ab , ED=cos. & .sen.ab, ¢ quindi EE'=
ED—ED=(cos.a—cos.b).sen.ab. Ma per cib che si & di-
mostrato nella costruzione dee stave EQ : E'Q =sen.alsen.b,
epperd EE' : EQ =sen.a~sen. b ; sen. . Sostituendo pertan-

. . T < a _(rumn—r‘ns.’a) sen. o . sen. ab
1o il valore di E'E, si avrd EQ‘-——w——-—-—““m*"“j e
(cos.a=cos.B). son.a.sen.ab

sen.a--sen. b

iquindi DQ=ED—EQ=cos.a.sen.al—

senuab.son, (a+1) o AD - 1
omen - Dlavri dunque finalmente: 0 =tang.}({ac+be)=

(1 —cos. ab) . (sen. a4+ son. b)

Sen.ab . son. (a-b)

1l Problema adunque & ridotto a questo di trovare due
archi be, ac, essendo nota la proporzione de’loro seni, e la
tangente della loro semisomma . Chiamisi 7 questa tangente
della semisomma , che abbiamo ora trovata, ed 1 Im sia il
noto rapporto de’seni di &e, ac, cosicché sia sen. be =mX

. Essendo dunque per le note for-

sen.ac, ciod m=——
wen. b

sen. ag -+-ten. be

iay
s

mole trigonometriche tang. f(ac—+bc)=

1) sen. ae
LB { )

= — , e quindi (14-m ). sen.ac—n X
cos. 001/ T m® Bon.
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cos. ac=ny/ 1 —m> sen. ac* 3 d’onde quadrando e riducendo
si dedurrd agevolmente (1--m)? . sen. ac— an (1-4-m) . cos.ac—
n® . sen. aec = — n*m* . sen. ac, ¢ quindi
(oenP—rti—m) _ ibmaw(m—n) | rdm | alme)
2 (1+m) an R

cot.ac=

Ristabiliti i valori di m ed 7, si otterra dopo le pil ovvie
riduzioni

_ sen.ab.son.(ab) | (1—cos. ab) . (sem.ad—send)
0L B o S (recaiab) i { Mt L 1868, ab . wen (G -+ B)

cioé riducendo allo stesso denominatore, e dopo di cid inve-

ce di sen.ab® che verrd nel primo termine del numeratore

mettendo 1—cos.ab?, e dividendo quindi sopra e sotto per

[ — cos. ab

(1 4-cos. ab) . gon.(a=-b) (1 —cot. ab) . (son.a® —sen. b*)
asen.b.sen.ab.sen. (a+5) 5

cot.ac—=

Si metta ora in luogo di sen. (a-+#) il suo valore sen.aX

cos. b+ sen.b.cos.a, e sviluppando e raccogliendo i prodot-

ti, si otterrd

(sen.a® .cos B*+-san.a . son b .cos.a .cos. B)-(sen.b® . cos.a®~sen.a.sen . cos.n .cos.b) .cos.ad
Sou U sen. ab - (son.a . 003, b+ ben. b1 c03.4)

ed infine dividendo attualmente i due termini del numerato-

re per il fattore sen.a.cos. b -sen. b . cos. a del denominatore

ten.5.008. 5 cos.a.os.ab_ sen.g.uot.d
son.b.een. ab wnab ey o C0S-@.cot.ab.C.C.D.D.

cot. ac

cot. ac

Egli & evidente che mettendo @ ove sta b e viceversa, si tro-
verebbe col medesimo discorso una formola analoga e simile
per il lato bc, cloe

san.b . cot.a
cot.be= won b 008 &.cot.ab.

Forarora ren 1’ ancoro e

©08. c=cos. ab .sen. a . sen. b — cos. &, cos. b .
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DirmosrrazroNe.

Dopo di aver dimostrato come nel Problema anteceden-
te che
cos, ot=cos.3. 0. 5
G e
facilmente se ne dedurri

€08, 6==c08, ab .sen. & .sen. b —cos.a . cos. b .
ConoLzanio.

Volendo applicare queste formole ad un triangolo rettan-
golo in a, ed in cui essendo dati il lato @b, e Tangolo a-
djacente &, si cerchino le altre parti, bisognera nelle anzidet-
te formole fare sen. @ =1, cos.a=o0, e si avrd cosi dalla
prima

cot. b 2 cot. b
cot.ac = —— , ovvero sen.ad
gon. @il cot. ac

Dalla seconda

=cot.b.tang.ac .

cot. bo

cot.be=cos.% .cot.ab, ovyero cos.b =t

= cot.be.tang.ab.
Dalla terza
€08, ¢ = c0s. ab . son. & .

PROBLEMA V

Essendo dati due lati, ed un angolo opposto a ko di
questi lati, per es. ab, be, ed a, trovare il resto.

CosTRUZIONE .
Sopra di un circolo descritto con qualunque raggio AF

si porti al solito il lato dato @b da Ain B ed in B"; e con-
dotta quindi la corda BB e sopra di essa descritto il solito




Der Sic. Groaccmxo Pessurr . ar3

semicircolo, si faccia mel centro di esso I’angolo B'DH egua-
le all’angolo dato a, e si conduca la normale HE .

Risulta dalla costruzione generale ch® essendo AC, GB' gli
altri due lati ac, ¢k del propoesto triangolo, e I'angolo HLE
eguale all'angolo ¢ del medesimo, si avri EL=EG, ed HL=
LP = BG = sen. BC = sen, fc relativamente al raggio AT,
Se dungue si condurrd un diametro qualunque AU, e preso
poi Parco UX eguale al dato lato be si condurrd la normale
X%, portando questa dal punto dato HinL, e quindi da L
in P, si avri EP = EB', onde dal dato punto E preso per
centro colla data apertura EP si potra determinare il punto
B' sul circolo ABUB".

Trovati i punti L e B' si potranno aver subito in virti
della Costruzione generale tutte tre le parti incognite del tri-
angolo abe, ciot gli angoli ¢, e & e il terzo lato ac. Impe-
rocché primieramente I angolo HLE sard I'angolo ¢ . Gondot-
ta quindi la normale FGC, sard AC il terzo lato ac; e final-
mente pmluug:ita la BE in M, presa AM' =AM, condotta
la BM' che tagli la B"B in E', ed alzata la normale E'H',
sard B'H' ovvero I’ angolo B"DH’ il valore dell’angolo &.

ForMOLA PER IL TERZO LATO ac

Cﬂs.ac:tm.-ﬁ . cos. bo—sen. ab . cos. a . |/5en, bo® — sem. ab® _sen. b 2

1=—sen. ab* . sen. at

Dixosrrazrone.

Fatto al solito il raggio AF=1, si avrd FD =cos. AB=
cos.ab, DB =HD =sen. AB=sen. b, FG =cos. BC=cos.4e,
e BG=HL=sen.BC=sen.bc. Inoltre essendo HE il seno.
ed ED il coseno dell”angolo HDL , cio# dell’angolo @ relati-
vamente al raggio HD=sen.ad, si ayrd HE =sen.ab
ED =sen. ab . cos.a. Quindi EL = EC =/ HL* —
V/sen.bc*—sen.ab* .sen.a*, E1=DE .cos: DEI=DE .cos, AC
DE . cos. ac = sen. ab . cos. a . cos. ac; e Gl = EG +El=

@,
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V/5en. be—sen. ab® . son. @+ sen. ab . 008. 4 . cos. ac, Ma GI=
DK =FD .sen. AG=cos.ab .sen.ac. Si avra dunque I’ equa-
zione
cos.ab.sen.ac=)/ sen. be*—sen.ab® .son. @ +sen. ab.cos.a. cos.ac.
Per ggiarla pin d » scriviamo quest’ equazio-
ne in quest’altro modo equivalente

FD . sen. ac = EC + DE . cos. ac

ed innalzandola al quadrato , mettendo poscia nel primo mem-
bro 1 —cos.ac* invece di sen. ac®, ed ordinando secondo le
potenze di cos.ac, si avra

sEG.DE FD*— EG* P
08, aC*+Fro——rrs - €08, ac =pEarpe © quindi

EG.DE e EG*  DE* +I~D’—EG‘
DE* 4 ¥D* (DE*+-FD*)* ~ DE*—FD*
— __EG.DE=V/'DE FD* + FDI —EG° . FD"
o DE* + FD®
— _ EG.DExFDV DB FF —EG°
Tk DE*+FD*
( perché nel quadrilatero birettangolo EDFG si ha DE* 4
FD* = EG* + FG*, ciot DE* + FD* — EG* = FQ» )—
EG.DE=FD.FG
DE* +FD*
LG, DE, FD, FG
— sen.ab . cos. ol 5en §5° —san B - ven: a* == cos. ab . cas. b
e, ab* cos. 4% - cos, ab®
ossia perch® sen.ad* . cos, a* - cos. ub*= 1 — sen. ab® ., sen.a
con ab.cos. bo—sen. ab . cos. ol ion hosen.ab* sen.a®

ey _sen. A
€08, ac= T C.C.D.D.

C0S. ac=m—

s ciog ristabilendo i valori di sopra trovati di

cos. ac=

Formora per 1’ axcoro comrreso &

sen. § = 084 cos. bo. sen. abcos.all” sen Lot —sen.a” . cen. ab®
BT sen. a . gen. be . (cot. a® + cos. ab*)

Dinosrrazione.
Dalla formola dimostrata nel Problema IT
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sen. b

e
tang. & = o e ab — cor. ab . oos. b

si deduce immediatamente
(tan[,na,.cut.bc.seu.ab—scn.b)‘—_—tnng.a’.cus.ab’.([—sen.bﬂ]

d’ onde risolvendo un’ equazi del do grado risulta

g o b aam.ab s tang. cos.abl/ P TAMET 0w P g &> e ol coL V"

&+ tang. a* - co8. ab"

Sel

T 5 a2 it
ossia dividendo sopra e sotto per tang.a®, e mettendo =202
inveece di cot.lc

L cos. @ cos. be .sen. ak conll it S e e b —son ol cus et
Sen = e be. (cota s0s.ab) wen. b (oot & - cos. ab* )

ciot riducendo allo stesso denominatore
008.a. 008, he. sen. albecos.abl Sen Bo% 08 @ 460,47 L8, Al e e —sen.a” sen 4 cos bo?

o Sem. @ . son. bg . { Cot. ° - c08. ab* )

ossia perché la quantita sotto il segno radicale, ponendo

1 —sen. @ in luogo di cos.a*, si riduce a sen. be® —sen.a* X

sen. ab?

o . cos. be . sen. ab == cos. ab | ien. bo — sen.a* _een. ab”

Son . sen. b2 . (£OE. 4° + cos. ab” )

sen.b

sen.b= G.C.D.D.
FDRMDLA FER ].!ALTRO ANGOLO OFFOSTO ¢

sen. ab
sen. ¢ = ———.5en. &
sen. e

DrMosTRAZIONE.

Essendo, secondo clie si & gid pin volte dimostrato, i
seni de’lati proporzionali ai seni degli angoli opposti, si avri
sen. e :sen.ab=sen.a; sen.c, epperod

gen, ab
sen. ¢ = .sen.e.C.C.D.D.

ConoLLARTO.

Se I'angolo dato @ sard retto, epperd sen.a=1I,€0s.2=0,
cot.a=0, le tre formole del Problema risolveranno il caso
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di un triangolo rettangolo, in cui essendo dati wn lato ab,
e Iipotenusa e, si cerchi qualunque delle altre tre parti.

Dara pertanto la prima formola
cos.ab.cos.be  comab.cosbe  coxde

cos. go= eI TR0 TR
0886 = e ab von @bt T cosab

» Ossia

€08 ac . cos. ab=cos.bec .
Si avra dalla seconda

sbn, b S0 ah VR T T _ e e
sen. be . cos. al’ sen. b . cot

I sem. bc® . cos. ab® — son. ho* 4 =
sen. b6 . cos. ab,

cos. b=} 1 —sen. " =

conbesenab

Vo ab —sen. be* won-ale __ |/ cos be" sen.ab?
son. b5 . cos. ab = Teendc.conab  sembo.cosab

cot, be . tang. ab .
E finalmente dalla terza si otterra
sen. ab
sen. bo

sen.c= , ossia sen.c.sen.bc=sen.ab .

PROBLEMA VI

Essendo dati due angoli, ed un lato opposto ad uno di
questi angoli, per ¢s. a, ¢, ed b, trovare il resto.

CosTRUZIONE.

Sopra di un circolo di un qualunque raggio AF si pren-
derd, come prima, 'arco AB=AB'=ab, ¢ sopra la corda
BB descritto un semicircolo, si prenderd in questo I’angolo
B'DH=a, e si caleri la normale HE.

Formato quindi in H I'angolo EHL eguale al comple-
mento di ¢, cosicchd sia HLE=c¢, e portata la HL da L in
P, I intersezione fatta dal centro E coll’ intervallo EP, dard
il punto B' sul circolo ABUB", come mel Problema precedente .
Condotta pertanto la BEM, e sopra di questa la normale FGC,
gli archi AG, B'G saranno i valori di ac, be. Si troverd infi-
ne Pangolo &, come nella Costruzione del Problema precedente.

Fogr-
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Forsora PEn IL LATO €€

—3on. 93 . cos. ¢ . son.ab=a . cot. ab .| sen. " — sen. ab” sen.

Sen.c.sem. ab. (Cob. * -+ cot. ab*)

cos. ac=

DrwosrrAzZIONE.

Si dimostrerd primieramente, come nella prima formola
del Problema precedente I Equazione
FD . sen. ac = EG + DE . cos. ac
e da questa so ne dedurrid allo stesso modo Ialtra
—EG . DE = FD |/ DE* - FD* —EG*
DE* 5 FD* &

CO0S, ac=

Ora si avra pure, come nella citata formola del Probiema
precedente FD=cos.ab, DE =sen.ab .cos.a, HE =sen.abx

HE _ sen.ab.sen.a

sen.a. Si avrd inoltre -

gen.ab . 860 a . 008 o

LG . Bostituendo pertanto questi valori ne
sen.c
risulterd
- =sen.08*.1011.8.008.0.c08 2008 .0l 5o D" 0807 4o ¢ -c08- A0 won e AL an e wore

Sem. 0. (80, ab® . 008, u® +-cod. ab* )

ciot dividendo sopra e sotto per sen.ab, e ponendo §sen.2a
invece di sen.a.cos.a nel primo termine del numeratore
-gen.2a .cos.c.ien.abcEacot.aby on.ab® cos.a* sen.c4-cos.ad® se

2-son.ab*.4en,4" cos "

cos.ac=

23en. c. sen. ab . (cos. 4* = oot ub* )

Ora la quantith sotto il segno radicale, ponendo r— sen.a*

in lnogo di cos.a?, facilmente si riduce a sen.c®—sen. ab>X

sen.a®. Dunque finalmente

36n.04 . cos.c den.ab == o cot. abl/sen. o7 - sen. ab® . sem b
48en. ¢ . sem. ak . (cos. a® 4= cot. ab®)

€08, ac= .G.C.D.D.

FormoLA PER IL TERZ0 ancoie b

Sen. § o Sl con.c & con. ol St o ol |
O, @ -+ Cos. b

Tomo XV. ag
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DiwosTrAzioNE.

‘Dalla formola dimostrata nel Problema IIY
cos.ctcos.a. 008 b
N e
e sen.a.sen. b
si deduce immediatamente
(cos-ab .sen.a .sen. h—cos.c)*=cos.a*( 1—sen.5*), e quindi

—acos.ab.sen.a . e0s.0 cos, a® = cos. 6*
sen. b = sen. b=
€08, % +cos. ab’ - sen. @

d’onde

cos.ab.sen. @ . cog. 0 25 cos. |/ Gos. a° -cos Ak’ gen. a>
sen. b= = <
o3, % =008 ab? 5. &

ossia dividendo sopra e sotto per sen.a

S sinaeyes =rods- ¢: VL))
co3. 8" 4 cos. ab* . sen. a*?

cos.ab . cos. ¢ = cot.al ol

e sr e C.D.D.

sen. @ - (cot. " 005, ab*)

sen.b=

FoRMorA ¥er L’ ALTRO LATO OFp0sTo De

sen. be=

sen. @
. sen.ab
en. ¢

B
DiyosTRAZIONE.

La formola nasce dalla proporzione pit volte dimo-

strata tra i seni degli angoli, e i seni de’lati opposti, ciod
sen.c : sen.a =sen.ab [ sen.be; 4’ onde

sn.a

sen. be .sen.ab.C.G.D.D.
sen, ¢

Cororrarro I

Se Pangolo @ sard vetto, facendo melle precedenti for-
mole sen.a=1,8eN.24==0,C08.a=0, COt.4==0, si avran-
1o le formole per risolvere il caso di nn triangolo rettango-
lo, in cui essendo dato un angolo ¢, e il lato opposto ab,
si cerchi qualunque delle tre altre parti rimanenti.
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Si ayrd pertanto dalla prima

cor. bl TR el [ e )
oot abl e et wn bt enc e s
L e —— T SR

V n e vos ab® —sen. o - sn b
om.c . cos.ab
1/ 5en, ab® — sen. ¢* ., sen. ab> V.m Wbt . cos.cc __ sen.ab.ces.d
sen. ¢ . cos. ab sen. ¢ . cos. ab = enab.mme
tang.ab .cot.c.
La seconda formola poi dari

con.ab . cos. | !l
0807 c0ng_ SE gesia sen.b..cos.ab=cos.c.
cas, cos. b

aen.ac:Vi—cus.m.’:

sen. b=
E dalla terza finalmente si otterrd

ab
sen. bc—————, ossia sen.ab=sen.c .sen.bc,

Conorzanto II

Che sc invece di @ si supporri retto 1"angolo c, si avra

il caso di un triangolo rettangolo, in cui essendo data 1ipo-
tenusa @b e un angolo adjacente a, si cerchi qualunque del-
le altre tre parti, e le formole per questo caso masceranno
da quelle del Problema, facendo in esse sen.c=1, cos.c=o.
La prima pertanto dard

cot. ab )/ T = sen

a* . v
LR LR e e e quindi

| el (eota oot ab) (cos @ cotab J-oot.abs (i-smn.ab sen.a’)

SEN.ac=}/ [—C0s.u0°=
s, ab -{ vos. o +-cot. ab* )

W/ T1—=seh, ab" . seni.a"] . ( cos. a- -+ cot, ab® ) — cat, ab® .
T )

conal/ 1—sem. ol gen.at | o,
3 d’onde

cen.ab . (cos. a? 4-cot.a®)

—en. ab* . sen.a*)

cosa 5
= rap» 0ssia cos.a=tang.ac.cot. a.b

Im seconda !'mfmuh dcl Problema si convertirh poi in que-
it altra
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sen. b= f/mt:“ﬁ 3 e quindi cos.b= /T —sen. A =
cos.ab A

Vit d i
__cosk_ cos.ob :

cot, b=— ==="_ ossia c0s.ab=rcot.a.cot.b.

send " cota 7
Finalmente dalla terza formola del Problema nascerd imme-
diatamente
sen. be = sen. a . sen. ab .

Benchis le formole dimostrate per i casi esaminati ne’
due ultimi Problemi sieno alquanto complicate ¢ d’incomodo
maneggio, sono perd altrettanto semplici quelle che se ne
sono dedotte per i triangoli rettangoli ne’casi analoghi e si-
miglianti . Se si vorrd far uso di queste piuttosto che di quel-
le, anche ne’triangoli obbliquangoli, bisognera ricorrere al
consueto artificio di risolvere questi triangoli in due rettan-
goli con un arco normale condotto da un’estremiti di un da-
to lato sopra il Jato opposto, ed edjacente ad un angolo da-
to. Cosi nel Problema F in cui eran dati i lati ab, bc, e
un angolo opposto a, ' intendera condotto I'arco normale bd,
ed allora nel triangolo rettangolo adb avendosi I'ipotenusa
ab, e I'angolo adjacente @ colle formole del Coroll. IT del
Problema V1, si troveranno tutte le altre parti, ciot ad, bd
ed abd . Passando quindi all’altro triangolo rettangolo bdc in
cui ora si conosce Iipotenusa e e un lato bd, si potranno
in esso, per mezzo delle formole del Coroll. del Problema V-
determinare de che aggiunto ad ad gid trovato fard conosce-
re il lato ac, dbc che insieme con abd gia trovato fard co-
noscer 'angolo ale, e finalmente I’ angolo c¢. Similmente per
il caso del Problema VI in cui suppongonsi dati gli angoli
@, ¢ ed un lato opposto ab, si comincierd dal risolvere il
triangolo rettangolo add per mezzo delle formole del Cor, I
del Problema VI, per quindi passare colle formole del Cor. I
dello stesso Problema alla risoluzione dell’ altro triangolo ret-
tangolo 4de, in cui ora sard dato I’angolo ¢ e il lato oppo-
sto bd.
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Riassumendo le formole per la risoluzione dc’ triangoli
rettangoli tutte facilmente dedotte ne’ Corollarj de’ precedenti
Problemi dalle formole generali de’ triangoli obbliquangoli, si
verra a formare quella dimostrazione, che sembra sia la sola
che possa aversi, della celebre Regola Neperiana, che per
comodo della memoria ¢ delluso tutte cuelle formole pe’
triangoli rettangoli comprende nclla seguente generale enun-
ciazione . Non considerando Pangolo retto, allorche in un
triangolo rettangolo per mezzo di due parti date si cerca una
qualunque delle rimanenti, le tre parti in questione, cioé le
due date, e Iincognita saran sempre talmente disposte, che
due di esse rispetto alla tersza, che potra chiamarsi parte
media, o saranno a questa immediatamente contigue, nel
qual caso si diranno corgiunte, o ne saranno separate da una
intermedia, nel qual caso si chiameranno disgiunte, non fa-
cendo pilt vernn conte, come si disse, dell’angolo retto. Ora
invece de’lati che formano I’angolo retto , surrogando i loro
complementi, tutte le formole per la risoluzione di tutti i
capi de’triangoli rettangoli furono felicemente comprese da
Nepero nella seguente semplicissima regola : I prodotto del
raggio per il Coseno della parte media ¢ eguale @ quello del-
le Cotangenti delle parii congiunte, ovoero @ quello de’ Seni
delle parti disgiunte . Aspettando che si trovi la dimostrazio-
ne generale di questo Teorema, che non si & ancor trovata,
desso si potrd verificare, e dimostrare in ogni caso partico-
lare per mezzo delle formole dimostrate ne’Corollarj de’ Pro-
blemi precedenti. Cosise per es. nel triangolo bac rettango-
lo in @ sieno dati i lati @b, ac e si cerchi b, sard ab parte
media, ac e b parti congiunte, epperd prendendo in luogo
di ab, ac i loro complementi, e supposto il raggio =1 si
avra a tenore della Regola Neperiana
sen. ab
tang.ac ?

sen.ab=tang. ac .cot. b, e quindi cot.b=

come appunto si trovd nell’ultima formola del Corollario del
Problema II. Lo stesso consenso tra le formole da Noi di-
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mostrate , & la Regola Neperiana si proverd allo stesso mo~
do in tutti gli altri casi.

Dipartendosi adunque dal metodo seguito,
abbiam fatta discendere Ja risoluzione de’triangoli rettangoli
da quella degli obbliquangoli, cioé abbiam dedotta la risolu-
zione de’Casi particolari da quella de’ Casi generali . Per com-
pire quest’inversione , o piuttosto ristabilimento di ordine na-
turale, manca solo che, siccome nel comun metodo alla ri-
soluzione de’ triangoli rettangoli ed obbliquangoli si premette
la dimostrazione di alcune proprietd de’ triangoli sferici, del-
le quali si fa uso nella risoluzione medesima, cosi Noi per
lo contrario deduciamo le dimestrazioni di alcune di queste
proprietd dalle premesse risoluzioni. Noi lo faremo brevemen-
te ne’seguenti Teoremi .

Teonawa 1. Se avendosi un quatungue Triangolo sferico
abe, un altro se ne intenda formato afy con tre lati By, ay,
off eguali rispettivamente ai supplementi dei tre angoli del
primo a, b, ¢, saranno reciprocamente i tre lati di questo
be, ac, ab rispesti eguali ai suppl i degli angoli
del secondo a, .7,

Disoseaazions . Si avrd dalle formole del Problema I
cas. by — coe. ay . cos. uf

wen.ay.son.al
Ma supponendosi 8y, ay, aff eguali ai supplementi a due retti
di @, b, ¢, saranno i coseni di quelli eguali ai coseni nega-
tivi di questi, e i seni eguali ai seni. Si ayrd dunque
-—-cﬁa.n—mu‘i.ms‘e:w(wa.a-l-wmhccs—:‘) AL
son. b een. o won. b sen.¢

€0s. & =

COs. o6 =

( per le formole del Problema I11) — cos. be -

Dunque bc & eguale al snpplemento di a; ¢ lo stesso si di-

mostrera allo stesso modo di ac, @b, rispetto a' 8, e y. C.C.D.D.
I triangoli abe, afy si chiamano per questa ragione sup-

plementarj I'uno dell’altro; ed ¢ evidente che si potra sem-

pre considerar I’uno invece dell’altro, poiché conoscendosi

le parti dell’uno, quelle dell’altro saranno pur conosciute ,
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Quindi per mezzo di questo triangolo supplementario, i sei
casi considerati ne’sei precedenti Problemi, possono ridursi
a soli tre, ognun de’quali colle medesime formole potrd ri-
solverne due. Cosi per es. se saran dati i tre angoli a, b, ¢,
e si cerchino i lati ¢, ac,ab, come nel Problema I11, sen-
za cercare nuove formole per questo caso, basterd risolvere
colle formole del Problema I il triangolo supplementario afy
in cui son dati i lati, e si cercan gli angoli, poiché queste
formole daranno immediatamente quelle de’ cercati lati e, ac,
ab, solo che in Iuogo de'lati By, ay, af si surroghino gli
angoli @, &, ¢, e viceversa in luogo degli angoli @, f, 7 si
mettano i lati be, ac, ab, mutando il segno ai coseni, e la-
sciando tal quale quello de’seni. Allo stesso modo il caso
esaminato nel Problema IV in cui essendo dati gli angoli @
e b e il lato intercetto af si cercano le altre parti, si potrd
trasportarlo al triangolo supplementario afy, in cui saran da-
ti o, By e ’angolo compreso y, e risolverlo percié colle for-
mole del Problema Il e finalmente il caso del Problema VI
in cui essendo dati due angoli @, ¢ & un lato opposto ab si
cerca il resto, si potra risolvere colle stesse formole del Pro-
blema ¥ considerandolo nel triangolo suppl 0, in cui.
come nel Problema F, saran dati i lati fy, a8 e un angole
opposto 7.

Teonena L. In qualunque Triangolo Sferico rettangolo
si ha la proporzione: 1l raggio al seno dell’ Ipotenusa, come
il seno di uno de’due angoli al seno del lato opposto.

Disosrrazioxe - Discende immediatamente la dimostra-
zione di questo Teorema da quella proporzione che abbiam
pitt volte dimostrata nel corso de’precedenti Problemi tra i
seni degli angoli, e i seni degli opposti lati. La medesima
dimostrazione ci viene anche esibita dalla terza formola del
Coroll. I , e dalla terza formola del Coroll. IT del Problema VI,
nel primo de’ quali si supponea retto I’angolo a, e nella se-
conda "angolo ¢; poiche la prima dava

sen.ba=sen.c¢.sen. bc, ciok 1! sen.be=sen.c :sen.alb
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e la seconda ¥

sen. be=xsen.a .sen.ab, ciok 1 ! sen.ab=sen.4 ! sen. b
che rinchindono appunto la proporzione enunciata nel Teo-
rema. G.G.D.D.

Teorwswa 1L, Jn ogni Triangolo Sferico rettangolo si ha
la proporzione: Il raggio al seno di uno de’due lati attorno
I"angolo retto, come la tangente dell’angolo adjacente a que-
sto lato alla tangente del lato opposto.

Disosraazions . Rinchiudono appunto I'enunciata pro-
porzione le ultime due formole del Coroll. del Problema IT
in cui supponeasi retto 1'angolo @, ciog

sen.ac==tang.ab .cot. ¢, ovvero sen.ac. tang.c =tang. ab
sen.ab=tang.ac.cot.b, ossia sen.ad.tang.b=tang.ce.C.C.D.D.

I due precedenti Teoremi sono d’altronde, com™s mani
festo, compresi nella g 1 iazione della Regola Ne-
periana .

Teorewa IV. In ogni Triengolo Sferico rettangolo gli al-
ri due angoli sono della medesima specie dei lati opposti, ¢
viceversa , ciod o entrambi insieme maggiori, o entrambi in-
sieme minori di go®.

Diosraazioxe . Supponendosi retto 1’ angolo a, dalle due
ultime formole del Corollario del Problema III si ha

€os.ac.sen.c=cos.b; cos.ab.sen.b =cos.c
onde essendo necessariamente positivi sen. ¢ e sen, &, cos. b
& Cos. ¢ saranno positivi, o negativi, cioé b e ¢ saranno mi-
nori, o maggiori di 9o, secondo che saranno positivi, o ne~
gativi cos.ae, cos.ab, ciod minori, o maggiori di 9c® i lati
opposti ac, ab.C.G.D.D.

Tsonsus V. In un Triangolo Sferico rettangolo se i due
lati che forman I angolo retto saranno della medesima specie,

" cioé o entrambi maggiori o entrambi minori di 9o®, Iipote-
nusa sard minore di 90°, e sard questa maggiore di ge® se i
due lati che forman U angolo retto saranno di specie diversa,
cioé uno maggiore e £ aliro minore di o°; e viceversa .

Dnyo-
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Divosrrazioxe . Supponendo al solito retto I’angolo «,

la prima formola del Corollario del Problema IT di
c0s, be = cos. ab . cos. ac

onde se cos. ab, cos.ac saran tutti due positivi o tutti due
negativi, ciod se @b, ac saran tutti due minori o tutti due
maggiori di 9¢°, cos, bc sarh sempre positivo. ciod b sard
minore di 9¢°: ma cos. ab , cos. ac saranno uno positivo
¢ I’altro negativo, cioé ab. ac uno minore e I'altro maggio-
ve di go°, cos. be sard sempre negativo, ciod be maggiore di
go”. Allo stesso modo si dimostrerd la proposizione inversa.
G.C.D.D.

Ma ponghiam qui fine, giacché in un argomento elemen-
tare, come questo, siam gid stati forse soverchiamente Iun-
ghi.

Tomo XF.




