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DI ALCUNI PROBLEMI NUMERICE
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pityy quiesta rawo di confrontando i prodot-
ti, e quadinti, e cercando quai numeri interi’ soddisfacesseraalle
generali formole daforo immaginate . Tra ali altri si distinsero
il Frenicle , il de Fermat; ed alti di nome velebre ,né sdegnd
& nostei giorni di ocenparvisi seviaménte il somnio Geometra
Lagrange, he in Problemi di simil sortaci ha fatto dono negli
Autivdi Berlinodinna lunga, o profond; dissertazione.

Io'entro presentemente in unia simile indagine, coll”oecasio-
so di une ' demanda fattami da dotta Persona di Panma, la quale
avendatrovato con generale formola il modo di esibire , & uno, ©
iascun de’ quali fosse ugnale alla somma di tre
ami come, coll’alira generale ormola si potesse
soinulicre quest® altro Problema : dato gualunque numero, yitro-
vare gl infiniti quadeaii, ciascuno de’ quali’ moltiplicato per
quel nutnero, verisse o formare un prodotio uguale allo somma
di tre quadrati. Meditando , per soddisfare alla gentile inchicsta,
sul praposto Quesito, a poco a poco mi ringed diritrovare un me-
réralizzare il Problema , senza sestringerlo al
numero di tre soli quedentiy e questo & ¢iv che intendo presonte-
mente di esporre ne’ paragrali susseguonti .

Prima di tntto mi eonvien provare che tutti i numeri intie-
1 sono spezzabili o indue; 0 in tre,0in quattro quadrati, cosic-
clié se vogliamo anche computare. il quadrato del zero , si potra
dive, compresi gl istessi numeri che sonodi lor natora quadrati ,
chenon ¥ bia numers che non possa essere spezzato in quattre
quadrati . Cominceremo I Esame dai numeri dispayi , i qualis
tutti compresi dalla formola generale ap—1.Se in quests gencra-
le farmola & humero pari, non & possibile che i numeri in vssa
campresi possano spezzarsi in tre quadrati un de’quali sia dispari,
altri due pari, e cosk nemmeno in due quadrati I'on dispari,
¢ Paltro pari. In questa ipotesi fatton==am si cangerd Ia
formola it quest” altra, a*m — 14 @ fatto ap — 1 la radice del
quadrato dispari, ag, ar, quelle doi quadrati pari, se fosse pos-
sibile che a®m — 1 fosse nguale ai quadrati di quelle tre radici
wrebbesi 1 Equazione a'm — 1=a'p® — a%p -1 -+ 4¢* + 47

Tomo XIL Pp av-
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oviero slm—a #%, il che non pud esse-
re, perché abbiam un sol termine moltiplicato per 2, mentre gli
altri sono moltiplicati per il suo quadrato. Quindi affinche possa
cid verif i'fa d’nopo chc sia nuumero dispari, che cspumcae-
MO CON 27z == I 5 € CANGEL llora la formola an — 1 in quest®
altra a’m — 3, la guale nelia snpp
drati ¢i ]Jre&!}llh. T Equazione 'z
asia 2'mms’za ' —alp-t-a"a'r s clie non porta ad aleun
assurdo , Stendiamo o dalla anzidetta for-
mola originati col dare al simbolo 7 i valori successivi dei nn-
meri naturali . Fattom =1,8i ha § —3=1r;s¢ m=2a, nasce
8 — 3 =5, e andando avanti risulta la serie aritmetica
. Poiché nella serie de’ numeri
& coll” agginnta anché del qua-
tre ‘quadrati, equivalenti a cias-
due
pari . Per ognuno dei suddetti numeri, metto qui sotto la serie di
tale :Pez:-:u.ma

1.0.2.9.9. 1. 9. g.35. cc

o.d.d 4. 4. £.16.16. 4.

c.0 f.0.4.16. 0. 4. 4

Si prod: ur oltre la serie quanto piaccia e no
¢ non ammetta una simile speazat
un qualche numero potendo essere in diverse
 tre quadrati, sempre un dessi sard dispari; e
on nasca dubbio, che la stessa formola 2¥m —3
ano essere spezzati in tre quadrati dispari,
duce ailo stesso assurdo, nelle conse-
Je ad un aggrepato di nue
supposte le radici de’ quadrati dis-
i3ap — 1,99 — 1,3r — 1 ,potrebh’ essere a'm—3=2'p*
— alp - 1 - ag"—alg + 1 + a'rt —2'r 4 1, ovvero colla
traslazione delle tre unitd, a’m — 6 =1"p* —a'p +-2%* — 2’y
= 2’7 — a%r; il che & impossibile, perché 6 & 1" unico numero
pari-dispari che abbiamo in quest’ Equazione s

o ec.
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Poich un numero dispari pué anche ammettere la spezzas
tura in tre quadioti dispari, conviene dar la formola generale
che abbraccia tutti questi numeri. Questa formola & 8'u—>5, dal-
fa quale nasce col dare a ni valori di 1.2.3.4.5.6 ec. la seguente
serie 3.11.19.27.35.43,51.50.67.75.83 ec. cui conisponde Ia se~
guente de” tre quadrati dispari

1.9.9.25 .25 .25.25.25.49.25.49. ec.

1 Lt L 590 §-255:850 925 a5
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avvertendo qui pare che potendosi aloun di questi numeri spez-
zave in tre goadrati diversi dei notati , saran sempre dispari i tre
Buoyi quadrati ;

Poiche la formola dei numeri che si spezzano in tre quadra-
ti dispari é 8'n — 5, e aggiungo a questa formola il quadrato 4
¢ consegnentemente faccio la medesima agginnta & ciascumo ter-
no:dei quadati snddetti, Ja formola si cangia in 2% — 1, la sex
de’ nuniexi compresi da questa formola, comingiando dal min
0 By 15.25.31.30.47.55.63.71.79 - By ceis 6 tutl
questi numeri non pussano essere spezzati che in gquattre quadra-
ti; tre dispari e nn pari elie.é sempre il 43 ed ecco quisottoposta
la serie delle spezzature

£:9.g.25.25.25.25.25.49.25. 49.ec.

Lo 02Q. 1.9: 9. 28254 0:25. 25,
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Mi.piace ancora di dimostrare cid che superiormente ho det-
0, mon potersi spezzare in meno. di quattro quadsati i numeri
compresi dalla formola a%a. — 1., Perché essendo sempre 2lp—1
numero dispari & chiayo non poter essere i tre quadiati che o un
dispari, ¢ due pati ;o tre dispari. D Gi primo caso ayendosi I'uni-
14 nell’ ultimo termine del dispari ; e riuscendo tutti gl altri ter-
mini dell’ omogeneo di comparazione, moltiplicati per quattro,
trasportata fa suddetta unitd nel primo membro, diventa esso
2% n—2a un numerg pari-dispari, che non pud mai essere ugnale 5
2 un‘aggregato di nomeri pari-pari. Nel secondo caso, pum-hbc
Ppa vas
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valere questa Equazione 2¥n — 1=2%p* —a’p 41
2l 142ttt —alrba, clie. nascerebhs
(pr=ptgi—g+ri—r), osia dividéndo I Equ quats
trojan — 1 =pt—p 4g' —g4 r* — 7. Ma p* — p non pud
essere che un nwmero pari, e pari egnalmente i nomeri ¢* — g
r*— r, mentre an — t & Necesaariamente un NHWEro dispari .
Dunque nen pud verificarsi clre i numeri della formolas a?n — 1
siano spe

Le tre s lle tre formole de’ numeri dispari
pra esposti si dispongano nella manie; nente
19 oap 35 43
21 25 a9 33 37 41 45

T 39
A aqueste treserie si comingid;
primo termine della prima , si salga al primo della seconda, si vi-
torni al secondo della prima; e si discenda sin al primo della ter-
za, coll’ istess’ ordine prendendo il terzo della primaj il secondo
della seconda il quarto della prima; e il secondo della terza , &
cosi di mane in mano andando avanti nei quattro numeri suce
viene serie; 1.3.5.7.0011.93.15
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aulta I séricya . 6.10.04. 18 .22 .20 ec, , fuor di questi
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nella quale ripeteremo la. consucta riflessione fatta altre volte,
che molti numeri dell’anzidetta serieammetteranno diverse spez-
zatuve , ma sempre colla legge di due quadrati dispari, € un pa-
1L, compreso qualche volta il zera.

Restano da considerarsi i nnmeri pari-pari, i quali di
mo in due classi. Nella prima porreme quelliche son divisi
per quattro, lasciando per quoziente un numero dispari, nella
seconda ; quei che possano essere divisi per 8 ove m sia qua-
lungque numerd/iiitero. Quei della prima classesi vede evidente-
¢ che possano essere spezzabili-al piit in quattro quadiati .
Impesciccché essendo un numero dispaxi il quoziente di tai nu-
meri dope la divisione per quattro, ed avendo noi fatto vedere
che tutti i numeri dispari sono al pitt spezzabili in quatiro qua~
drati, poiche il moltiplicator quattro di questi quadrati; & esso
pure un quadrate, risulteran yuadrati anche i prodotti del quat-
tro, in ciascun dei suddetti quadrati , ende non-potri dubitarsi
¢hé noammetiano tai numeri, pari-pari , ls accennata spezaes
tura , che sard al pitu di guattro quadrati pari.

Quest” istessi numeri, iquali dopola divisione per quatiro ,
Tasciano un quoziente che & numere dispari; possono anche tutti
essere spezzuti in quattro quadrati dispari, non ammettendo- al~
cun assardo P Equazione afn — o* =2'p* — 2'p+ 1 “a'g®
—afg 412’ — a1+ aMt = 2% - 1, mella quale
come & chiaro il primo membro ¢ la formola comprendente tutti
i numeri pari-pari chie vascono dal prodotio per quativo di tutti
i pumeri digpari. Nelk Equazione superiore trasportate le quatiro
unitideb secoudo al primo membro , visulta 23z —2* =a’p'—a’p
o afpt— oty ol —ar 4 2’ — a¥f ovvero, an—at =p"
—p+ @ — g+ —r4 4 —¢. che non portaad alenn as-
sirdo, perche i termini nel secondo membro forman tre coppie
necessariamente pari . La sevie de’numeri pari che appartengotio
alla formola 2% — 2* & la scguente 5 4.12.20.28.30.44.52.00.68

€C. ,
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quadrato’, anche quelli della formola 4* 7. (2%—1) potranno es-
sere spezzati in tre quadrati. Masem & numero pari, il molti-
plicatore '+ & un quadrato ¢ 2'p—3 abbracela i numeri che
vogliono la speazativa di quatiro quadiati; a tale spezzatura sa-
yan pur sogaetti, quei della formola o' (adp—1). Altri quattro
quadrati pure degl’ istessi numeri si possonfe avere , cangiando
prima In formala equivalentemente cost 2”.4.5%a—r, ove Tnu=
meri 4.a%2 1 divisi per guattro, lasciano un numero dispari di
quoziente , e perd divisibile , ix quattro quadrati dispari ,
onde ciascun d” essi moltiplicato, per 2* che & pur quadrato, ci
risulteranno altri quadrati diversi dai precedenti- Con una sol
formola percio noi potremo raccogliere tutti quet numeri, i gua~
Ii né son quadrati . néspezzabili, o in due, o in tre quadrati, e
non ricevono chie la spezzatura di quattro, Questa & la formola
ol s nella quale se .= si ha laserie dei numeri diss
pari n15.a3. ec., e se m & qualunquealtro numero, iquattre
quadrati che risultane; sono. i quattro pari mpra mentovati
Tutti gli altri numeri che si sottraggono da quest’ultima formo-
la, 0 sont quadrati, o ammettony la spezstura di due odi tre
guadrati »

Suppongasi per esempio che un Generale avendo nella sua
armata 41500 soldati, gli fosse opportuna, di dividerla in tre
Battaglioni o falangi quadrate, e chiedesse ai snoi Il'lbegnen le
éwersx: maniere d: attencrle, per Jsceghcmqud[a che fosse pitnal
caso per le sue viste tari. L ingegnere interragato,, prima di
tutto divide quante volte pud il numero per quattro, e peril
presente trova che basta una sola divisione e ne trae il guo~
ziente 10575, Avanti di rintracciare questi quadrati cercase
il quesito & possibile, e sottomette il quoziente alla formola che
esige i quattro quadrati, Per tal modo instituisce I Eqme
2ln—1 = 10375 ovvero a’n = 10376, Ma pni:hé 10376, &
sibile per otto, cade questo numero sotto la necessaria spezea-
tora dei quattro quadrati, e non pndpercid il proposto nume-
1o/ de’ soldati essere diviso in tre battaglioni quady

Un altro Generale che ha $5c00 nomini sotto i} suo coman-

do
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Bon v’ essere aleun numero, che non essendo di per se quadrato
Non possa spezzarsi o in due, o in tre, 0 in guattro quadati,
non sira molto difficile Ia soluzione di questo problema.

Dato qualunque numero, ritrovare un quadiato , che molti-
plicato per quel numero faccia un prodotto uguale a qual si vo-
glia numero di quadrati . La soluzione di questo. problema non &
serpre possibile, e farem vedere quali sono le condizioni del da-
to numera, che ne rendono possibile la soluzione .

Alla soluzione di questo problema generale ci faranns strada
i problemi subalterni, e pit eemplici, il primo de’ quali & il se-
guente : dato un numero,; trovare un quadrato, che moltiplicato
per quel numero, formiun prodotto eguale a due quadrati . Cer-
chieremo innanzi a tutto quale condizione & necessaric che si ve-
rifichi in tal prodotto, affinché rendasi possibile il problemna. Sup-
ponga, con tutta la generalitd, espresse cosi le radici de”due ri-
cercati quadrati; la prima, mp + ng; e la seconda mg—np; nelle
quali dando gli oppoertuni valori, ai quatiro simholi m,n.p.q5 po-
tud sempre avere due qualunque numeni intieri . un maggiore , e
P altro minove, essendo wnche intieri i simboli componenti le
suddette formole. Considerate queste come radici dei due gua-
drati, ugnalia un datonumero. lasomma di questi due quadra-
ti ei da il risultato m?:? ,il quale mostra la forma che
deveavere questo numero aflinché sia possibile la sua spezzatura
in due quadrati . Deve percit tal numero, essere divisibile in
due fattori ciasoun de’ quali possa essere speszato in due quadra-
ti'. Ma sicoome anche il zero pud entrare nel numero di- questi
quadrati, fatto per esempio ¢ = o, il risultato si cangia in
Tt che da effettivamenté due quadrati. Laonde per il pri-
mo problema proposto, di trovare , datonn numero, un quadra-
to che moltiplicato per il numero equivalga alla somma di due
quadrati, potendo rappresentare con p* + ¢* il quadrato richie-
sto, © con m* -+ n* il dato numero, si rende necessario fuor del
caso di ¢ = o, che il quadrato che si cerca possa essere spezzabi-
le in due quadrati, e cosi fuor del caso di n= 0 & pur ngeessario
che anghe il numero proposto possa spezzarsi in dae quadra

Tomo XII. Qq La
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La consegnenza di questo discorso & che trovandosi nella serie dei
quadrati alouni di essi spezzabili in due quadrati, e molti altri
non spezzabili « per esempio g’ r* y ayremo bensi
i'due quadrati ricercati dal problema, sostitnendo invece dei tre
p* -+ 4t = r* Punicoquadrato a cui essi sono uguali; ma non po-
tremo aver nuove coppie di quadrati, ove si voglia fare entrare
in essi i simholi g gy r. Al contrario poi se il quadrato ricer-
cato pud essere spezzabile in altri due come p'— g% non solo ab-
biamo i dne quadrati dell’ egnaglianza; quando si sostituisce in
vece di p* -+ ¢* il quadrato unico che loro & uguale , ma ci nasco=
no altri quadrati, che traggono la loro origine da p e da g, che son
le radici dei primi . Poiché m* -+ n® vien da noi considerato co-
me il dato numero , si fa evidente , che se questo non fosse spez-
zabile'che in tre quadrati, e n 1 due, il problema sarebbe im=
ssibile. Egli & dunque necessario per questo nostro problema
che il dato numero o sia quadrato; o spezzabile in due quadiati
Sard quiche volta facile il conoscere a un tratto che il dato. nu=
mero é divisibile per 3, o per 7 0 per 11, che sisanon esser nu-
meri spezzabili in due quadrati, onde in tal casose il numero®
di molte figure, sinm liberati dalla pena del fastidioso metodo
di cercare i quadrati prossimi, e possiam decidere sul momento
T impossibilita del problema »

Cid premesso il problema de’ due quadrati, chiamato Kil nu-
mere dato, si presenta algebraicamente con questa forma ,
Kut =p* + ¢* nella quale sono incogniti i simbolis s gy 73 &
perche K deve ammettere la sua spezzatura in due quadiati ,
chiameremo questi due quadrati noti, a*, &, e sard cangiata la
formola in quest’altra @*n' + ¥*a* = p* -+ 4" che disporremo
pure in quest’ altro modo, @’ n' =— G=p =, L artifizio
semplice di cui mi valgo, per la soluzione di questo problema ,
insieme con altri che verranno consecutivamente, consiste nel ri=
durre a rettangoli i binom] che sono in ambi i membri, intro-
ducendo de’ nuovi simboli arbitrarj per la riduzione di tali mem-

bri ad eguali rettangoli. Esprimiamo pertanto il primo membro
a'n®
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it — gt i quest s maniers equivaleite (5 ) EErTE

ed espresso similmente I altro membro cnn(";;ﬁ-"')j]:—fbﬁ >siha

1" Equazione (“—"é:? \gan—+ gy = {"jﬁ) Jp—Jbn , nella quale

considerate come basi dei due rettangoli le espressioni #=7

— b . ¥ 4 Arf VI
y e come Iati le rimanenti, si deyono institnire-due altre

equazioni, la prima éhe nasce dal fare nguali le basi, Ia secon-
da dal fare i lati nguali. Col mezzo della prima troviamo

P =f——”+!:”_ﬁ’ s che fa essere il Jato fp - ffn = it :—""E"
& facendo questo lato nguale a quello del rettangolo, nel secondo
membro ci si presenta I' equazione fﬂ‘ﬁg"’—”-‘ﬂ = gan +gg

ossia fan afgbn— fq = g'an - g'q che portando i termini
del ¢ da una parte e quelli dell’ # dall® altra diventa (Pa+afgh
— gra)n=(g"+ ). Basendo questa equazione di per s inde-
terminata, per ragion delle due variabili 1, ¢, sarebbo in arbi-
trio del geometra, il dare a uno di questi simbali quel valore che
pin piacesse , rimanendo anche arbitrarj gli altri simboli £, g+
Con civayrebbersi, generalmente parlando, dei quadrati fraziona-
1j, che scioglierebbero il problemas masiceomie noi ci proponia-
mo dei numeri intexi, li avremo sempre se faremo g ugnale al
coefficiente di #. e n nguale al cocfliciente di ¢ purché ad
a,f,g, non sidian che valori di numeri interi. Per tal
modo ci visulta n = f*a-gt, g=["a+afgh—gla = (f* —g)a
~-2fgé, e sostitnendo questi valori nel valore di p nasce
p={g—f)b+ afga.Rifletteremo qui, cheil primo mem-
bro dell’ equazione Kn* =p*~-¢*, dopo il trovato valore di n,
diventando equivalentemente (@'~ &%) . (f-+g')"s abbiamo infi-
nite coppic di quadrati, se diamo ai simboli £ g, qualunque
walore di numero intero, e oltre questi anche gli altri infiniti
Qo qua-
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quadrati, che vengono formati, colle radici espresse dai valori
di p. g sopra trovati; e oltreceid , dal calcolo che abbiamo fatto

4, che peravere questi ultimi infiniti quadrati, la radic
e alla somma di due quadrati

zzatura che quella di tre quadrati come se
il Problemariesce impossibile . e che &neces
se quadrato, o alm
posizione che K
r b=0, ed esse si ca
¢=(f* — &) a5 dove fatto anche =
i trovano in quasi tutti i lib
, sulla proprieti che devono avere tre numeri, affi
adrato d’ un d’ essi nguagli quello degli altri due, pro=
prieti , che nella linea , appartiene al triangolo rettangolo .
serie de” problemi simili al prece=

quadrato , come a*, potremo nelle nostre for-

anno nelle seguenti n=f'-+g*,
£ risultano

ne a

L’ ordine natarale nell
dente , ci porta alla proposizione di quest’ altro; Dato un nume-
10, trovare un quadrato, che moltiplicato per quel numero sia
uguale a tre quadrati ; il qual problema algebraicamente presen-
tato, ‘somministra 1" Exuazione K n'=p* - g* - ; essendo K
il dato numero . Ora o esso numero K & pavi-pari, o pari-dispa=
xi, o dispari. Se ¢ i-pari, qualungue sia il quadrato moltipli-
catore , non potrd il prodotte essere uguale , che a tre quadrati
pari § in conseguenza , potran sempre dividersi i termini dell?
Equazione per quatiro, e questa divisione andra tante volte re-
pli 0 per 416,64, ec. sian
par ith, 0a un ulti-
mo quoziente pari-dispari, 0 a un ultimo quoziente dispari . Cosi
il quadrato moltiplicator di K , non put essere che un numero
pari-pari , o un dispari ; e nel caso del pari-pari , torna in cams
o lo stesso discorso, che non pud essere il mentovato prodotto
s non che uguale a tre quadrati pari. Dal che risulta, che il
nostro problema si riduce a uno di questi due ; dato un numero
K pari-dispari , trovare un quadrato dispari che moltiplicato per
ess0 numero , dia wn prodotto ugnale a tre quadrati; o sia a
quest’

+

ata, quante voltei quozienti di K div:

ari ; finalmente ci ridurreme per nece
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quest’ altro; dato-un numero dispari; trovare un quadrato dispa-
11, che moltiplicato per tal numero dia un prodotto ngnale a tre
quadrati . Considero quest’ ultimo caso, e miaccingo a dimo-
strare che se il datonumero K non & s &in doe, né
in tre quadrati , ma soltanto in quattro . il problema ¢ impossi-
bile . Abbiamo sopra fatto vedere che fuor dei numeri compre-
s sotto la formola 23—, i quali soli nen'son spezzabili ne in
due , né in tre quadrati; tutti glialtri dispari lo sono ; ecco per-
tanto , la dimostrazione della impossibilita del problema; wel ea-
so che K sia un di quei numeri . compresi dalla formola 2’n—1,
La espressione algebraica del problema & Kn'=p*-+¢* -+ e poi-
che , si K che n essendo numeri dispari, i quadrati g, % r* non
possono essere, che'o tre dispari, o un dispaii, e due pai fatto
Genemlmenm K = als—r1 , n=am—r, p=2i—1, g=3—1I,
r=ay —1, 'Equazione diviene: 2fmls—oims-+2ds—aim’+a*m—1i
=2t —a't 1 it —atu1 2’y —aly 4 1 5 e portate e tre
unitd di questo nell’ altro membro nasce a'm's--alms-t-ais—
ot +a’m —4 = 4 —4t - dut—du--4y*—4y e divisa ' Equa-
zione per quattro, a¥mls — alms 4 a.s— mt +m—1 =
#— ¢t +u' —u+y —y; mail primo membro & necessari
mente un numero dispari , perché i tre termini primi son molti=
plicati per 2, i due avanti I'ultimo sono necessariamente un nu-
mera pari, anche quando m &i supponga dispari . e I ultimo ciod
I’ unita & un dispari, mentre nell’ altro membro ogni coppia
#—t, w’—n . y*—y non pud essere che un numero pari . Duns
que & impossibile . che il suddetto sia uguale a tre quadrati dis-
pari. Non pud nemmen essere ugnale a un quadrato dispari , &
due pari 3 imperciocche, fatto p= 21— peril dispari, e g=au,
r=ay per i due pari, I’ Equazione diventa 2%m’s—aims+ali—
olm’ +atm—1=4" —4t4 1+ fe’+dy* . e trasferita I unitd di
quest’ ultimo, membro nel primo, abbiamo 2¥m’s — alms+-a’s
— a'm* +a'm —a =4 - 44+ 4ut -+ 4y*, ove si vede che
il primo membro & necessariamente un numero pari-dispari
mentre I'altro & un numero pati-pati; € con cid resta univers

: sal-

abile ir
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salmente dimostrata la impossibilitd del problema , quando K sia
un numero compreso dalla formola alr—1 .

Il caso del dato numero X pari-dispari, vien compreso nel
problema di un numero K spezzabile , o in due , 0 in tre quadra-
ti, perché tutti i numeri. pari-dispari , ammettono questa spez-
zatura , come abhiamo altrove veduto.

Dopo aver dimostrato essere impossibile la soluzione del
problema espresso colla formola Kn*=p*—+ ¢°+1, ove K no
zato che in quattro quadrati, come av:
tutti i nomeri compr

possa essere spe ne a
nella formola 27 (3'n—3) , porre-
ite formola il rende possibile ,
(@B +.c)ut = pi-b-g* -+t Lasciands la differenza di due qus
drati nel primo membro, e collocate le renze di alizi
dne quadrati nel secondo , segnendo un ox perle t
slazioni di tai quadrati, a (I\u:ll() da noi praticato nel pnw:mlcnm
problema, daremo alla formola questo nuovo petto 3 a'nt — r*
*—b'n* +-p*—c'nt 5 o ridotte queste differenze a rettangoli
(ani—=1)(an-tr) = (g bm) (q-+bn) -+ (p—cn)lpren) 3 § quai ret-
tangoli , all’ introduzione dei simboli arbitrarj , equivalgono ai
=0 (gt fom ) + (gp + gen).
Qui pure, come nell’ altro pmhh.ma » prese per hasi le parti fra-
zionarie di questi rettangoli , lo faremo tra loro uguali, con-
frontando I una e I altra base del secondo membro , coll’ unica
base del primo . Con ¢id , principiando

mo in genemle la segu

seguenti

confronto colla prima

base del secondo membro, abbiam I Equazione &2 — 2=T3

Fi 3
g i % 2

onde nasce g =/ L o oolly sostituzione del valore di g

nell espressione del Tato corispondente alla base assunta nel

secondo membro, ci rmu![af’-#fbnfw (1%) . Il con«

fronto della rimanente hase eolla prima, ci da x|uv«1 altra Equa-

gione , £=1

s onde si trae p=

s € coll’ uso

di fal valore nella formola gp-gen 5 ci nasce il lato del secondo
ret-




D5 Guanrnancesco MaLeaits . Su1
rettangolo uguale uz""-ﬁkﬂ (2°) . Ora perché valga I'Eqna-

zione che fa essere un rettangolo ugnale alla somma di due, poi-
<he in tntti essi le basi sano uguali, fa d* uopo che la somma
dei lati dei due rettangoli del secondo membro , sia uguale all’
unico lato, del rettangolo del primo; unite pertanto le due espres-
sioni (1%), (2%), risulta la puova equazione flan —fr 4 affibn
Hg'an—gir vaghen=— h*an+k*r ovvero (f*~+g*—h')an -+ afkbn
+ aghen = (4" g*-+1%)r . Non cercando noi per il nostro proble-
ma che i numeri interi, faremo nguale a n, il coefficiente di r,
ed uguale a ril coefficiente di 7 e con cid avremo n=>b'-+ g*-+ h%;
r={f+g"+k') a+2fhb +aghc; ¢ finalmente colle sostituzio-
ni di tai valori in quellidi g, e di p sard g =(—f* +g*+ B')b+afha
—afges p =(f"—g' +74%) c+agha—ofih . Se K non fosse spea-
zabile che in duequadrati , basta far zero an dei tre simboli ,
a, by ¢, ¢ abbiamo i vulori modificati a questa ipotesi . Se il nu-
merd dato K oltie essere spezzabile o in due o in tre quadrati &
auch’ esso quadrato , si potranno annullar due quadrati della ge-
nerale espressione, come 4%, ¢*, e le formole soffiiranno quel can-
giamento che spetta a tale ipotesi. Finalmente, se si vuol sciol~
1o il problema , trovare un quadrato uguale a tre quadrati; fatto
&, cuguale a zero, e a=1, avremo r=f~ g'+A'; p=2gh. g=afh
r=f*4gi—k* ;e dati ai simboli /', g, / , tutti i valovi intexi pos-
sibili , dei numeri naturali , avremo infiniti quadrati #* che sa-
ranno uguali a tre quadrati .

La soluzione di gtiesto problema, dandoci n=f*-+ g*-+ £*, in-
chiude la condizione , che la radice n del quadrato cercato debba
essereugnale’a tre numeri quadrati 3 il che potrebbe far credere ,
che fosse impossibile la sua soluzione in tutti quei quadrati »* che
hauno perradice un numero non spezzabile che in quattro qua-
driti , mentre qualungue sia il quadrato »*, nato da tali numeri,
sempre il problema é solubile . Imperciocche tutti 1 numeri non
spezzabili che in quattro quadrati restando compresi nella for-

mola 2V (2*a— 1), ommettendo il quadrato moltiplicatore
; o
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» e considerando solo i dispari espressi'da 2’2—1 , prendia-
mo il doppio di questi numeri, che ci viene somministrato dalla
formola a'n—a., la quale come si & notato superiormente, non
contiene che numeri spezzabili in tre quadati, due dispari , &
remo ai tre simboli arbitrar] f. g . & del no-
tre quadrati i valori di due quadrati dispari e
un pari, spezzeremo il quadrato del doppio del numere che non
puo essere spezzatoche in quattro quadrati in tre soli quadiati, e
tutti pari . Dunque divisi per quattro tutti guesti quadrati, avre-
mo anchie i tre quadrati uguali al quadratoe , la coi radiee non si
tro quadrati . Per esempio nella formola gene-
tre quadrati, futto f=3, g==a, he=1 , diventa n—=14 ,
che & il doppio del numero 7 non spezzabile che in quatiro qua-
drati . Sostituiti questi valori nelle nostre formole , abbiame
n=14, p=0c+4a—120; g=—4b+ ba—I1ac; r=i2a-+0b-+-4c;s 0
prese le metd di tutte queste radic c+aa—bb;
=—ab+3a—6c; r=6a+3b+ac; e conseguentemente sard
(a® + &*¢7) 49 ugnale ai tre quadrati che na
P 573 ¢ lostesso avverri se in generale due dei nume-
Fg+ 4 disparis & 1 altro pari; prendendo questi numeri dispari
nelle radici di quei quadrati nei quali si spezzano i numeri della
formola 2%2—3 , € lo stesso dicendo della radice corrispondente
del quadrato pari . Tre classi pertanto di quadrati abbiamo che
ci danno sciolto il problema dei tre quadrati. La prima yen-
de possibile I soluzione qualunque sia il quadsato #*, perché
&b n*—-c*a’ costituiscono tre quadrati, e per questa non
pud essere zero aleun dei simboli @, &, vien
data dalle nostre formole , per tutti quei quadiati 2* la cui radi-
ce n & spezzabile in tre quadrati potendo essere nguale a zero . o
uno,, o anche due dei simbolie, 4, ¢ . La terza classe poi, pur
data dalle nostre formvle, & quella di quei tre quadrati pari che
risultand uguali (a*+5*4-c*)a® 5 i quali divisi per quattro fanno
essere la radice n spezzabile solamente in quatiro quadrati.
Poiche &i ¢ stabilito che qualunque numero intiero & spez
za~

spezza che in g

rale d

aAvIemo n=1,

cono dai valeri di

la seconda
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zabile al pitin quattroquadrati , qualungue sia il numero dato
K non vi sari alcun caso in cui si renda impossibile la soluzio-
ne di questo problema : Dato un numero K , trovare un quadra-
1o che moltiplicato per quel numero 4 faccia un:prodotto uguale
a quattro quadrati, L’ espressione analitica generale di questo
problema & la seguente; (a*-82 + =) n* = pqir+t,
nellaquale;o.uno, o due, o tre di quei quattro quadrati“dati ,
posson essere ugnali a zeros  Richiamando alla mente, lo stesso
artifizio da noi adoperato. ne superiori problemi, trasformere-
mo, colla introdilzione dei simboli arbitrarj, la nostra Equazione

cost 3 =0 Gian i) = "jﬂ (fr+fbn) + (-":g'—"' (2q + gon) —+

=43 (1 idn). Le parti- frazionarie i questi prodotti siano

le basi nguali dei quattre rettangoli , e le parti intere i lova la-
ti . Ciascuna base del secondo membro si faccia uguale alla ba-

i i . . O =5
se del primo; e ci nascono le Equazioni r = L,Jl‘f_j_f_ﬁ \

g =i, g, banhdidn g qui nasee il lato’ appar=

tenente al primo rettangolo del secondo membio uguale a
fran—fPitafin, §) lato appartenente a quello che gli tien dietro
uguale £M=5EN ¢ i terzo lato del terzo rettangolo nguale

an—htrpalidn i i i
Ranhirabidn 2in B dovendo essere la somma di questi tro lati,

uguale al lato del rettangolo del primo membro ian +if , abbi
mo I Equazione (f* - g* 4= h* o )an -+ 2in(fb -+ go -+ hd) =
(f*+-g' A" +i*)t. Quindi fatto il cocfficiente di ¢+ ugnale ad n, o
il coefficiente di n ugnale a ¢, abbinmo 1= §* gt A
=g At it a b ai( fb-+ge—hd) ; e colla sostituzione di tai
valori in quello, dei rimanenti simboli r, g5 p, si ottiene
PR R - Y aflia—go—hd)y g=(f 4Rt it— g)o +
2glia—fh—rd) s p = (Fs-g*+ b+ 2k - b o) -

Se il numero dato K é solospezzabile in tre quadrati , ba-

Tomo XII. Rr ste-
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sterd annullare uno dei simboli @, b.¢,d, nelle nostre for-
mole 5 due se K non & spezzabile che in due quadrati, ¢ final-
mente tre se esso & un quadrato . Supposti pertanto &, ¢,d,
nguali a zero , e ¢==1 , resta sciolto il problema di trovare un.
quadrato uguale a quattro quadrati; e diventa n=/*-g'+
Boyit yp=ahi; g=agisr =afis t=+g*+I—i" .

Venendo in questo problema il simbolo n, espresso con
quattro quadrati, non =i dee credere, che i quadrati i quali han-
no la radice componibile, o con due , o con tre soli quadrati,
non possano mai rappresentave il nostro simbolo 2 , e rendano,
in conseguenza , quei numeri fuori delle nostre formole, perchs
tra i valori arbitrarj che dar si potranno ai quattro simboli
£ @5 ks iy visaran sempre quelli che costituiscono il doppio del
valore di n, che supponesi non spezzabile in quattro quadrati ,
In tal maniera, con tale determinazione di valori si avranno
ttio quadrati pari uguali al quadrato del doppio di quella ra-
dice, e consegnentemente divisi tutti questi quadrati per quat-
tro, si avranno anche i guattro quadrati che corrispondono &
quello di 7 non speazabile, che in due, o in tre quadrati, e gual-
che volta quando il permettano i valori, e il numero de’ noti
simboli a, b, ¢, d> coll’ annullamento di aleuno dei simboli arbi-
trarj f; 5. b 0y 51 potranno presentare i quattre quadsati , nox
ostante che la radice n non accetti la spezzatura di quattro qua-
drati .

Posto che le nostre formole per i quattro guadrati sono slate
disposte in modo , da rendere con poca riflessione conoscibile la
legge , che dee valere per gli ulteriori problemi , simili ai pre~
quali si domandassero prodoui di quadrati in dato
numero ugnali a cinque , sei, o qualungue numero di quadrati
credo opportuna di notar qui le superiori formole per idue ei
tre quadiati , con un ordine analoge a quello, che per i quattio
abbiam sepra osservato .

Per il problema dei due quadrati espresso coll” equazione ;
(&80 = p g% si & troyato; n=+ g s q=() =g’ )a+afubs
p=g— Vo afia -

O

cedenti n
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Ordinate in simil maniera le formole-del problema dei tre
quadrati yabbiamo nsfi-tgh-+-h' r=(f'4-g'—h Jaral{fb-tgc)s
o= (g —f)oaflhamge)s p= (' —g Je-raglha—fl) -

B¢ si considera I andamento delle formole , per i nostri tre
problemi si vede che il valore di z & sempre uguale alla somma
del numero de’ quadiati propesti dal problera . Rapporte agli
altri simboli convien distinguere , dagli altsi , quello- che nnica-
mente si trasporta dal secondo membro al primo dell’ Equazione,
che per noi & sempre 'ultimo nell’ ordine alfabetico n, py g 15 &
ec. 1l valore di quest’ ultimo trasportato ha per primo termine il
numero stesso dei quadrati che ha ny ma rendendosi negativo il
quadrato del simbolo arbitrario , chie compete alla hase del ret-
tangolo unico che & nel primo wembro dell Equazione, ¢ questo
aggregato di quadiati resta moltiplicato in @3 onde per il pro-
Llema dei due quadrati ; essendo g ultimo simbolo cni compe-
te il simbola arbitrario g, sard il primo termine del valore di g4
(f*—¢g’)a - Per il problema dei tre quadrati , ' ultimo simbolo in
ordine essendo 7, oui compete 1 arbitrario , sard il primo ter-
mine del valore di 7 uguale (f*+g'=-#')a; e per Paltro dei quat-
tro quadrati dove ¢ é Iultimo termine eui spetia Farbitrario si
bolo i 5 sark questo primo termine del valore di ¢ ugnale,

‘gt P)a . 1 secondo termine poi del valore dell’ unico
trasportato nel primo membro & sempre uguale al doppio: del
suo simbolo arbitrario, corrispondente,, moltiplicato neila som-
ma dei prodotti del penultimo nel suo simbolo , dell’antipenul-
timo nel suo fno-al totale essurimento dei simboli che sono el
secondomembro. 1l perché nel problema dei due quadsati 5 il
sccondo termine del valore di gsard ag. fb . /In quello dei tre
quadrati , il secondo termine del valore di rsard ah{fb-+-ge) s e in
quello dei quattro quadrati , il secondo termine del valore di 2
sard ai(fb-+-ge+-hd) .

Passando ora al valore di quei simboli, che non sona stati
traspostati nel primo membro; caminciando dal penultimo. il suo
valore surd sewpre composto di due termini , il primo de’ quali
sari I aggregato dei quadrati aiquali & ngualés , colla, differen-

Rr a za',
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2a; che sia negativo, il quadrato del sitabolo competenté, a que-
sto penaltimo termine, ehe & sempre f* moltiplicandosi poi ques
stopgeregato in &3 il secondo termine poi di questo simbolo pes
nultimo, sard il prodotto di of; nella diffcrenza del prodotio di
« nel snosimbolo competente; e la sommaldei prodotti di &, ¢, ec:
nei loro simboli corrispondentii, escluso sempre il pradotto £ .
Cosi il valore dellantipenultimo; cui compete ¢ e il simbolo g,
avrd per primo’termine I aggregato dei quadrati suddetti, dove
sard g* negativo,, colla moltiplicazione di questo aggregato per ¢;
& per secondo termine o g moltiplicato nella differenza del pro-
dotto di: a'nell’ ultimo simbolo ad esso competente, e della som-
ma degli alti prodotti consimili. esclusa il prodotto ge . i gsser=
vi poi la stessa legge nei seguenti valori delle vadici dei quadrati
cereati, e sari data per ciasoun d’essi-la conveniente espressiones.
Non saidl pertanto difficile, al caso che si proponga, dato un
numero, trovare un quadrato che moltiplicato per quel numero
sia uguale a cinque quadrati, perché la legge sopra mentovais
non ciabbandona qualungue sia il numero dei quadrati cerea
Risolvendo con tutta la generaliti questo problema , ¢ fatto
K nguale a cingue quadrati dati , ayiemo Ia seguente Equazions
(@0 e )ni=p g+ £+, e i simbali arbig
vj essendo £ g fu is L, mssegneremio quest’ ultimo simbolo 7
all* ultimo si

s

ubolo u/, che resta trasportato nel primo membro ,

mantenendo , gl istessi simboli: f2 g, /iy agli: alteiy byc, d e

competenti , come porta I’ ordine osservato , nei precedenti pro-

blemi . Per tal modo, I analogia, che ci somministrane le espres-

sioni ‘dei problemi superiori, ciserve di gnida, per presentars

con giustezza i valori de’ simboli per questo nuovo problema

de’ cinque quadrati » Sard dunque

A= g R P B u= (o I P Ja 2l (fo-+ge
~-hd-ie) ;

t={g -l i L —f? )b - affla —gomhid—ie) ;

r=(F'+ Wi P g o -+ ag(laimfb—hd—ie)

Q= 4g* + 048 =1 ) 4= abfla—fb+ge —ie) 3

P(frg bt ite 4 aifla—fb—go—hd) «

Que-
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Questo problema dei cingue quadrati ¢i somministra mag-
gior numero di soluzioni dei precedenti, p rche, sehbene qua-
lunque numero pud spezzarsi , compresi i zéro , in quattro gua-
drati, non tutti si spezzano in quattro quadrati effettivi e non
molti di quelli, chesi possono spezzare in quattro, non am-
mettono la spezzatura in cinque quadrati . La prima
pertanto delle soluzioni, ¢i vien data da quei numeri K che
sono ugnali a cinque quadrati , e qualungque sia il quadrate
n* 1 sciolto il problema. La seconda classe ¢ ioni
si ha dalle nostre formole quando il numero K s
cinque quadrati, ¢ poi i spezzabili in cinque
quadrati possono ricev tura in quattro; coll®
annullamento di uno di quei einque quadiati, e colla equivalen-
za del numero dei quattro s quello dei cinque, si otterrd una
nuova classe di solu se il valore dei cinque fosse
uguale al valore di tre o di due, per tutti questi casi . le formole
umendo quelle modificazioni che loro competono, in grazia di
tali ipatesi, ci daranuoaltre serie di soluzione -

11 valore di n ei viene presentato dalle nostre: formole , con
cingue quadrati; ma siccome, non v’ & numero che non possa es-
sere presentato con numera di quadrati minore , cos non potrd
nascer dubbio . sulla verita delle formole , e sulla possibilita del
problema dei cinque quadrati , quando a_f, g,/ 7 ec. si diano
quei valori arbitrarj che pill piace , e che non diminuiscono il
numero dei quadrati ricercati .

E-sendo lucida la legee colla quale procedono le nostre for-
mole sard in mano di qualnnque algebrista , I assegnare quelle
che appartengono ai problemi dei sei , sette . ec. quadrati; onde
potrem concludere , che da noi sia stato seiolto il problema ge-
nerale, posto sino al principio ; Date un numero , trovare nn
quadrato , che moltiplicato per quel mamero, siaugnale alla som-
ma di qualsivoglia numero di quadrati,

3t

heé , molti num

o anche la spe:

oni . e cos
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