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Théorème de Liouville et propriété
de la moyenne biharmonique restreinte sur la droite réelle (**)

RÉSUMÉ. — On montre que, sous certaines conditions, si une fonction localement intégrable
bornée vérifie la propriété de la moyenne biharmonique restreinte dans R , alors elle est
constante.

Teorema di Liouville e proprietà della media biarmonica ristretta sulla retta reale

SUNTO. — Si dimostra che, sotto certe condizioni, se una funzione localmente integrabile li-
mitata verifica la proprietà della media biarmonica ristretta su R, allora essa è costante.

1. - INTRODUCTION

Il est bien connu que toute fonction biharmonique f dans Rn, i.e. solution de l’é-
quation aux dérivées partielles D 2 u40, vérifie la formule de la moyenne biharmoni-
que sur toute boule B4B(x , r) de centre x et de rayon rD0:

f (x) 4
1

NBN
�

B

fdl2
r 2

2(n12)
Df (x),

où NBN est le volume de la boule B et l est la mesure de Lebesgue sur Rn. Cette formu-
le, qui se trouve dans [7], est due à Pizzetti.

(*) Indirizzo dell’Autore: B.P. 726, Salé-Tabriquet, Salé, Marocco; e-mail: elkadiriHfsr.ac.ma
(**) Memoria presentata il 10 novembre 2003 da Giorgio Letta, uno dei XL.
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Lorsque f est bornée, soit

sup
x�R n

Nf (x)N4ME1Q ,

on a

sup
x�R n

NDf (x)NG
4(n12)

r 2
M .

En faisant rKQ , on obtient Dff0, de sorte que f est une fonction harmonique bor-
née, donc constante d’après le théorème classique de Liouville. C’est la propriété de
Liouville pour les fonctions biharmoniques.

Soient n un entier F3 et r : RnKR1 vérifiant 0 E r(x) GVxV1M0 , nF3, où M0

est une constante, et soit f une fonction measurable au sens de Lebesgue bornée sur Rn

dont le Laplacien au sens des distributions est une fonction et qui vérifie la
formule

f (x) 4
1

NB(x)N
�

B(x)

fdl2
r(x)2

2(n12)
Df (x)

pour tout x�Rn , où B(x) 4B(x , r(x) ), (on dit alors que f vérifie la propriété de la mo-
yenne biharmonique restreinte). Dans [3], nous avons montré que si f est continue ou
si r est minorée sur tout compact de Rn par une constante D0, alors f est constante,
étendant ainsi aux fonctions possédant la propriété de la moyenne biharmonique re-
streinte un résultat de Hansen et Nadirashvili [5] sur les fonctions qui possédent la
propriété de la moyenne harmonique restreinte. Notre but dans ce travail est de traiter
le cas n41. La méthode consiste, comme dans [1], [2] et [3], à utiliser des mesures de
représentation des fonctions harmoniques en liaison avec la formule de la moyenne
pour les fonctions biharmonques, et appliquer ensuite les résultats de [6].

Par un calcul classique facile, on montre que toute fonction biharmonique f dans
un intervalle I de R est une fonction de la forme

f (x) 4ax 31bx 21cx1d , (x� I ,

et que la formule de la moyenne biharmonqiue s’écrit

f (x) 4
1

2 r
�

x2 r

x1 r

f (t) dt2
r 2

6
f 9 (x)

pour tout x� I et tout rD0 tel que ]x2 r , x1 r[% I .
Le mot fonction signifiera toujours, sauf mention du contraire, fonction à valeurs

dans R . Tous les résultats de ce travail s’étendent aux fonctions polyharmoniques
d’ordre D2. Nous n’avons considéré que le cas des fonctions biharmoniques pour des
raisons de simplicité.
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2. - THÉORÈME DE LIOUVILLE ET PROPRIÉTÉ DE LA MOYENNE HARMONIQUE RESTREINTE

SUR LA DROITE

Rappelons d’abord les résultats de [6] qui seront utiles pour la suite.
Soit r une fonction strictement positive sur R telle que rGV QV1M où M est une

constante D0. Pour tout x�R soit m x une mesure de probabilité de barycentre x sur
l’intervalle ouvert I(x) 4 I(x , r(x) ) de centre x et de rayon r(x), dont le support est un
voisinage de x . On dit qu’une fonction positive f sur R est r-surmediane (resp. r-mé-
diane) si

m*x ( f ) G f (x) (resp . m*x ( f ) 4 f (x) )

pour tout x�R.

PROPOSITION: ([6]) Toute fonction s.c.i. r-surmédiane fF0 sur R est constante.

La démonstration de ce résultat dans [6] est donnée dans le cas où m x est restric-
tion de la mesure de Lebesgue à l’intervalle I(x) 4]x2 r(x), x1 r(x)[ normalisée. Cet-
te démonstration s’étend comme le remarquent les auteurs de [6] aux mesures m x ci-
tées ci-dessus. Si pour tout x�R la mesure m x est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue, on a les

COROLLAIRE 1: ([6]) Soit fF0 une fonction r-surmédiane sur R et supposons que r
est bornée inférieurement par une constante D0. Alors f4 inf f (R) l-p.p.

COROLLAIRE 2: ([6]) Soit f une fonction F0 r-surmédiane sur R. Supposons que f
est s.c.i. ou que r est bornée sur tout compact par une constante D0. Alors f est (l-p.p.
égale à une) constante.

3. - THÉORÈME DE LIOUVILLE ET PROPRIÉTÉ DE LA MOYENNE BIHARMONIQUE RESTREINTE

SUR LA DROITE

Pour tout intervalle ouvert I4]a , b[ borné de R, on note GI le noyau de
Green de I normalisé de sorte que, pour tout z� I ,

¯ 2 GI

¯y 2
(. , z) 42e z ,
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où e z est la mesure de Dirac au point z . Un calcul simple donne

GI (y , z) 4

.
`
/
`
´

b2z

b2a
(y2a)

z2a

b2a
(b2y)

si yGz

si zGy

pour tous y , z�]a , b[.
Soient x�R et I un intervalle ouvert borné de R de centre x , posons, pour tout

y�R ,

wI (x , y) 4GJ (x , y)2
1

NIN
�
I

GJ (y , z) dl(z),

où J est un intervalle ouvert de centre x contenant y et I.
Il n’est pas difficile de voir que la fonction wI vérifie les propriétés suivantes:

1. wI (x , y) ne dépend pas de l’intervalle ouvert J contenant y et I.
2. wI (x , y) 40 si y� I et

wI (x , y) 4GI (x , y)2
1

NIN
�
I

GI (y , z) dl(z),

pour tout y� I .
3. La fonction wI (x , . ) est invariante par symétrie par rapport à x.
4. On a

6

r 2
�wI (x , y) dl(y) 41,

où r est le rayon de I. Cette égalité est une conséquence immédiate de la formule de la
moyenne biharmonique sur I appliquée à la fonction s

J
GJ (. , z) dz , biharmonique dans

R0 J , où J est un intervalle ouvert de centre x tel que I% J .
Il résulte de ce qui précède que, pour tout x�R et tout rD0, la mesure m r

x sur R

de densité
6

r 2
wI(x , r) (x , . ) par rapport à la mesure de Lebesgue est une mesure de pro-

babilité portée par I(x , r) et invariante par rotations autour de x , où I(x , r) est l’inter-
valle ouvert de centre x et de rayon r . On en déduit que

1. Pour toute fonction affine f sur un intervalle ouvert I et tous x� I et rD0 tels
que ]x2 r , x1 r[% I , on a,

� f (y) dm r
x (y) 4 f (x).(1)

Autrement dit m r
x est de barycentre x.
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2. Pour toute fonction concave fF0 sur un intervalle ouvert I et tous x� I et rD0
tels que ]x2 r , x1 r[% I , on a

� f (y) dm r
x (y) G f (x).(2)

Réciproquement, toute fonction f vérifiant (1) (resp. (2)) pour tous x� I et rD0
tels que ]x2 r , x1 r[% I est affine (resp. concave).

LEMME 3.1: Soit f une fonction bornée de classe C2 dans R telle que f 9 est constante,
alors f est constante.

DÉMONSTRATION: Quitte à remplacer f par 2f on peut supposer que f 9 est une con-
stante cG0, de sorte que f est alors une fonction concave bornée sur R, donc
constante.

Pour tout x�R , on note m x la mesure m x
r(x). Pour tout intervalle ouvert borné J de

R, on note VJ le noyau sur J défini par

VJ (g)(x) 4�
J

GJ (x , y) g(y) dl(y)

pour toute fonction mesurable bornée sur J et tout x� J . Alors la dérivée seconde au
sens des distributions de VJ (g) est égale à 2g . Soit f est une fonction mesurable au
sens de Lebesgue, bornée et dont la dérivée seconde f 9 au sens des distributions est
une fonction mesurable bornée, alors, d’après ce qu’on vient de voir, la fonction f1
1VJ ( f 9 ) est l-p.p. égale à une fonction affine sur J . Supposons que f vérifie la propriété
de la moyenne biharmonique restreinte. Pour tout x�R , choisissons J tel que I(x) % J .
En appliquant la formule de la moyenne à cette fonction sur I(x), on obtient

f 9 (x) 4� f 9 dm x ,

autrement dit, f 9 est m-médiane.
Maintenant nous pouvons démontrer le

THÉORÈME 3.2: Soit r une fonction réelle sur R, telle que 0 E r(x) GVxV1M0 , où
M0 est une constante D0, et soit f une fonction bornée mesurable au sens de Lebesgue
et dont la dérivée seconde au sens des distributions est une fonction bornée telle
que

f (x) 4
1

NI(x)N
�

I(x)

fdl2
r(x)2

6
f 9 (x),(3)

pour tout x�R . Si f 9 est continue ou si r est bornée inférieurement sur tout compact par
une constante D0, alors f est l-p.p. égale à une constante.
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DÉMONSTRATION: La formule (3) vérifiée par f entraine que f 9 est m-médiane d’a-
près ce qui a été dit plus haut. On en déduit que f 9 est l-p.p. constante d’après le co-
rollaire 2 de la proposition 2.1. Donc f est constante d’après le lemme 3.1.

REMARQUE: 1. Si f continue et si les conditions du théorème sont satisfaites, alors f
est partout égale à une constante.

2. Nous ignorons si, dans l’énoncé précédent, on peut se passer de l’hypothèse
que f 9 est bornée.
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