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RESUME. — Nous nous proposons de définir la notion de fonction finement plurisoushar-
monique dans un ouvert plurifin de C n et d’en étudier quelques propriétés. Nous discutons
aussi quelques liens de cette notion avec la connexité locale de la topologie plurifine.

Funzioni finemente plurisubarmoniche e topologia plurifine

SUNTO. — Si propone una definizione del concetto di funzione finemente plurisubarmonica
in un insieme aperto plurifine di C n e se ne studiano alcune proprietà. Si analizzano anche i rap-
porti tra questo concetto e la connessione locale della topologia plurifine.

1. - INTRODUCTION

La topologie fine sur Rn a été introduite en théorie classique du Potentiel par H.
Cartan en 1940. Elle est définie comme étant la moins fine des topologies rendant con-
tinues les fonctions surharmoniques dans Rn. Cette topologie a été ensuite étendue au
cadre des diverses théories axiomatiques du Potentiel et à celui de la théorie du Poten-
tiel d’un processus de Markov.

La théorie du balayage des mesures en théorie classique ou axiomatique du Poten-
tiel a permis à Fuglede de développer et étudier dans [4] une théorie des fonctions fi-
nement harmoniques dans un ouvert fin (i.e., ouvert au sens de la topologie fine), gé-
néralisant la notion classique de fonction harmonique dans un ouvert ordinaire.

En théorie pluripotentielle sur Cn , on définit la topologie plurifine comme étant la
moins fine des topologies rendant continues les fonctions plurisouharmoniques. Elle a
été introduite par Bedford et Taylor dans [1] pour étudier un certain nombre de pro-
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priétés des fonctions plurisousharmoniques et de l’opérateur de Monge-Ampère. Cet-
te topologie n’est pas encore très bien étudiée et beaucoup de problèmes la concer-
nant demeurent encore ouverts. Par exemple, on ne sait pas si elle est localement con-
nexe lorsque nF2 ( si n41, la topologie plurifine coïncide avec la topologie fine
usuelle de C et, de ce fait, elle est donc localement connexe).

Dans le présent travail nous nous proposons de définir la notion de fonction fine-
ment plurisousharmonique dans un ouvert plurifin de Cn et d’en étudier quelques
propriétés. Comme application de cette notion, nous en discutons quelques liens avec
la connexité locale de la topologie plurifine.

Dans tout ce travail le mot fonction signifiera toujours fonction à valeurs dans R.
Etant donné un ensemble ouvert V de Cn , on note PSH(V) le cône des fonctions plu-
risousharmoniques, psh en abrégé, dans V. On notera A, A f et A

A respectivement les
adhérences de A%Cn en topologie usuelle, en topologie fine de Cn4R 2n et en topolo-
gie plurifine de Cn. On écrira pf-lim et pf-lim sup (resp. f-lim et f-lim sup) pour dési-
gner la limite et la limite supérieure en topologie plurifine (resp. en topologie fine de
Cn4R 2n). On dira qu’une fonction est pf-s.c.s. ou pf-continue (resp. f-s.c.s. ou f-con-
tinue) si elle est s.c.s. ou continue en topologie plurifine (resp. fine). On utilisera éga-
lement le mot fin ou plurifin (finemement ou plurifinement) pour distinguer les no-
tions relatives à la topologie fine ou plurifine de Cn de celles de la topologie usuelle de
Cn. Les autres notations et définitions non précisées seront toujours à entendre com-
me dans les travaux de Bedford-Taylor et Fuglede cités dans la bibliographie.

2. - FONCTIONS SÉPARÉMENT FINEMENT SURHARMONIQUES

Soit U un ouvert fin de R d. On rappelle qu’une fonction f : UKRN ]1Q( est
finement surharmonique dans U si

i) f est finie sur un ensemble finement dense dans U ,

ii) f est finement s.c.i. dans U ,

iii) pour tout x�U , et tout ouvert fin V , relativement compact en topologie
i n i t i a l e , t e l q u e l ’ o n a i t V %U, f e s t b o r n é e i n f é r i e u r e m e n t s u r V e t v é r i f i e
l’inégalité

� f (y) de x
CV (y) G f (x),

où e x
CV est la mesure balayée sur CV de la mesure de Dirac au point x.

Une fonction f définie sur un ouvert fin U est dite finement sousharmonique dans
U si 2f est finement surharmonique dans U; elle est dite finement harmonique dans U
si f et 2f sont finement surharmoniques dans U.

Soient n1 , R , nk des entiers naturels F1, kF2, et V un Rn1
3R3Rnk

-ouvert de
Rn11R1nk , où Rj est la topologie fine de R j. On dit qu’une fonction f sur V est séparé-
ment finement surharmonique dans V si, pour tout k-uple (x1 , R , xk ) �V , avec
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xi�Rni , les fonctions f (Q , x2 , R , xk ), R , f (x1 , R , xk21 , Q) sont respectivement fine-
ment surharmoniques dans les ouvert fins ]z�Rn1 : (z , x2 , R , xk ) �V(, R ,
]z�Rnk : (x1 , R , xk21 , z) �V(.

THÉORÈME 2.1 ([3], Cor. 1 du Th. 4.5 ): Soient n1 , R , nk des entiers naturels F1,
kF2. Toute fonction séparément finement surharmonique Rn1

3R3Rnk
-localement

bornée inférieurement dans un Rn1
3R3Rnk

-ouvert U de Rn11R1nk est finement su-
rharmonique dans U.

3. - TOPOLOGIES FINES SUR Cn

Soit n un entier F1. On définit sur Cn trois topologies fines:

– La topologie produit Rn , où R est la topologie fine de C .

– La topologie plurifine de Cn , notée Rpsh et définie comme étant la moins fine
des topologies rendant continues les fonctions plurisousharmoniques sur Cn (voir [1]).

– La topologie fine de Cn identifié à l’espace R 2n , notée Rf . Elle est définie
comme étant la moins fine des topologies rendant continues les fonctions sousharmo-
niques sur Cn.

Les topologies Rn et Rf sont suffisamment étudiées. La topologie Rpsh a été intro-
duite en analyse complexe par analogie avec la topologie fine sur R d par Bedford et
Taylor dans [1]. Cette topologie est plus fine que la topologie usuelle (euclidienne) de
Cn, et tout point de Cn admet un système fondamental de voisinages plurifins compac-
ts pour la topologie euclidienne.

Comme la topologie fine de R d , dF2, la topologie plurifine n’est pas métrisable,
et n’a pas la propriété de Lindelöf. Cependant, elle possède une propriété voisine, dite
quasi-Lindelöf, à savoir que toute famille ]Ui ; i� I( d’ouverts plurifins de Cn contient
une sous-famille dénombrable ]Uin ; n�N( telle que l’on ait

0
i� I

Ui4 0
n�N

Uin NP ,

où P est une partie pluripolaire de Cn (voir [1]).

DÉFINITION 3.1: On dit qu’une partie A de Cn est plurieffilée en un point z0�Cn si
z0� A ou si z0� A et il existe un voisinage ouvert V de z0 et une fonction psh u sur V tel-
le que l’on ait

lim sup
z�AOV , zKz0

u(z) Eu(z0 ).

Pour tout z�Cn , les voisinages plurifins de z sont exactement les parties de Cn

contenant z et de complémentaire pluriéffilé au point z.
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On appellera droite complexe de Cn tout ensemble de la forme a1Ct , où a�Cn

et t�Cn 0]0(. Une droite complexe a1Ct est naturellement munie d’une topologie
fine induite par celle de C. Cette topologie est indépendante du couple (a , t). On
l’appelera la topologie fine.

PROPOSITION 3.2: Soit U un ouvert plurifin de Cn. Alors la trace sur U de toute droi-
te complexe de Cn est un ouvert fin.

DÉMONSTRATION: Soit a�U et t�Cn 0]0(. Posons v4UO (a1Ct). Soit b�U ,
l’ensemble CU est plurieffilé au point b. Si b� CU, alors U est un voisinage (euclidien)
de b , donc v est un voisinage fin de b dans a1Ct. Si b� CU, il existe un voisinage ou-
vert V de b et une fonction psh u sur V telle que l’on ait

lim sup
z�CUOV , zKa

u(z) Eu(b).

Soit f la réstriction de u à l’ouvert VO (a1Ct). Alors f est sousharmonique dans
VO (a1Ct) et on a

f(b) 4u(b) D lim sup
z�CUOV , zKb

u(z) F lim sup
z�CUOVO (a1Ct), zKb

f(z).

Donc CUO (a1Ct) est effilé au point a. Il en résulte que v est un voisinage fin de b
dans a1Ct. Le point a étant arbitraire, on en déduit que v est un ouvert fin de
a1Ct.

On rappelle que tout point de Cn admet, pour chacune des topologies Rn , Rpsh et
Rf , un système fondamental de voisinages fins compacts en topologie euclidienne (voir
[1] et [4]).

Si n41, les trois topologies Rn , Rpsh et Rf sont identiques. Par contre, si nF2, on
a les inclusions strictes suivantes (voir [7]).

Rn%Rpsh%Rf .

Pour développer une analyse complexe fine dans Cn , il semble que les deux pre-
mières topologies ne sont pas satisfaisantes. En effet, la première topologie présente
l’inconvénient de dépendre de façon effective du système de coordonnées complexes,
et la topologie Rf n’est pas adaptée à la structure complexe de Cn. La topologie qui
semble naturelle pour une analyse complexe fine de plusieurs variables est la topolo-
gie Rpsh , car elle est biholomorphiquement invariante (voir [7]). Malheureusement elle
n’est pas encore très bien étudiée.

4. - FONCTIONS FINEMENT PLURISOUSHARMONIQUES DANS UN Rn-ouvert de Cn

DÉFINITION 4.1: Soit U un Rn-ouvert fin de Cn. On dit qu’une fonction f : UK

K [2Q , 1Q[ est finement plurisousharmonique, en abrégé fpsh , dans U si
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i) f est f-s.c.s. dans U.

ii) Pour tout a�U et tout t�Cn 0]0(, la restriction de f à UO (a1Ct) est fine-
ment sousharmonique.

On note FPSH(U) l’ensemble des fonctions fpsh dans U.

EXEMPLES: 1. Si U est un ouvert euclidien de Cn , il résulte des propriétés des fon-
ctions finement sousharmoniques que toute fonction psh dans U est fpsh dans U (voir
th. 4.3 ci dessous).

2. Soit f une fonction Rn-holomorphe dans un Rn-ouvert U de Cn (voir [7]). Alors
les fonctions NfN et lnNfN sont fpsh dans U.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition précédente et
des propriétés des fonctions finement sousharmoniques classiques:

1. La somme de deux fonctions fpsh est une fonction fpsh.
2. Le produit par un réel positif d’une fonction fpsh est une fonction fpsh.
3. L’enveloppe supérieure d’une famille finie de fonctions fpsh est une fonction

fpsh.
4. Les fonctions fpsh possèdent la propriété de faisceau (dite aussi locale):

– Si U1%U2 sont deux Rn-ouverts, alors la réstriction de toute fonction de
FPSH(U2 ) à U1 appartient à FPSH(U1 ).

– Si (Ui )i� I est une famille de Rn-ouverts, et si u est une fonction sur U4 0
i� I

Ui

dont la réstriction à chaque Ui appartient à FPSH(Ui ), alors u�FPSH(U).
Les trois premières propriétés expriment que l’ensemble FPSH(U) est un cône

convexe sup-stable.

THÉORÈME 4.2: Soit u une fonction fpsh dans un Rn-ouvert U de Cn. Alors u est fi-
nement sousharmonique dans U.

DÉMONSTRATION: Grâce au caractère local de la notion de fonction fpsh, on peut
supposer que U est de la forme U13R3Un , où U1 , R , Un sont des ouverts fins de
C. D’après la définition des fonction fpsh, la fonction u est séparément finement sou-
sharmonique Rn-localement bornée supérieurement; elle est donc finement soushar-
monique dans U d’après le théorème 2.1.

THÉORÈME 4.3: Soit u une fonction psh dans un ouvert V de Cn. Si u est Rn-s.c.s.,
alors elle est fpsh dans V.

DÉMONSTRATION: Comme u est psh dans V , sa réstriction à la trace sur V de toute
droite complexe est sousharmonique, donc finement sousharmonique. Comme u est
supposée Rn-s.c.s., on en déduit que u est fpsh dans V.

REMARQUE: Contrairement aux fonctions finement sousharmoniques de Fuglede,
une fonction fpsh n’est pas nécessairement Rn-continue. En effet, comme la topologie
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Rn est strictement moins fine que la topologie Rpsh , il existe des fonctions psh non Rn-
continues. De telles fonctions sont fpsh d’après le théorème précédent. Il serait donc
intéressant de savoir si toute fonction fpsh est pf-continue.

THÉORÈME 4.4: Soit u une fonction fpsh localement bornée supérieurement dans un
ouvert V de Cn. Alors u est psh dans V.

DÉMONSTRATION: La fonction u est séparément finement sousharmonique et locale-
ment bornée supérieurement; elle est donc finement sousharmonique dans V d’après
le théorème 2.1. On en déduit qu’elle est sousharmonique dans V d’après [4], th. 9.8,
et par suite elle est s.c.s. Pour tout a�V et tout t�Cn 0]0(, la restriction de u à l’ou-
vert VO (a1Ct) de a1Ct est finement sousharmonique localement bornée supé-
rieurement, donc sousharmonique dans VO (a1Ct) d’après [4], th. 9.8. Il en résulte
que u est psh dans V.

Pour toute fonction f sur un Rn-ouvert U , on note f * la régularisée Rn-s.c.s. de f.
C’est la plus petite majorante Rn-scs de f. On rappelle que f * est donnée par

f *(z) 4Rn2 lim sup
uKz

f (u), (z�U .

THÉORÈME 4.5: Soient U un Rn-ouvert de Cn et ]ua , a�A( une famille Rn-locale-
ment uniformément bornée supérieurement de fonctions fpsh dans U. La fonction

gsup
a

uah* est alors fpsh dans U et l’ensemble

mz�U : sup
a�A

ua (z) E gsup
a�A

uah*(z)n
est R 2n-polaire.

DÉMONSTRATION: D’après le théorème 4.2, (ua )a�A est une famille finement unifor-
mément localement bornée supérieurement de fonctions finement sousharmoniques

dans U. Par conséquent, la fonction v4 gsup
a�A

uah* est finement sousharmonique dans

U , donc finement continue et ne diffère de sup
a�A

ua que sur un ensemble R 2n-polaire. La

régularisée f-s.c.s. vH de la restriction de sup
a�A

ua à la trace sur U d’une droite complexe

H rencontrant U est finement sousharmonique, donc finement continue, et ne diffère
de sup

a�A
ua que sur un ensemble R 2-polaire. Comme les ensembles polaires de H sont

d’intérieur fin vide, on en déduit que la restriction de v à HOU coïncide avec vH. Il en
résulte donc que v est fpsh sur U.

QUESTION 4.6: L’ensemble U du théorème précédent est-il pluripolaire?
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5. - FONCTIONS FINEMENT PLURISOUSHARMONIQUES DANS UN Rpsh-ouvert

DÉFINITION 5.1: Soit U un Rpsh-ouvert de Cn. On dit qu’une fonction f : UK [2

2Q , 1Q[ est finement plurisousharmonique, en abrégé pfpsh, dans U si

i) f est pf-s.c.s. dans U.

ii) Pour tout a�U et tout t�Cn 0]0(, la restriction de u à UO (a1Ct) est fine-
ment sousharmonique.

On note PFPSH(U) l’ensemble des fonctions pfpsh dans U.
Comme pour les fonctions fpsh dans un Rn-ouvert, les propriétés suivantes des

fonctions pfpsh dans un Rpsh-ouvert U découlent immédiatement de la définition pré-
cédente et des propriétés des fonctions finement sous-harmoniques classiques:

1. La somme de deux fonctions pfpsh dans U est une fonction pfpsh dans U.
2. Le produit par un réel positif d’une fonction pfpsh dans U est une fonction

pfpsh dans U.
3. L’enveloppe supérieure d’une famille finie de fonctions pfpsh dans U est une

fonction pfpsh dans U.
4. Les fonctions pfpsh possèdent la propriété de faisceau (ou locale):

– Si U1%U2 sont deux Rpsh-ouverts, alors la restriction de toute fonction de
PFPSH(U2 ) à U1 appartient à PFPSH(U1 ).

– Si (Ui )i� I est une famille de Rpsh-ouvert et si u est fonction sur U40
i

Ui dont

la restriction à chaque Ui appartient à PFPSH(Ui ), alors u�PFPSH(U).

On déduit des propriétés 1, 2 et 3 que l’ensemble PFPSH(U) est un cône convexe
sup-stable.

THÉORÈME 5.2: Soit u une fonction psh dans un ouvert V de Cn. Alors u est pfpsh
dans V.

DÉMONSTRATION: En effet, u est pf-continue dans V. Comme u est psh dans V , sa
restriction à la trace d’une droite complexe sur V est sousharmonique, donc finement
sousharmonique. On en déduit que u est pfpsh dans V.

QUESTION 5.3: Soit U un ouvert plurifin de Cn , nF2, et soit u�PFPSH(U). Est-
ce que u est finement sousharmonique dans U?

Dans un Rn-ouvert la notion de fonctions fpsh coïncide avec celle de fonction
pfpsh:

THÉORÈME 5.4: Soit V un Rn-ouvert. Alors toute fonction fpsh dans V est pfpsh
dans V.
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DÉMONSTRATION: Le théorème résulte aussitôt des définitions des fonctions
fpsh et pfpsh et du fait que Rn%Rpsh.

THÉORÈME 5.5: Soit u une fonction pfpsh localement bornée supérieurement dans
un ouvert V de Cn. Alors u est psh dans V.

DÉMONSTRATION: La fonction u est séparément finement sousharmonique locale-
ment bornée supérieurement; elle est donc finement sousharmonique dans V en vertu
du théorème. 2.1, donc sous-harmonique dans V ([4], th. 9.8) et par suite elle est s.c.s
dans V. Par localisation, on peut supposer que u est bornée supérieurement. Pour
tout a�V et tout t�Cn 0]0(, la restriction de u à l’ouvert VO (a1Ct) est finement
sousharmonique et bornée supérieurement, donc sousharmonique dans VO (a1Ct)
d’après [4], th. 9.8. On en déduit que u est psh, donc sousharmonique dans V.

QUESTION 5.6: Soient U un Rn-ouvert de Cn et f une fonction pfpsh dans U. Est-ce
que f est fpsh dans U?

Il est clair que la réponse à cette question est positive si on impose à f d’être
Rn-s.c.s.

THÉORÈME 5.7: Soit (ua )a�A une famille filtrante décroissante de fonctions pfpsh
dans un Rpsh-ouvert U et telle que inf

a�A
ua (z) D2Q pour tout z�V. Alors inf

a�A
ua est

une fonction pfpsh dans U.

DÉMONSTRATION: Le théorème est une conséquence immédiate de la définition des
fonctions pfpsh et des propriétés des fonctions finement hyperharmoniques dans les
ouverts fins de C.

QUESTION 5.8: Soit (ua )a�A une famille uniformément localement bornée supé-
rieurement et soit v4 sup

a�A
ua . On note v * la régularisée pf-s.c.s. de v. Est-ce que v * est

pfpsh dans U?

QUESTION 5.9: Avec les notations de la question précédente, est-ce que l’ensemble
]vEv *( est pluripolaire?

6. - CONTINUITÉ DES FONCTIONS PFPSH PF-LOCALEMENT BORNÉES

Soient V un domaine borné de Cn et c�PSH(V)OL Q (V , loc). On pose alors,
pour toute partie F de V:

c F (z) 4 sup ]v(z) : v�PSH(V), vGc sur F(,

c F*(z) 4 lim sup
zKz

c F (z).

Rappelons le résultat suivant:
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PROPOSITION 6.1 ([3], Cor. 3.4): Soit O un Rpsh-ouvert %V. Alors on a
(dd c cV0O* )n40 sur O.

Dans la suite on prend pour c la fonction psh définie sur V par

c(z) 4Nz1N21R1NznN22R 2 ,

où R est une constante strictement positive, telle que V % ]z�Cn : NzNER(.
On a (dd c c)n4cn l , où l est la mesure de Lebesgue et cn est une constante stricte-

ment positive, ne dépendant que de n.
Pour toute partie A de V on note CA le complémentaire de A dans V , i.e. l’ensem-

ble V0A.

PROPOSITION 6.2: Pour tout ouvert plurifin O de V , l’ensemble A4

4 ]z�O : cEcCO* ( est un ouvert plurifin dense dans O.

DÉMONSTRATION: Il est clair que A est un ouvert plurifin. Si v est un ouvert plurifin
non vide contenu dans O0A , on a (dd c c)n (v) 4 (dd c cCO* )n (v). Or on a
(dd c c)n (v) D0 car la mesure de Lebesgue charge les ouverts plurifins non vides,
alors que (dd c cCO* )n (v) 40 d’après la proposition 6.1, ce qui est absurde.

QUESTION 6.3: A-t-on cEcCO* dans O pour tout ouvert plurifin O de V? De fa-
çon plus générale, peut-on définir au voisinage de chaque point z de Cn une fonction
psh finie continue c telle qu’il existe un système fondamental de voisinages plurifins
O de z vérifiant l’inégalité c(z) EcCO* (z)?

LEMME 6.4: Soient O et U deux ouverts plurifins tels que O
A

%U%V et u une fon-
ction pfpsh dans U telle que NuNG2c. Alors on a

cGuG2cCO*

dans U.

DÉMONSTRATION: Il n’y a que la deuxième inégalité à démontrer. Soit v une fon-
ction psh dans V telle que l’on ait vGc sur CO et soit z�O. Soit H une droite com-
plexe passant par z. On a alors uG2v sur COOUOH , donc uG2v sur UOH pui-
sque u est finement sousharmonique bornée dans UOH et 2v est finement hyperhar-
monique dans UOH. Comme z et v sont arbitraires, on en déduit que uG2cCO .
D’autre part, la restriction de u à UOH est finement continue, donc elle minore la ré-
gularisée finement s.c.i. de la restriction de la fonction 2cCO à HOU. Or, la restric-
tion à UOH de la fonction 2cCO* est finement hyperharmonique, donc finement con-
tinue et ne diffère de 2cCO que sur un ensemble polaire; elle est donc égale à la régu-
larisée finement s.c.i. de la restriction de la fonction 2cCO à HOU , de sorte que l’on
a uG2cCO* .

Nous pouvons maintenant démontrer le
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THÉORÈME 6.5: Soit U un ouvert plurifin de V. On suppose que pour tout point z0

de U , il existe un ouvert plurifin ouvert O tel que l’on ait,

z0�O% O
A

%U , c(z0 ) EcCO* (z0 ).

On peut alors construire un voisinage plurifin V de z0 , inclus dans U , de telle manière
que, pour toute fonction u pfpsh dans U , avec NuNG2c , il existe deux fonctions s et t
psh bornées dans V dont la différence coïncide avec u dans V.

DÉMONSTRATION: Cette démonstration nous a été inspirée par celle du th. 9.9 de
[4]. Soient u comme dans l’énoncé, O un ouvert plurifin tel que O

A
%U et z0�O tel que

c(z0 ) EcCO* (z0 ). D’après le lemme précédent, on a

cGuG2cCO*

dans U. Comme c(z0 ) EcCO* (z0 ), il existe aD0 tel que

ac(z0 )2acCO* (z0 ) Ec(z0 )12cCO* (z0 ).

L’ensemble V4 ]ac2acCO* Ec12cCO* ( (indépendant de u) est un ouvert pluri-
fin et on a z0�V% V

A
% O

A car cCO* 4c dans CO
A. Définissons maintenant la fonction v

sur V par

v(z) 4
.
/
´

max ]ac(z), u(z)1 (a12) cCO* (z)(

ac(z)

si z�U ,

si z�CO
A

.

La définition a bien un sens car UNCO
A

4V , et u1 (a12) cCO* Eac dans U0O
A

puisque cCO* 4c dans CO
A.

Il est clair que v est pfpsh dans U et dans CO
A, donc dans V. Comme u est bornée,

il résulte du théorème 5.5 que v est psh dans V. Or, dans V , on a v4u1 (a12) cCO* ,
soit u4v2 (a12) cCO* . Il n’y a plus qu’à prendre s4v et t4 (a12) cCO* .

COROLLAIRE 1: Soit U un ouvert plurifin de V. Alors, pour tout point z0�U tel qu’il
existe un ouvert plurifin ouvert O vérifiant z0�O% O

A
%U et c(z0 ) EcCO* (z0 ), il existe

un voisinage plurifin V de z0 , inclus dans U , tel que toute fonction u pfpsh bornée dans
U soit pf-continue dans V.

DÉMONSTRATION: D’après le théorème précédent, on peut trouver un voisinage plu-
rifin V de z0 , inclus dans U , tel que toute fonction u pfpsh dans U , avec NuNG2c ,
soit dans V la différence de deux fonctions psh bornées dans V , donc pf-continue
dans V. Si u est pfpsh bornée quelconque dans U , on peut trouver lD0 tel que
NluNG2c dans U , de sorte que lu est pf-continue dans V d’après ce qui précède,
donc u est pf-continue dans V.
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COROLLAIRE 2: Il existe un ouvert plurifin V , dense dans U , tel que la restriction
à V de toute fonction pfpsh dans U soit pf-continue.

DÉMONSTRATION: Le corollaire résulte aussitôt du corollaire précédent et de la pro-
position 6.2.

REMARQUE: Il résulte du corollaire 1 précédent que si la réponse à la question 6.3
est positive (concernant la fonction c ou toute autre fonction f psh continue dans V
et telle que la mesure (dd c f)n charge les ouverts plurifins non vides), alors toute fon-
ction pfpsh dans un ouvert plurifin U est pf-continue dans U. Ce résultat aurait pour
conséquence la connexité locale de la topologie plurifine:

PROPOSITION 6.6: Si la réponse à la question 6.3 est positive, alors tout point z de V
admet un système fondamental de voisinages pf-connexes.

DÉMONSTRATION: Soient U un ouvert plurifin borné de Cn et z�U. Notons B l’en-
semble des parties à la fois pf-ouvertes et pf-fermées de V contenant z. Pour tout élé-
ment W de B, la fonction indicatrice 1W de W est pfpsh dans U. Comme la famille
(1W )W� B est filtrante décroissante, la fonction u4 inf

W� B
1W est pfpsh bornée dans U en

vertu du th. 5.7. D’après l’hypothèse de la proposition, u est pf-continue dans U en
vertu du cor. 2 précédent; donc l’ensemble

]z�V : u(z) 41( 4 ]z�V : u(z) D0(

appartient à B. On en déduit que B admet un élément minimal W0 . Alors W0 est un
voisinage pf-connexe de z contenu dans V. La proposition est démontrée.

7. - QUELQUES QUESTIONS OUVERTES.

QUESTION 7.1: Soit U un ouvert plurifin de Cn , nF2, et soit u�PFPSH(U). Est-
ce que u est finement sousharmonique dans U?

DÉFINITION 7.2: Un ensemble A%Cn est dit finement pluripoloaire si, pour tout
élément z de A , il existe un voisinage plurifin U de z et une fonction u�PFPSH(U),
non identiquement égale à 2Q , telle que A% ]u42Q(.

Il est clair d’après le théorème 5.2 et la propriété locale des fonctions pfpsh qu’un
ensemble pluripolaire inclus dans U est finement pluripolaire.

QUESTION 7.3: Un ensemble finement pluripolaire est-il puripolaire?

QUESTION 7.4: On sait que dans un domaine ordinaire V de Cn une fonction
u est psh si et seulement si, pour tout C-isomorphisme T de Cn dans lui-même,
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la fonction u i T est sousharmonique dans T 21 (V). Ce résultat reste-t-il vrai
si V est un domaine plurifin U et u�PFPSH(U)?

QUESTION 7.5: Il est bien connu que toute fonction finement sousharmonique
dans un domaine fin de R d est finement continue. A-t-on un résultat analogue pour les
fonctions pfpsh; autrement dit, est-ce que toute fonction pfpsh dans un ouvert pluri-
fin est pf-continue?

QUESTION 7.6: Peut on définir l’opérateur de Monge-Ampère dans un domaine
plurifin et la capacité associée?

D’autres questions ouvertes existent encore, nous nous contentons de celles que
nous avons posées ci dessus.
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