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Propriété de moyenne restreinte associée
a un systeme d’E.D.P. (*¥)

AssTrACT. — In this paper, we study the restricted mean value property for solutions of a
some coupled partial differential equations. In particular, we obtain such property for bihar-
monic functions, i.e: A2¢ =0, and functions satisfying 4% ¢ = g.

Proprieta della media ristretta associata a un sistema di E.D.P.
Sunto. — Si studia la proprieta della media ristretta per le soluzioni di un certo sistema di

equazioni alle derivate parziali. Se ne deduce, in particolare, la proprieta della media ristretta
per le funzioni biarmoniche e per le soluzioni dell’equazione A2 ¢ = g.

1. - INTRODUCTION

Soit X, un domaine non vide borné de R?, =1, et r une fonction réelle stricte-
ment positive sur X, telle que:

Bl(xg, 7(x0)) = {yeRY, |lxo — yl| < (x0)} € Xy, pour tout xyeX,.

Une fonction numérique mesurable f sur X, est dite »-médiane si 4, ., (f) =/f(x),
pour tout xeX,. Ou A est la mesure de Lebesgue sur R? et A, , =
= (A(B(x, #(x)))) ™", X Bex. s~ A Sifest une fonction harmonique sur Xy, alors fest 7-
médiane. Divers auteurs se sont interessés a la question inverse: Si f est »-médiane, sous
quelles conditions, f est harmonique?. En effet, Volterra[23] et Kellogg [19] ont mon-
tré que si f est une fonction continue sur la fermeture X, de X, et »-médiane, alors f est
harmonique. Ackoglu et Sharpe [2] ont montré que si f est une fonction bornée et r-

(*) Indirizzo degli Autori: Université Ibn Tofail, Faculté des Sciences. B.P: 133-Kénitra-
Maroc.
(**) Memoria presentata I’11 novembre 2003 da Marco Biroli, uno dei XL.
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médiane sur le disque unité de R?, alors f est harmonique. Dans le cas o1 £ est une fon-
ction positive, Veech [21,22], Baxter [3] et Cornea-Vesely [10] ont montré, par diffé-
rentes méthodes et sous des conditions sur X;,, que si 7 est une fonction réelle positive
sur X, telle qu’il existe un nombre reél € > 0 et une fonction ¢ Lipshitzienne, 0 <o <
< dist (., 8X,), vérifiant:

e.osr<(l—-e.o

alors toute fonction positive 7-médiane sur X, est harmonique. Dans [13], Hansen et
Nadirashvili ont montré que si une fonction f est »-médiane bornée par une fonction
harmonique » = 1 telle que f est continue ou la fonction 7 est localement bornée loin
de zéro, alors f est harmonique. Pour une bibliographie plus compléte, on peut voir
[11] et [20].

Dans la premiére partie de ce travail, nous étudions la propriété de moyenne re-
streinte pour les solutions dun systéme d’équations aux dérivées partielles du

type:

Liu=—-v.v,

LzU: —u.v,,

o v;; =1, 2, sont deux mesures de Kato globales sur X (i.e, la fonction G’ =

= [ GL(.,9) dv,(y);i=1, 2, est une fonction continue bornée sur Xy) et L;i=1, 2,
0%,

sont deux opérateurs différentiels elliptiques du second ordre admettant des noyaux
de Green G, et pour lesquels toute boule Bc Bc X, est L-réguliere. On suppose
que:

IGE e G e < 1

En particulier, nous étudions la propriété de moyenne restreinte pour les fonctions ¢
telles que 4% ¢ = 0, dites biharmoniques, et pour les solutions de I'équation A2 ¢ = ¢.
Pour la simplicité des calculs, nous considérons seulement les systémes du type:

Au= —v.v,
8)

Av=—u.v,.

Nous nous intéressons a ce probleme sur un domaine borné. Soit X = X; U X, ou X, =
=Xy x {/};7=1, 2. On se donne deux applications 7;; /= 1, 2, qui a chaque x, € X,
associe (x,, 7), et r une fonction strictement positive définie sur X telle que
B(xy, (%, 7)) € Xy, pour tout x, € X,. Pour une fonction f mesurable définie sur X,
nous définissons la moyenne restreinte i, ) = (Uy, s, 15 Uy ), 2) sur X; U X, par la

relation suivante:
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St x=(xy, 1),
r(x)

_ fydleB(%,S)(foz'l)(xO) ds +
0

M, #x), I(fo ll) = r(x)

r(x)

d
J sdﬁlKgﬁxO,S)(fo ) (%) ds.

(x)?

Si x=(x, 2),
(x)

( )d J'Xd_lHB(XO’S)(fOZ'Z)(Xo) ds +
"x

0

;ux, r(x), Z(fo ZZ) =

(x)

d
[ 54 K o (Fo i) ds.

(x)?

Avec Hp, ) est le noyau harmonique classique associé a la boule B(xy, s) dans X, et

Ko 0@ = | Guols9) ) dv,(y),

Bl(xg, )

ot Gpy,, 5 est la fonction de Green associée a I'opérateur de Laplace 4 sur la boule
Bl(x,, s).

Nous définissons une fonction r-bimédiane sur X, comme une fonction mesurable
vérifiant:

Uy 0(f) =F(x), pour tout xeX.

Nous montrons que, pour une fonction f h-bornée et pour une fonction r localement
bornée loin de zéro, si f est -bimédiane alors f est harmonique par rapport a la struc-
ture harmonique donnée par les noyaux (Sy)yeq (voir paragraphe 2). Dans le cas ou
v, =A% v, =0, nous montrons que, si f est une fonction localement A-intégrable et 7-
bimédiane sur X telle que la fonction ( fo7,) est harmonique sur X, au sens classique,
alors il existe une constante c telle que

Alxg, "(xg, 1), foiy) — (foi))(xg) = er?(xg, 1)(foiy)(xp),

ot A(xy, r(xy, 1), foz;) est la moyenne de fo7; sur la boule B(x,, (x,, 1)) et x,€ X,.
Notons qu’une telle formule s’obtienne aussi en utilisant le développement d’Almansi
(voir [1] et [4]).

Dans la deuxiéme partie, nous étudions la propriété de moyenne restreinte sur un
domaine de Green X, non nécéssairement borné, pour des fonctions r-bimédianes po-
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.. . .. N K .. .
sitives en utilisant les noyaux matriciels du type R associés au systéme (S).
2

Ou

7(x)

= d J’XdilHB(x,x)g(x) df>

et Ryg(x) = y J’sd_lKg(;,x)g(x) ds; i=1,2,
rx)?

pour toute fonction g mesurable positive sur X et pour tout x € X. Notons que dans le
cas harmonique, Cornea-Vesely [10] ont fait une étude analogue en considérant seule-

ment le noyau N.

2. - PROPRIETE DE MOYENNE RESTREINTE SUR UN DOMAINE BORNE

On désigne par X, un domaine borné de R?, = 1. Pour j=1, 2, on note X =
=X, X {/} et X = X; U X;. On se donne une application 7 qui a chaque (xy, /), xo € Xo,
associe x et les applications 7; qui a chaque x, € X, associe (xq, 7); /=1, 2. U, dési-
gne l’ensemble de toutes les boules ouvertes B(x,, ), xoeX,, >0, telles que
Bl(xy, ) € X,. On note par U;, 'image de U, par 7;;7/=1, 2 et U = U, UU,. Soient v,
et v, deux mesures de Kato globales sur X, i.e., la fonction Gy/ =Xf Gx, (., y) v;(dy);

0
7=1, 2, est une fonction réelle continue et bornée sur X, ou Gy, est la fonction de
Green associée au laplacien sur X,. On suppose de plus que

G - [Gx3lle < 1.

DreriNitioN 2.1: Soit f une fonction mesurable sur X.
Pour Ue U, on définit le noyau Sy par

Suf:= (Hyuy)(foiy)) oo+ (Kyy (foiy)) om.

Pour Ue U,, on définit le noyau Sy par
Sufi= (Hayu)(foi)) om+ (Ksiy) (foiy)) o

Avec H_y est le noyau de Poisson associé a s(U) et

Ky e= fGnm)(.,y)- gy) dv,(y); i=1,2,
U)

(
ou ge B(X) et G,y est la fonction de Green associée a 7w(U) relativement a 'opéra-
teur 4. Soit (X, H) la structure harmonique associée a (Sy)ycq (voir [7], [12]).

Lemme 2.1: 87 f est une fonction positive et harmonique par rapport i (Sy)ueu,

alors Kxi(foiy) est fini; i, ke {1,2}, i#k
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Preuve: Soit (B,), une suite de boules ouvertes croissantes telles que X, =
— UB,.
Comme £ est harmonique par rapport a (Sy)yeq, alors, si on pose B, = B(x,,, 7,) et

W

. =1;(B,), avec x,e X, et 7,>0;7=1,2, on a

Sw, f=1.
D’ou, pour 7, ke {1,2}, j# £,
f=Haw, )(foi)) om+ (Kyly, ,(foiy))
Par suite
foi;=Hg (foi) + KB”;(fo 7).
Puisque /=0, alors
Ky/(foz) <foi;, pour tout nelN.
D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a Ky/(fo7,) < foi,.

Comme f est harmonique alors fo7; est finie et donc Ky/(fo47) est fini.

ProrosiTioN 2.1: Soit f une fonction localement M-intégrable sur X telle que
K;}G( foi), jZ k, est fini. Alors Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) Pour tout Ue U, Syf=F,.

(2) Les fonctions (foi, — Ky2(foiy)) et (foi,—Kx!(foi,)) sont harmoniques au
sens classique.

Preuve: (1) = (2): Soit £ une fonction localement A-intégrable sur X telle que,
pour tout Ue U, Syf=/. Soient y" € X, et e > 0. Considérons W;=7(B(y ', &)) € U;
7=1,2. Pour j, ke {1, 2},7#k,0n a

(f04)(2) = Hyw, (foi)(2) + Ky, (fo7)(z), pour tout zeX,.
Donc
(foi)(z) = Hpyr, o) (foi)(2) + Kgly o (foip)(z
Il en résulte que la fonction g:= (foz;— Kp(, (foiy)) est harmonlque sur la boule

B(y’, &) pour tout y' € X, et £¢>0 tel que B(y', &) cX,. Comme Ky(,: ,(foi,) =
=Ky (fod,) — Hp, o (Kx)(fod)), alors foz;— Ky/(fod,) =g —Hp, (Kg(foi))
sur B(y', ¢). Et par suite (foz;—Ky/(fo7,)) est une fonction harmonique sur X,.
(2) = (1): Soit maintenant f une fonction localement A-intégrable sur X, telle
que les fonctions ( foz, — Ky?(fo1;)) et (foiy — Ky!(fo1,)) sont harmoniques sur X.
Soient x' € X, et € >0 tels que B(x', &) c X, et soient 7, ke {1, 2}, j # k. Puisque
(foi;—Kx/(fo4)) est harmonique sur X,, on a, pour tout z € X,

Hpyr o (foi;— Kl (foi))(2) = (foi,— Ky (foi))(z)
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Comme

Kglor o (foip)z) = K/ (fo)(2) = Hyr o Kyl (fo2)(2).
Alors

foi;(z) = Hppr o) (foi)(2) + Kglyr o (foip)(2).

Autrement dit
SU][:][ V U (S Cu,l .

Par suite f est harmonique par rapport aux noyaux (Sy)yc -

CorOLLARE 2.1: 87 f est une fonction harmonique par rapport @ (Sy)yeq telle que
Kx!(foiy) < o0 avec v, = A4 v, =0, alors (foi)) est bibarmonique au sens classique,
ie, A*(foi)) =0, au sens des distributions.

Preuve: On note Ky, = K;: Puisque, f est harmonique par rapport a (Sy)ye 4, on
a, d’aprés la proposmon (2.1), (fo7; — Kx,(fo7,)) est harmonique au sens classique.
Donc A(foi) = A(Kx,(foiy)). Or A(Ky, (foi))(z) = —(foi)(z), zeX,. Dot

2(fody) IA(folé) =0

Dans tout ce paragraphe, r est une fonction définie sur X vers 10, + o[ telle que
B(xo, 7(xq, 7)) € Xy, pour tout xo€ X,; 7= 1, 2. On suppose de plus que 7 est locale-
ment bornée loin de zéro sur X, i.e., inf #(K) > 0, pour tout compact K de X. Soient
xg€ Xy et x = (x0, 7); 7= 1, 2. Nous définissons la moyenne restreinte d’une fonction f
sur X, fy 0 (f) par:

MUy, r(x)(f) ::‘ux, r(x), 1(fo Z'1)> siox= (Xo, 1)
My, r(x)(f) :::ux, r(x),Z(fo Z'2)> si ox= (x()y 2)

Avec
J 7(x)
Hox, (), 1(fody) = 7 f Xd?lSzj(B(xo,x))(fo 4)(x) ds
r(x)”
r(x)
- d d*ls_ : d
;ux r(x), fOZZ . P N zz(B(xO,,r))(fo ZZ)(x) S.
)

Ainsi u, ) s'identifie 2 un couple de mesures (&, ,). 1, U, xx),2)- On considére une
fonction A positive et harmonique par rapport a (Sy)yecq sur X fixée vérifiant:

61) }J o Zl =

b) b o lz =

o il existe deux fonctions harmoniques au sens classique g; et g, sur X, telles
que hoi; < g et hoi, < g.

(
(
(
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h
RemarQUE 2.1: (1) Notons que le noyau P(x,.) = —— ., ) est un noyau Mar-
kovien sur X. hix)
(2) On a pour x = (xq,7); 7=1,2 et xoe X,:
r(x)
S — d d-1 : d
‘ux,r(x),l(foll) 7 s HB(xo,x)(th)(Xo) s+
r(x)
0
7(x)
d d—1 v :
=Y JS Kglyy o (foir)(xg) ds.
r(x)?
#(x)
S = d d-1 : d
;ux,r(x),Z(fOZZ) 4 s HB(xO,:)(fOZZ)(XO) s+
)
(x)
d d—11v2 ;
[ K o) s

DErINITION 2.2 Soit f une fonction mesurable sur X telle que |f| < h. f est dite r-bi-
médiane s/ u, ) (f) =f(x), pour tout xeX.

TueorEME 2.1: Soit f une fonction mesurable sur X telle que |f| < b et f est r-bimé-
diane. Alors f est harmonique relativement d la structure harmonique donnée par
Sv)veu sur X.

Prevve: Notons d’abord que Kx/(fo7,), j # k, est fini. Pour montrer que f est une
fonction harmonique, il suffit de montrer, d’aprés la proposition (2.1), que foz, —
—Kx2(foz) et (fozy) = Ky!(foi,) sont harmoniques au sens classique.

On a
fx) =u, ,(f), pourtout xeX, x=(x0,7); j=1,2, xeX,.
Donc, pour 7, ke {1,2}, j# %, on a

r(x) (x)

(d)d j ¢4 Hy o (foi)(xy) ds + j SR (fo i) (xo) ds,
r\x
0

pour tout x,e€ X,. Par suite,

(foi)lxy) =

r(x)?
0

r(x)

d
foilxg) = Kyl (foz)(x,) = y j sd’lHB%,x)(fo 7;)(x) ds +
r(x)”
#(x) J r(x)
(%) JSd?lKE(XO’”(fOZ’k)(xO) ds r(x)? fyd71K§5(f°Z?)(x0) ds.
0 0
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Or
Kilsy, (foip) =Ky (foip) — Hpy o (Kl (fo ).
Donc

r(x)

d
[ 54 B o= K fo i) s

r(x

(fo z/)(xo) - K)?JO(][O lk)(xo) =

)d

Il en résulte que (foz;— Ky/(fo7,)) vérifie la propriété de moyenne restreinte au sens
de [13].

De la preuve du lemme 2.1, on a Ky/(ho,) <hoi;. De plus,
foi—KY(foi)| < [foi,| + |KL(foid)|
<hos;+Ky(hoi)
<2(ho l/)
Ainsi la fonction fo 7, — Ky/(fo4,) est ¢ -bornée avec ¢ ;= 2(h o ;). Et puisque r o7, est

localement bornée loin de zéro alors, d’apres [13], la fonction fo7;— Ky/(fod) est
harmonique sur X, au sens classique.

REMARQUE 2.2: Les résultats précédents restent valables si on considére le
systéme

{let: -v.v,

Lzl): —u.v,,

on L;; i=1,2, sont deux opérateurs elliptiques du second ordre pour lesquels toute
boule Bc Bc X, est Lrréguliére. Comme exemple, on peut considérer les opérateurs el-
liptiques etudiés par RM. Hervé (voir [171). En effet, si on note, GL la fonction de
Green sur Uespace harmonique (Xo, Hy); i =1, 2, associé a L, et on suppose que G, =
=Xf GE(.,y)dv,(y); i=1,2, est une fonction continue bornée de X, et

0
|G e NGE2 N < 1, alors tous les résultats obtenus pour les noyaux (Sy)yea reste-
ront vrais pour les noyaux (S{)ycq definis, pour une fonction f mesurable sur X,

par:
Pour Ue Uy,

Sifi= (Hiu (foi) om+ (Kip) (foi,)) om.
Pour Ue U,,

Sifi= (Hzu(foir)) om + (K> (foiy)) o,
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Avec (Hi)ycy; =1, 2, les noyaux harmoniques associés a (Xo, Hy,) et

Kii'g= | Gl a9 g dv,().

B(Xo, X)

Dans le cas ot v, =4%, v,=0, on a

CorOLLARE 2.2: 87 f est une fonction r-bimédiane sur X telle que la fonction (foi,)
est harmonique sur X,, au sens classique, alors il existe une constante c telle que

(V) Alxg, r(x0, 1), foiy) = (foiy)(xg) = clr(xg, 1)) (foi)(xp),

on Alxy, r(xy, 1), foiy) est la moyenne de foi; sur B(xy, r(xg, 1)).

Preuve: Puisque f est r-bimédiane, on a pour x = (xg, 1),

r(x)

d
5 K o 2)00) s

(x) X

(foi)(xg) = Ay s (fody) +

Et par suite

(x)

—d
[ 54 Ky o (Fo )0 .

A(X0> V(X), fo Z.1) _fo Z.I (Xo) = T(X)d X

1l suffit alors de calculer la derniére intégrale. On a

r(x)

_d '
I: V(X)d J'Xd_lKB(Xo,X)(fOZZ)(X()) dS,
0
4 r(x)
= ffd’l f G009 (x, )(fo1)y) dy | ds,
r(X) 0 Bl(xy, )

r(x)
—d
= ‘dl( f<f012)(y)||xo—y||2ddy)df
B(

7(x)
+ dd f:d_l( J. s274( foiy)(y) dy)ds.
B
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Comme foz, est harmonique, au sens classique, sur X, alors

—d
I= y jsd_l( f (foiz)(y)||xo_y||2_ddy) ds +
B(xp, )

N d(foi,)(x)

(x)?

Donc

(x)
—d B ) _ 47 )
I= o OJ’ 54 I(B( f (Foi)(y)lxo — y|P ddy)ds + 752 (%) (foiy)(xg).

Calculons I'intégrale

I = f (foi) ) llxo — oI~ dy.

B(xy, )

I, = A(B(xq, ) Alxg, 5, (foir)|lxo—. [F~9),

ou

R

Alxo, 5, (foi) o= P79 =ds 7djfd”M(xo, t,(foi)lwo—.IF~%) dr

0

=dx‘“'ftd‘1( f (foia (W) o — yIP ~“doly) | dt
S(

0 X0, #)

_ ds*"ftd’ltz’d(foz'z)(xo) dr
0
=ds d( fz‘dz‘) (foiy)(x)
0

27 fody)(x).

Ny
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En remplacant dans I;, on aura

d
I, = A(B(xp), ) Eszfd(fo 5)(x0) = (27s?)(foir)(xp).

Et par suite

r(x)

I= _dd fsdeZﬂxz(foz'z)(xo)dx-l—(4Jt(d+2)71)r(x)z(foz'z)(xo).
r(x) .
= 22T R (fo i) 0) + — T Hx(fo i) (xp)
= (d+2)rx 2 )\ X (d+2)7x )\ Xy ).
Donc

Alxg, 1(x), foiy) — (foi))(xg) = cr(x)?(foir)(xg). Avec c¢=2a(2—-d)(2+d)"'.

RemARQUE 2.3: Ce corollaire peut étre obtenu a partir du développement d’Almansi
[1]. (Voir paragraphe 3).

AppLicATION: Soit X un espace topologique localement compact a base dénombra-
ble. Un espace biharmonique (X, H), au sens de [8], est caractérisé par la donnée de
deux espaces harmoniques (X, H') et (X, H?) ayant une base d’ouverts réguliers
commune et d’'une section positive de potentiels, continus et réels (Py)y sur (X, H')
telle que H(U) = {(by, h,) e C(U) x C(U): Hyh,+KyHgh,=h, et Hih,=h,,
VVe U, (U)}, ou Hi (i =1, 2) désigne le noyau harmonique sur V pour I'espace har-
monique (X, H’) et Ky le noyau de potentiel associé a Py. U,(U) est 'ensemble des
ouverts réguliers V (pour le probléme de Dirichlet) tel que Vc U et U est un ouvert de
X. Dans notre cas X est un domaine borné de RY et I'espace biharmonique qu’on con-
sidére est donné par:

H(U) = {(hy, h,) e C(U) x C(U): Aby = —h,, Ah,=0}.

Considérons les mesures suivantes:

r(x) r(x)
d d
My rx), l(f) = r(x)d J Sd?lHB<x,;)f1 (x) ds + r(x)d deilKB(x’j)fz(X) dX,
0
1 d (x)
#X,V(X),Z(f) = ( )d jsd_lHB(x,s)fé(X) dS,
rx 0

ot f=(f;, f2) est un couple de fonctions numériques mesurables.
On dit que f= (f, f5) est r-bimédiane si u, ) (f) =f(x), pour tout x € X. Avec
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U i) = (U, . 1> M, o), 2) €t 7 est une fonction localement bornée loin de zéro sur X
telle que 0 < r < dist(., R?\X). Soit b = (b,, h,) un couple de fonctions numériques
tels que 4 soit biharmonique vérifiant:

() hy=1, hy=1,
(z2) il existe une fonction by, harmonique au sens classique, telle que A; <

< hy.

THEOREME 2.2: Si un couple de fonctions f= (f,, ) est h-bornée et r-bimédiane
alors f est bibarmonigue sur X.

3, - PROPRIETE DE MOYENNE ET DEVELOPPEMENT D’ ALMANSI

Soient # une fonction biharmonique sur un domaine Dc R” et x, € D. Alors on a le
développement d’Almansi (voir [1])

u(x) = bl,xo(x) + ||X - X(J”zbz,xo(x) >

pour tout x € D, . Ou D, est le plus grand domaine étoilé centré en x, inscrit dans D et
b1, x> 2.4, sont des fonctions harmoniques sur D. Notons aussi que dans [4, 5], on
définit les fonctions biharmoniques sur un domaine 2 de R?, 4= 1, comme des fon-
ctions localement A-intégrables w vérifiant la propriété de moyenne biharmonique
suivante:

Alx, r, w) —w(x) =r>hy(x) pour tout xe tel que B(x, r)cQ,

ot A(x, r, w) est la moyenne de w sur B(x, ) et b, est une fonction harmonique, au
sens classique, sur Q.

PRrOPOSITION 3.1: Soit w une fonction continue sur un domaine borné Q de R?, d =
= 1. 8 existe deux fonctions by, b, harmoniques sur Q telles que pour tout x,e€ Q et
tout r>0 tels que B(xy, r)CD, C, on a

w(x) = |]x — x0 [P by (x) + by (x)

pour tout x€ D, o D, est le plus grand domaine étoilé centré en x, inscrit dans D.

Alors

M(xo, 7, w) — w(xg) = r?hy(xg) .

Preuve: On a

w(x) = |lx — xo|P b1 (x) + hy(x), VxeD

X0 *
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Donc
ZU(X()) = bz (Xo) .
Par suite
Mlx,, r, w) = (a(S,, )" j llx = x0 [P by (x) do(x) + by (x) =
llx = xoll =
=r2M(x,, 7, by) + wlxg) = r? by (x) + w(xg) .
Donc

M(x0> r, w) - lU(XO) = 72/)1(960).

REMARQUE 3.1: Soit f une fonction harmonique par rapport @ (Sy)yecy. Pour v, = A¢
et v, =0, alors foi, est bibarmonique au sens classique. Donc, d'aprés le développe-
ment d’ Almansi, il existe deux fonctions harmoniques by, b, sur X, telles que, pour tout
xo€ Xy, et tout r>0, Bl(xy, r)cD, cX,, on a

(Foiy)(x) = |lx — xo|P by () + by (x), VxeD,,.
D’aprés la proposition (3.1)
M(XO’ r)folbl) —fOl'l(xo) = rzbl(xo) .

Puisque
.

jsd_lM(xo, r, foiy)ds.

0

d
Alxy, ”,][Olbl) =
r
Alors

Alxg, 7, foiy) — (foip)xg) =d(d+2) " r2hy(x).
D’aprés le corollaire (2.2) on a
e foi))xy) =d(d+2) " hy(x).

Donc

bl(Xo):C(d+2)d_1(folé)(X0) et bz(Xo):(folbl)(Xo).

4. - PROPRIETE DE MOYENNE RESTREINTE SUR UN DOMAINE DE (GREEN NON BORNE

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a ’étude de la propriété de moyenne
restreinte pour les fonctions bi-médianes positives sur un domaine de Green non né-
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cessairement borné X de R? en utilisant les noyaux matriciels. En effet, soit U une ba-
se d’ouverts relativement compacts de X et Hy, U € U, les noyaux harmoniques classi-
ques associés. Soient v, v, deux mesures de Kato positives globales sur X telles que
1G] - IGx2 ]l < 1 et (Ki)yeq; i=1,2, la famille de noyaux de potentiels définis
par:

Kyi(f) = jGU(.,If).f(;) dv(1); i=1,2.

U

On a (K{)ycq est une famille de noyaux compatibles sur X. Donc, d’aprés [12], il
existe un et un seul noyau de potentiel Ky’; /=1, 2, sur X tel que

K =Ky'—HyKy’,  pour tout Ue U.

Soit » une fonction mesurable strictement positive sur X telle qu’il existe un nombre
reél positif ¢ et une fonction lipshitizienne ¢ sur X, de constante de Lipshitz 1, majo-
rée par dist(., 9X) avec:

eo<r<(l—-¢o.

Nous considérons le noyau T sur X X X défini par:

T N R,
R, N
Ou
7(x)
d d-1
Ng(x) = o7 fs Hp,. 5 g(x) ds .
r(x)”

r(x)

d .
R;g(x) = f s Kl gg(x) ds;  i=1,2
0

Pour toute fonction g mesurable positive sur X et pour tout xe X.

RemARQUE 4.1: 1) Soit f= (£, f) un couple de fonctions mesurables positives sur
X. La relation T(f;, /) = (A, f5) est équivalente a la propriété de moyenne restreinte
sutvante:

r(x) (x)

d
£ = = [ iy i) ds = [ Kt ds,
0

r\x
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#(x) 7x)
d d v
hlx) = — jsd_lHB(x,s>ﬁ(X) ds + — ffd_lKfo,:)ﬂ(X) ds
r(x) #(x)
0 0
pour tout xeX.;
2) On a,
R, g(x) Ky glx) = N(Ky'g)(x) si Kyg< + o

DerinitioN 4.1: Un couple (sy, s,) de fonctions numériques mesurables positives
sur X est dit T-bi-surmédiane si

T(sy, 55) < (51, 55).

Un couple (s, s,) de fonctions numériques mesurables positives localement A-intégra-
bles telles que sy # s, est dit T-bi-invariant si

T(sy, 55) = (51, 52) .

TurorEEME 4.1: Soit (sy, 55) un couple T-bi-surmédiane. Alors ou bien (s, s,) =
= (40, + o) ou bien s, et s, sont localement A-intégrables.

Prevve: Solent 7, ke {1, 2}, j # k. Puisque (s;, 5;) est un couple T-bi-surmédia-
ne alors, Ns; < R;s, + Ns; < s;. Par suite 5, et 5, sont N-surmédianes. D’apres [10, théo-
reme 1.2.f], s;,= + o ou bien s, est localement A-intégrable. Comme Ns; + R;s; <'s;,
alors on ne peut pas avoir s, = + ®© et s; est localement A-intégrable. D’ou le résultat

énnoncé.

DermNiTioN 4.2: Comme dans [10], nous considérons:

¢(X, y) = (A(B(X, r(x))))il' XB(x,r(x))(y)
dlx,y) =plx, y)
9", 9) = [ 97 (x, ) BE, ) dAE).
X

On a ainsi, pour toute fonction mesurable positive sur X,

N f(x) = [ 97 (x, ) f(3) dily).
X

Soit Gy= > N”. On a les relations classiques suivantes: N. Gy=Gy. N et
n=0
N. GN +1= GN'
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Lemme 4.1: 87 (by, by) est un couple T-bi-invariant alors, pour j, ke {1,2}, 7%k,
la fonction

+ o0 si hy= +

{ h;— GyR;by  si h;< +
=

est une fonction positive localement A-intégrable sur {h; < o }.
Prevve: Soient 7, ke {1, 2}, j # k. Puisque le couple (b, h,) est T-bi-invariant,
alors h;= Nh,+ R;h;. Donc
h;— GyR;by=h;— Gy(h;— Nb,).
D’aprés [10, lemme 1.6],
h;=Gy(h;—Nh;)) + lim N”"b,.

n— + o
Ainsi

n— + o

Par suite la fonction h;— GyR;b, est une fonction positive. Comme 0 <h, —
— GyR; by < b et b; est une fonction localement A-intégrable, alors b, — Gy R; b est une
fonction localement A-intégrable sur {h; < o }.

Dans tout ce qui suit, (§y)yeq sera la famille de noyaux harmoniques définis sur
X X X par:

Gulg, &) = (9%1&; 9%]&2)~
Avec
Sug=Hug+Kig: 7 ke{l,2}, j=k.
Ou g;; /=1, 2, est une fonction mesurable positive sur X.

Lemme 4.2: Si b= (hy, by) est un couple de fonctions localement A-intégrables sur
X telle que b est harmonigue par rapport d (§)yc -y, alors pour tout Ue U et pour tout
xeX tels que B(x, r(x)) cU, on a Th(x) = h(x).

Prevve: Soient 7, ke {1, 2}, j# ket soit Ue U. On a, ;= Hyh, + K{/h;. Donc
b, — K{/ by, est harmonique sur U. Par suite, d’aprés [10, lemme 4.12],

N(b; = K7 b)(x) = h(x) = Ky by (x)

pour tout x€ X tel que B(x, r(x)) c U.
Donc

h;(x) = Nh;(x) = NK by (x) + K{ b (x)
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pour tout x€ X tel que B(x, #(x)) c U. Il reste 2 montrer que
Rby(x) = Kif by (x) — N(Kyy by )(x)
pour tout xe X tel que B(x, r(x)) c U. De la définition de R;, On a
R;hy(x) = Ky'hy(x) — N(Ky (h)(x)).
Or
Ky hp(x) = K{/ hp(x) + Hy(Ky b ().
Donc
(1) Riby(x) = K¢/ bp(x) + Hy(Ky by)(x) = NOK{Y bp)(x) = N(Hy Ky by)(x).
Puisque Hy(Ky'b,) est harmonique sur U, alors, d’aprés [10, lemme 4.12],
(2) N(HyKy'by)(x) = Hy(Ky hy)(x).

En remplacant (2) dans (1) on aura le résultat.
TuroriME 4.2: Tout couple bi-invariant est harmonique par rapport d (§)ye .

Prevve: On a la fonction b, — GyR;h, est N-invariante car N(h,— GyR;h,) =
=N( lim N”h) = lim N”*'h,. Donc, d’aprés [10, théoreme 4.14],

n— + n— + o

HU(IO/ - GNR/}%) = b/ - GNR//),@

Le:
h;=Hyh;— HyGyR; by + GyR; by
Or
R;by=Ky'hy — NKy'by
donc
b= Hyb+ GyK by — Gy NK by — Hy Gy Kby + Hy Gy NKL by
Puisque
NGy+1=Gy
alors

h;=Hyh;+ Kx'h, — Hy Ky b,
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Le:
h;=Hyh;+Ki'h, UeU.
Donc h est harmonique par rapport a (§y)yecw-

COROLLAIRE 4.1: Soit X un domaine de Green de R?, d =2, et soit r: X—>R* une
fonction mesurable telle qu’il existe un nombre réel positif € et une fonction lipshiti-
zenne @ sur X, de constante de Lipshitz 1, majorée par dist(., 9X) avec

c.osr<(l—e).o.

Alors, tout couple de fonctions mesurables positives b = (hy, by) sur X vérifiant la pro-
priété de moyenne restreinte est harmonique par rapport @ (S)ye .
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