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Sur quelques propriétés d’analyticité concernant les fonctions et
leurs graphes (**)

RÉSUMÉ. — Nous démontrons des résultats liés à l’analyticité des fonctions par la structure
pluripolaire du graphe ou d’autres propriétés.

Su alcune proprietà di analiticità riguardanti le funzioni e i loro grafici

RIASSUNTO. — Si dimostrano alcuni risultati di analiticità delle funzioni attraverso la struttu-
ra pluripolare del grafico o altre proprietà.

1. - INTRODUCTION

Soit D un ouvert de Cn . Il est bien connu que si f est holomorphe dans D, son gra-
phe est un sous-ensemble analytique complexe (donc pluripolaire) dans D3C.

Nous posons la question suivante: si le graphe d’une fonction continue est pluri-
polaire, cette fonction est-elle analytique complexe?

Nous démontrons, entre autres, des résultats de prolongement concernant les fon-
ctions analytiques ainsi qu’une classe importante de fonctions plurisousharmoniques.
En outre, nous généralisons le théorème de prolongement de Hartogs à une classe de
fonctions plurisousharmoniques. Dans toute la suite, nous désignerons par H(D),
psh (D), prh (D), sh (D) et h (D) respectivement l’ensemble des fonctions holomor-
phes, plurisousharmoniques, pluriharmoniques, sousharmoniques et harmoniques sur
D . Pour la théorie de ces classes de fonctions, nous renvoyons aux ouvrages suivants:
Hörmander [6], Krantz [9], Ronkin [12], Lelong [10], Henkin [5], Vladimirov [17],
Rudin [14], Hayman [4], Range [11] et Klimek [8].

(*) Indirizzo dell’Autore: Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Tunis,
1060 Tunis (Tunisia).

(**) Memoria presentata il 23 settembre 2003 da Giorgio Letta, uno dei XL.
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Sur la théorie des fonctions n-harmoniques, nous renvoyons à Rudin [13]. Nous
désignerons par m2n la mesure de Lebesgue dans Cn .

Pour z 0�D, rD0, D (n) (z 0 , r) est le polydisque centré en z 0 et de polyrayon r et
D (n) (z 0 , r) est son adhérence dans Cn.

B(z 0 , r) 4 ]z�Cn : Vz2z 0
VE r( (V . V est la norme euclidienne dans Cn ),

B(z 0 , r) 4 ]z�Cn :Vz2z 0
VG r(. Pour j� ]1, R , n( et z 04 (z 0

1 , R , z 0
n ) on écrit

z 04 (z 0
j , Z 0

j ) avec zj
0�C et Zj

04 (z1
0 , R , z 0

j21 , z 0
j11 , R , z 0

n ).
D(z 0

j ) 4 ]Zj�Cn21 : (zj
0 , Zj ) �D( et D(Z 0

j ) 4 ]zj�C : (zj , Z 0
j ) �D( et pour

f : DKC ,

f (z 0
j , . ) : D(z 0

j )

Zj

KC ,

O f (z 0
j , Zj ),

f (. , Z 0
j ) : D(Z 0

j )

zj

KC ,

O f (zj , Z 0
j ).

Ré ( f ) et Im ( f ) sont respectivement les parties réelle et imaginaire de f. Pour z�C ,
Ré (z) est sa partie réelle. Si U est un ouvert dans Rn , ¯U désigne la frontière de U et
pour f : UK [2Q , 1Q[ semi-continue supérieurement on écrira f est s.c.s. Pour
x0�Rn , Vx0 V est la norme euclidienne du vecteur x0 et B(x0 , r) 4 ]x�Rn : Vx2

2x0 VE r(.
John Green a introduit la notion de fonction E-sousharmonique de la façon

suivante:

DÉFINITION: Soit V un ouvert de Rn, nF2, et soit E un nombre réel strictement po-
sitif. f : VK [2Q , 1Q[ est dite E-sousharmonique si:

(i) f est semi-continue supérieurement dans V.

(ii) Pour tout ouvert non vide U%V , il existe x0�U avec f (x0 ) D2Q .

(iii) Pour tout V 8%V (V 8 compact dans V), pour toute h harmonique sur V 8 et
continue sur V 8, la condition fGh sur ¯V 8 implique fGh1 E sur V 8.

John Green a prouvé le résultat suivant:

THÉORÈME (J. Green): Soient V un ouvert de Rn (nF2), E D0 et f : VK

K [2Q , 1Q[ une fonction E-sousharmonique.
Il existe u� sh (V) avec (̃ ) uG fGu1 E sur V.

On pourra vérifier qu’une fonction k : VK [2Q , 1Q[ s.c.s et vérifiant (̃ ) (au
lieu de f ) est E-sousharmonique sur V.

PROPOSITION 1: Il n’existe aucune fonction k : RnK [2Q , 1Q[ sousharmonique
telle que k(x) G2VxV

2 pour tout x�Rn (nF2).

DÉMONSTRATION: Le cas de R2 est trivial. Pour nF3, supposons qu’il existe
k : RnKR sousharmonique avec k(x) G2VxV

2 pour tout x�Rn.
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Soit x 0�Rn. Pour RD0 avec Vx 0
VG

R

2
, on a

k(x 0 ) G Sup
VxVGR

k(x) 4 Sup
VxV4R

k(x) G Sup
VxV4R

(2VxV

2 ) 42R 2 .

D’où k(x 0 ) G2R 2. Si on fait tendre R vers 1Q , on obtient k(x 0 ) 42Q pour tout
x 0�Rn. Ce qui est impossible.

En réalité, on pourra vérifier que toute fonction f : RnKR continue avec
lim

RK1Q
( Sup
VxV4R

f (x) ) 42Q , f n’a pas une minorante sousharmonique dans Rn. Notons

que cette condition n’est pas nécessaire d’après l’exemple suivant.

EXEMPLE: Soit f1 (x1 , x2 , R , xn ) 42x 2
1 . Remarquons que pour tout RD0,

Sup
VxV4R

f1 (x) 40. Donc lim
RK1Q

( Sup
VxV4R

f1 (x) ) 40. Cependant, f1 n’a pas une minorante

sousharmonique dans Rn (dans R2, la preuve est évidente, car toute fonction soushar-
monique majorée dans R2 est constante). Supposons que nF3. Pour j41, R , n ,
notons

Tj : RnKRn (x1 , R , xn ) O (xj , x2 , R , xj21 , x1 , xj11 , R , xn )

Tj est linéaire et VTj (x)V4VxV pour x�Rn . Donc, si f1 admet une minorante k1 sous-
harmonique dans Rn , kj4k1 i Tj est minorante sousharmonique de f1 i Tj4 fj sur Rn.
Remarquons que k1 , R , kn sont sousharmoniques sur Rn. Il résulte que k1 (x)1R1

1kn (x) 4u(x) G2VxV

2 pour x�Rn. Notons aussi que u�sh (Rn ). Donc g(x) 42VxV

2

admet une minorante sousharmonique dans Rn. Ce qui contredit la proposition précé-
dente. Il résulte que sur tout domaine de Rn, il existe une fonction continue n’ayant
pas une minorante sousharmonique.

Nous citons ici une famille importante de fonctions E-sousharmoniques.
Soient u, v : UK[2Q,1 Q[ deux fonctions avec f4 (u1v) est s.c.s sur U (ouvert

de Rn ) et E un nombre réel strictement positif. Supposons que u est sousharmonique
et 0GvGE sur U. Alors f4 (u1v) est une fonction E-sousharmonique sur U.

2. - PROPRIÉTÉS DU GRAPHE

THÉORÈME 1: Soit D un domaine de Cn . f : DKC une fonction n-harmonique. E4

4 ](z , w) �D3C : w4 f (z)(.
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) f est analytique dans D;

(2) E est un sous-ensemble analytique complexe dans D3C ;

(3) E est pluripolaire dans D3C ;

(4) Pour toute fonction g : DKC analytique, LogNf2gN est psh sur D (pour
gc f );
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(5) Pour tout p polynôme holomorphe sur Cn , Log Nf2pN est psh ou égale (2Q)
sur D ;

(6) u1 est psh sur D3CNE (u1 (z , w) 4LogNw2 f (z)N);

(7) Il existe z 0�D , rD0 avec D (n) (z 0 , r) %D et ( j� ]1, R , n(,
( Zj�D (n21) (Z 0

j , r), ( g�H(D(z 0
j , r) ); ]zj�D(z 0

j , r) : f (zj , Zj ) 4g(zj )( est polaire (ou
](zj , w) �D(z 0

j , r)3C : w4 f (zj , Zj )( est pluripolaire) ou égale D(z 0
j , r);

(8) ( z 04 (z 0
1 , R , z 0

n ) �D , ( j� ]1, R , n(, ( p polynôme holomorphe sur C , la
fonction Log Nf (. , Z 0

j )2pN est sousharmonique ou identique à (2Q) sur D(Z 0
j );

(9) ( z 04 (z 0
1 , R , z 0

n ) �D , ( j� ]1, R , n(, ( p polynôme holomorphe sur C,
1

Nf (. , Z 0
j )2pN2

est sousharmonique sur ]zj�D(z 0
j , r) : f (zj , Z 0

j )2p(zj ) c0(

(D (n) (z 0 , r) %D);

(10) Il existe z 0�D , rD0 avec B(z 0 , r) %D et a : CKC un biholomorphisme de
manière que F4 ](z , w) �B(z 0 , r)3C : a(w) 4 f (z)( est pluripolaire.

DÉMONSTRATION: Il est bien connu l’équivalence entre les assertions (1) et (2).
(1) implique (3) est triviale. Pour (3) implique (1), on a les deux étapes

suivantes.

1ère étape: n41. Soit u�psh (D3C) avec E% ](z , w) �D3C : u(z , w) 42Q(.
Soit z 0�D . On choisit rD0 avec D(z 0 , r) %D . f4p1 iq où p et q sont harmoniques
sur D(z 0 , r), p est la partie réelle de f. Supposons que f n’est pas holomorphe sur
D(z 0 , r). Choisissons w1 : D(z 0 , r) KC holomorphe avec Ré (w1 ) 4p . Ecrivons que
w14p1 iu où u : D(z 0 , r) KR harmonique. Comme f n’est pas holomorphe sur
D(z 0 , r), alors (w12 f ) 4 i(u2q) n’est pas constante.

Notons que (u2q)(D(z 0 , r) ) contient un intervalle ouvert et non vide noté I. On
aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1: Soit h : UKR harmonique non constante (U domaine dans Rd , dF2).
Alors J4h(U) contient un intervalle ouvert dans R, de plus, pour tout b� J , F4

4 ]x�U : h(x) 4b( n’est pas polaire.

DÉMONSTRATION: h étant continue et U ouvert connexe dans Rd , donc h(U) est
connexe dans R et par suite h(U) est un intervalle dans R. Comme h n’est pas constan-
te, alors h(U) contient un intervalle ouvert non vide.

( b� J , ) x0�U avec h(x0 ) 4b . Soit rD0 avec B(x0 , r) %U.
F étant fermé dans U, donc U0F est ouvert. Plus exactement H d21 (F) D0 où

H d21 est la mesure de Hausdorff (d21)-dimensionnelle associée à la distance eucli-
dienne ([3]).

Notons que (h2b) est harmonique au voisinage de B(x0 , r).
Donc (h2b) est lipchitzienne sur B(x0 , r).
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Nh2bN est harmonique sur B(x0 , r)0F1 où F14B(x0 , r)OF (F1 étant fermé
dans B(x0 , r) ).

Si H d21 (F1 ) 40, alors d’après [16], la fonction positive Nh2bN est harmonique
sur B(x0 , r). Mais Nh2bN atteint son minimum en x0 . Donc h4b partout sur
B(x0 , r). h étant analytique réelle sur U, il résulte que h4b sur U. D’où h est constan-
te. Ceci étant impossible.

Pour le reste de la preuve de la première étape, notons maintenant que, pour tout
a� I , F(a) 4 ]z�D(z 0 , r) : (w12 f )(z) 4 i(u2q)(z) 4 ia( n’est pas polaire dans
D(z 0 , r). Considérons l’application

v : D(z 0 , r)3C

(z,b)

KD(z 0 , r)3C ,

O (z , w1 (z)2 ib).

v est un biholomorphime de D(z 0 , r)3C sur v(D(z 0 , r)3C) 4D(z 0 , r)3C . Donc
u i v�psh (D(z 0 , r)3C). D’où v 21 (E) est pluripolaire. Remarquons que, pour tout
b� I , pour tout z�F(b), on a u(z , w1 (z)2 ib) 4u(z , f (z) ) 42Q .

]z�C : w1 (z)2 ib4 f (z)( 4 ]z�C : (z , w1 (z)2 ib) �E(.

D’où Cap*(]b�R : Cap*(]z�C :(z , w1 (z)2 ib) �E() D0() 4Cap*(]b�R :
Cap*(]z�C : (z , b) �v 21 (E)() D0() FCap*(I) car I% ]b�R : Cap*(]z�C :
(z , w1 (z)2 ib) �E() D0(. Maintenant Cap*(I) D0. D’où v 21 (E) n’est pas pluripo-
laire. Ceci étant impossible (Cap* étant la capacité logarithmique extérieure sur C).

2éme étape: nF2. Soit u�psh (D3C) avec E% ](z , w) �D3C : u(z , w) 42Q(.
Soit z 04 (z 0

1 , Z 0
1 ) �D avec u(z 0 , . ) �sh (C). On travaille localement. Soit rD0 tel

que D (n) (z 0 , r) %D ; D (n) (z 0 , r) étant le polydisque ouvert centré en z 0 et de polyra-
yon r. Notons que u(. , Z 0

1 , . ) : D(z 0
1 , r)3CK [2Q , 1Q[

(z1 , w) O u(z1 , Z 0
1 , w)

vérifie u(. , Z 0
1 , . ) �psh (D(z 0

1 , r)3C).
f (. , Z 0

1 ) étant harmonique sur D(z 0
1 , r) dont son graphe est inclus dans

](z1 , w) �D(z 0
1 , r)3C : u(z1 , Z 0

1 , w) 42Q(.
D’après la première étape, f (. , Z 0

1 ) est holomorphe sur D(z 0
1 , r).

Appliquons le même procédé, on a f (. , Z 0
j ) est analytique complexe sur D(z 0

j , r)
pour tout j41, R , n . D’après le théorème de Hartogs (cf. [6]), f est analytique sur
D (n) (z 0 , r) (raisonner par l’absurde). Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 2: Soit v�psh (G3C) où G est domaine dans Cn.
Soit X4 ]z�G : v(z , . ) �sh (C)(. Alors X est pluripolaire dans G.

DÉMONSTRATION: Soit (z 0 , w0 ) �G3C avec v(z 0 , w0 ) D2Q .
On définit Y4 ]z�G : v(z , w0 ) 42Q(. Notons que v(. , w0 ) �psh (G), donc Y

est pluripolaire dans G.



— 52 —

Pour tout z�G0Y , on a v(z , w0 ) D2Q, donc v(z , . ) �sh (C). Il résulte alors que
z�X . D’où G0Y%G0X et cela implique que X%Y. En particulier, X est pluripolaire
dans G.

Pour le reste de la preuve du théorème 1, notons que ]z�D : f n’est pas analytique
au voisinage de z( est un ouvert pluripolaire, c’est donc vide. Ceci montre que f est
analytique sur D.

(1) implique (4) est triviale. Pour (4) implique (1) on suivra les deux étapes
suivantes.

1ére étape: n41. Soit z 0�D , rD0 tel que D(z 0 , r) %D.
Soit g : D(z 0 , r) KC holomorphe de manière que Ré (g) 4Ré ( f ). Supposons que

f n’est pas holomorphe sur D(z 0 , r). Posons f4p1 iq , g4p1 iq1 , Ré ( f ) 4p4

4Ré (g) (q et q1 sont harmoniques). On a ( f2g) n’est pas constante, donc (q2q1 ) est
harmonique non constante.

(q2q1 )(D(z 0 , r) ) contient un intervalle ouvert de R et non vide noté J. Pour b� J ,
on a ]z�D(z 0 , r) : f (z) 4g(z)1 ib( 4 ]z�D(z 0 , r) : (q2q1 )(z) 4b( n’est pas polai-
re d’après le lemme 1. Ce qui est impossible (remarquer que (g1 ib) est holomorphe).
D’où f est analytique sur D. Remarquons que si nF2, f est pluriharmonique et si pour
toute g : DKC holomorphe (et gc f ), ]z�D : f (z) 4g(z)( est pluripolaire, alors f est
holomorphe.

2éme étape: nF2. Si f est constante alors f est analytique. Supposons que f n’est pas
constante. Alors, pour tout a�C, 2 Log Na2 fN et par suite Na2 fN2 est psh sur D. Cela
implique que f�prh (D). En effet, pour T : CnKCn transformation C-linéaire, on a
( a�C , Log Na2 fN est psh dans D. Donc e 2 LogNa2 fN4Na2 fN2 l’est aussi.

Na2 fN2
i T4Na2 f i TN2 est sousharmonique sur T 21 (D). Ceci implique que

f i T est harmonique sur T 21 (D). Développons en réalité Na2 f i TN24NaN22

2af i T2a(f i T)1Nf i TN2.
Donc D(Na2 f i TN2 ) 42aD( f i T)2a D(f i T)1D(Nf i TN2 ) F0 pour tout a�C.

Remarquons que si a�R , on obtient 2a Ré [D( f i T) ]1D(Nf i TN2 ) F0. Le cas où
Ré [D( f i T) ] D0 est impossible, car si a tend vers (1Q), on conclut une contradic-
tion. La même conclusion est obtenue si Ré (D( f i T) )E0. D’où Ré (D( f i T) )40.

Un raisonnement analogue prouve que Im (D( f i T) ) 40.
D’où D( f i T) 40. D’après Klimek [8], f�prh (D).
Soit z 0�D , rD0 avec B(z 0 , r) %D . Soit g : B(z 0 , r) KC holomorphe de manière

que Ré ( f ) 4Ré (g). Si f n’est pas holomorphe, alors Log Nf2gN est psh sur B(z 0 , r).
En particulier ]z�B(z 0 , r) : LogNf (z)2g(z)N42Q( 4 ]z�B(z 0 , r) : f (z)2g(z) 4

40( est pluripolaire.
Notons que A4]z�B(z 0, r) : Im ( f(z)2g(z))40( est non vide. D’après le lemme 1,

A est non polaire (donc non pluripolaire). D’où la contradiction.
(1) implique (5) est triviale. Pour (5) implique (1). Soit z 0�D , rD0 avec

B(z 0 , r) %D . Soit g : B(z 0 , r) KC holomorphe et gc f. Soit (pj)jF1 une suite de polynô-
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mes holomorphes convergeant uniformément vers g sur B(z 0 , r). Alors (LogNf2pjN)
converge uniformément vers Log Nf2gN (de plus Log Nf2gN est s.c.s dans B(z 0 , r) ),
donc Log Nf2gN est psh sur B(z 0 , r). D’après (4), f est analytique sur D.

(1) implique (6) est triviale. Pour (6) implique (1), notons que u1 est s.c.s sur
D3C . Soit a�E , rD0 avec a1 rD(0 , 1 ) b%D3C . On a

u1 (a) 42QG
1

2p
�

0

2p

u1 (a1 re iu b) du ,

donc u1�psh (D3C). D’après Abidi [1], f�H(D). (1) implique (7) est bien connue.
Pour (7) implique (1), on fixe z 04 (z 0

1 , Z 0
1 ) �D . Soit rD0 avec D (n) (z 0 , r) %D . Sup-

posons que f (. , Z 0
1 ) n’est pas holomorphe sur D(z 0 , r). Ecrivons que f (. , Z 0

1 ) 4p1

1 iq , p4Ré ( f (. , Z 0
1 ) ) et notons que p et q sont harmoniques sur D(z 0

1 , r). Soit g4 (p1

1 iu) holomorphe sur D(z 0
1 , r) où p4Ré (g). Comme [ f (. , Z 0

1 )2g] n’est pas constante,
il résulte que (q2u)(D(z 0

1 , r)) contient un intervalle ouvert dans R qu’on note I.
( a� I , ]z1�D(z 0

1 , r) : f (z1 , Z 0
1 )2g(z1 ) 4 ia( est non polaire d’après le lemme 1.

D’où la contradiction.
Maintenant, la condition pour tout z 0�D et rD0 avec D (n) (z 0 , r) %D ,

](zj , w) �D(z 0
j , r)3C : w4 f (zj , Z 0

j )( est pluripolaire ((j� ]1, R , n(), d’après
(3), cela implique que f (. , Z 0

j ) est holomorphe. D’après le théorème de Hartogs (cf.
[6]), f est analytique sur D.

(1) implique (8) est triviale. Pour (8) implique (1). Soit z 0�D . Supposons que
f (. , Z 0

1 ) n’est pas holomorphe en z1
0 (z 04 (z 0

1 , Z 0
1 ) ). Ecrivons comme d’habitude,

f (. , Z 0
1 ) 4p1 iq où p et q sont à valeurs réelles. Soit g holomorphe de manière que

Ré ( f(. , Z 0
1 ) ) 4Ré ( g). Soit (pj )jF1 une suite de polynômes holomorphes convergeant

uniformément vers g sur D(z 0
1 , r) %D(Z 0

1 ). Notons alors que (Log Nf2pjN) converge
uniformément vers Log Nf (. , Z 0

1 )2gN .
Log Nf (. , Z 0

1 )2gN étant s.c.s, donc Log Nf (. , Z 0
1 )2gN est sousharmonique sur

D(z 0
1 , r). En particulier, ]z1�D(z 0

1 , r) : f (z1 , Z 0
1 ) 4g1 (z1 )( est polaire (pour toute

fonction g1�H(D(z 0
1 , r) ). D’après (7), f (. , Z 0

1 ) est holomorphe sur D(z 0
1 , r). D’où la

contradiction.
(1) implique (9) est connue. Pour (9) implique (1), d’après le théorème de Hartogs

(cf. [6]) on se ramène à n41.
Soit z 0�D , rD0 avec D(z 0 , r) %D . Soit g : D(z 0 , r) KC holomorphe avec gc f.

Soit aussi (pj )jF1 une suite de polynômes holomorphes convergeant uniformément
vers g sur D(z 0 , r/2). Remarquons que sur ]z�D(z 0 , r/2) : f (z) cg(z)(, on a

g 1

Npj2 fN2 h
jF1

converge localement uniformément vers
1

Nf2gN2
. Il résulte que

1

Nf2gN2
est sousharmonique sur ]z�D(z 0 , r/2) : f (z) cg(z)(. Ceci implique que f

est holomorphe.
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Ecrivons que f4p1 iq où p4Ré ( f ). Soit g4 (p1 iu) holomorphe sur D(z 0 , r)
de manière que p est la partie réelle de g. Soit a�R avec la condition a 223(u2

2q)2D0 sur D(z 0 , r/2).
g14 ( g1a) est holomorphe sur D(z 0 , r). Notons que g1 (z) c f (z) pour tout

z�D(z 0 , r).

1

Ng12 fN2
4

1

a 21 (u2q)2
.

¯

¯z
y 1

Ng12 fN2
z4

22(u2q) u ¯u

¯z
2

¯q

¯z
v

(a 21 (u2q)2 )2
.

¯ 2

¯z ¯z
y 1

Ng12 fN2
z4

2 N ¯u

¯z
2

¯q

¯z N
2
[2a 213(u2q)2 ]

[a 21 (u2q)2 ]3
G0 .

D’autre part
¯ 2

¯z ¯z
k 1

Ng12 fN2
lF0.

Donc N ¯u

¯z
2

¯q

¯z N
2
40 sur D(z 0 , r/2). Notons que (u2q) est à valeurs réelles,

donc (u2q) est constante sur D(z 0 , r/2).
(u2q) étant analytique réelle sur D(z 0 , r), donc (u2q) est constante sur

D(z 0 , r).
u2q4c où c�R. Donc f4p1 iq4p1 i(u2c) 4p1 iu2 ic4 (g2 ic) est

holomorphe.
L’assertion (1) implique (10) est connue. Pour (10) implique (1), a : CKC étant

un biholomorphisme, donc il existe a , b�C (ac0) avec a(w) 4aw1b . Donc

](z , w) �B(z 0 , r)3C/a(w) 4 f (z)( 4 {(z , w) �B(z 0 , r)3C/w4
1

a
f (z)2

b

a
}

est pluripolaire. D’après (3), g 1

a
f2

b

a
h est holomorphe sur B(z 0 , r). Cela implique

que f est même holomorphe sur D.
Dans la suite de l’article, on utilise le lemme suivant

LEMME 3: Soit D un domaine dans Cn , f : DKC une fonction, K compact dans
D3C ; v(z , w) 4Nw2 f (z)N pour (z , w) �D3C . On a l’équivalence suivante

(i) f est continue sur D;

(ii) v est s.c.s sur D3C0K .
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DÉMONSTRATION: (i) implique (ii) est triviale. Pour (ii) implique (i), on a v est s.c.s
positive, donc v 2 est aussi s.c.s sur D3C0K .

v 2 (z , w) 4NwN22wf (z)2wf (z)1Nf (z)N2 .
Soit RD0 avec K%D3D(0, R). Il résulte que v 2 est s.c.s sur D3[C0D(0, R)].

Alors, pour tout jDR ( j�N), on a 2j[ f1 f ]1NfN2 est s.c.s sur D.

Donc g2[ f1 f ]1
NfN2

j
h est une suite décroissante de fonctions s.c.s, donc sa li-

mite est s.c.s. C’est à dire 22 Ré ( f ) est s.c.s sur D. Remplaçons respectivement w par
2j , (ij) et (2ij) où (i 2421), on vérifie que f est continue sur D.

THÉORÈME 2: Soit D un ouvert de Cn , f : DKC une fonction.

u(z , w) 4LogNw2 f (z)N , (z , w) �D3C .

L un hyperplan complexe de Cn11 non parallèle à la droite ]0(3C et coupant
D3C.

Supposons que u�psh (D3CNL). Alors f est holomorphe dans D.

DÉMONSTRATION: Soit z 0�D . Supposons que z 0�L . On fixe rD0 tel que
B(z 0 , r) %D . Soit pj : Cn11KCn11 ( j41 ou 2). P1 est la projection sur L parallèle-
ment à ]0(3C ; p2 est la projection sur ]0(3C parallèlement à l’hyperplan Cn3

3 ]0(. Soit K4p2 0 p1 (B(z 0 , r) ), K est compact dans ]0(3C qui sera par la suite iden-
tifié a un compact de C noté encore K.

Remarquons que u�psh (B(z 0 , r)3C0K). Pour (z , w) �B(z 0 , r)3C0K , soit
v(z , w) 4e 2u(z , w).

Le lemme 3 implique que f est continue sur D.
Le cas où n41. Notons que f est continue sur D(z 0 , r), donc u est s.c.s sur

D(z 0 , r)3C . Rappelons que LogNw2 f (z)N est psh sur D(z 0 , r)3C .
On a u�psh (D(z 0 , r)3 (C0K) ). Ceci implique d’abord que f est harmonique sur

D(z 0 , r). Notons par D le laplacian par rapport à la variable z(z�D(z 0 , r) ).
v est continue sur D(z 0 , r). Supposons qu’il existe une fonction W�[Q

c (D(z 0 , r) ),
WF0 avec aD( f ), Wb c0. D’où aD( f )1D( f ), Wb c0 ou aD( f )2D( f ), Wb c0.

Le cas aD( f )1D( f ), Wb c0, développons aDv(. , w), Wb 42waD( f ), Wb2

2waD( f ), Wb1 aD(NfN2 ), Wb F0 pour tout w�C0K . Si w�R0K, on a (1):
2waD( f )1D( f ), Wb1 aD(NfN2 ), Wb F0, dans ce cas, on doit avoir aD( f )1D( f ),
Wb 40, car l’hypothèse aD( f )1D( f ), Wb c0 implique une contradiction en faisant
tendre w vers 1Q ou (2Q) dans (1). Pour w� (iR)0K , on a aussi aDv(. , w), Wb 4

4waD( f )2D( f ), Wb1 aD(NfN2 ), Wb F0. Si aD( f )2D( f ), Wb c0, on obtient une ab-
surdité si (iw) tend vers 1Q ou (2Q).

Il résulte que D( f ) 40 au sens des distributions. D’après le lemme de Weyl et
compte tenu de l’hypothèse f continue, on déduit que f est harmonique sur D(z 0 , r).
En particulier f est de classe [Q.

Pour z�D(z 0 , r) et NwN assez grand, notons v1 (z , w) 42 LogNw2 f (z)N4
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4Log (Nw2 f (z)N2 ). On a

¯ 2 v1

¯w ¯w
(z , w) 40 ,

¯ 2 v1

¯z ¯z
(z , w) 40 .

Il arrive que

¯ 2 v1

¯z ¯w
(z , w) b1 b21

¯ 2 v1

¯z ¯w
(z , w) b1 b2F0

pour tout b1 , b2�C . Donc Ré k ¯ 2 v1

¯z ¯w
(z , w) b1 b2lF0. Ce qui implique que

¯f

¯z
40

sur D(z 0 , r). D’où f est holomorphe sur D(z 0 , r).
Pour le cas nF2, la solution est obtenue en appliquant le procédé de fibration et

le théorème de Hartogs (cf. Hörmander [6]).
Le cas où z 0�L. Soit B(z 0 , r) et K comme plus haut. Notons que ]0(3COL4

4 ]a(. Soit RD0 de sorte que ]a(NK%D(0 , R) (a est aussi identifié a un élément de
C noté encore a) . Il résulte que u�psh (B(z 0 , r)3 (C0D(0 , R) ) ).

Un raisonnement analogue (comme plus haut), montre que f est analytique (com-
plexe) sur B(z 0 , r). En particulier toute réunion finie d’hyperplans complexes non pa-
rallèles à la droite ]0(3C est un sous-ensemble singulier impropre pour la classe
P4 ]u�psh (D3C0L) : u(z , w) 4LogNw2 f (z)N , f : DKC une fonction(.

REMARQUE 1: Soit L un hyperplan affine complexe parallèle à la droite ]0(3C
dans Cn11. Dans ce cadre le résultat du théorème 2 n’est pas vrai.

EXEMPLE: f (z) 4
1

z
sur C0]0(. u(z , w) 4LogNw2 f (z)N est psh sur (C0]0()3

3C4C 2 0]0(3C . L4 ]0(3C .

Remarquons que u�psh (C2 ).

COROLLAIRE 1: La classe des fonctions u donnée par u(z , w) 4Log Nw2 f (z)N ne
caractérise pas les ouverts pseudo-convexes dans Cn11.

DÉMONSTRATION: Soit D un domaine pseudo-convexe dans Cn .
Désignons par L un hyperplan affine complexe dans Cn11 non parallèle à la droite

]0(3C. Remarquons que D3C0L est pseudo-convexe dans Cn11. D’après le théo-
rème 2, toute fonction u de la forme u(z , w) 4LogNw2 f (z)N plurisousharmonique
dans D3C0L , u est en fait psh dans D3C .

REMARQUE 2: Soit L un hyperplan complexe de Cn11 coupant D3C . S’il existe
une fonction u de la forme u(z , w) 4LogNw2 f (z)N et un point (z 0 , w0 ) �L tel que u
n’est pas psh en (z 0 , w0 ), alors u n’est pas psh en aucun point de D3COL. De plus,
L est parallèle à la droite ]0(3C. Dans ce cas la classe F4]u : D3C0LK[2Q,1Q[,
u(z , w) 4Log Nw2 f (z)N pour f : DKC une fonction et u�psh (D3C0L)( carac-
térise la structure pseudo-convexe de l’ouvert D3C0L. C’est à dire qu’il existe une
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fonction v�F avec v ne se prolonge pas en une fonction psh au voisinage de tout point
de D3COL.

REMARQUE 3: Nous rappelons un résultat de Urban Cegrell [2]. Soit K1 un compact
pluripolaire dans un domaine pseudo-convexe D de Cn , nF2. Alors toute fonction
u1�psh (D0K1) se prolonge dans psh (D). Pour la classe des fonctions du type
LogNw2 f(z)N4u(z , w) il n’est pas nécessaire que le compact soit pluripolaire et l’ou-
vert D est pseudo-convexe. En fait si u est psh sur D3C0K où D est un ouvert dans Cm

(mF1) et K un sous-ensemble compact dans D3C . Alors u�psh (D3C ).

COROLLAIRE 2: Soit u(z , w) 4LogNw2 f (z)N1LogNw2g(z)N . f et g : DKC
deux fonctions. Supposons que u�psh (D3CNL) où D est un domaine dans Cn et L est
un hyperplan affine complexe de Cn11. Alors f et g sont holomorphes sur D si L n’est
pas parallèle à la droite ]0(3C et u1 est s.c.s sur D3CNL (u1 (z , w) 4LogNw2

2 f (z)N pour (z , w) �D3C).

DÉMONSTRATION: Utilisant la preuve du théorème 2, on démontre que f est conti-
nue sur D. Soit z 0�D, rD0 avec B(z 0 , r) %D. u1 étant s.c.s sur B(z 0 , r)3C, donc u2

est s.c.s sur B(z 0 , r)3C0[LN ](z , w) �B(z 0 , r)3C : w4 f (z)(] où u2 (z , w) 4

4LogNw2g(z)N sur D3C . Notons que f uB gz 0 ,
r

2
hv est compact dans C, soit donc

RD0 avec f uB gz 0 ,
r

2
hv%D(0 , R). D’où u2 est s.c.s sur

B uz 0 ,
r

2
v3C0 yLNB uz 0 ,

r

2
v3D(0 , R)z4B uz 0 ,

r

2
v3 (C0D(0 , R) )0L .

On note par p1 la projection sur L parallèlement à ]0(3C%Cn11. Notons aussi
p2 la projection sur ]0(3C parallèlement à Cn3 ]0(. En choisissant R assez grand,

on admet que p2 0 p1uB gz 0 ,
r

2
hv% ]0(3D(0 , R) (qu’on identifiera à D(0 , R) %C).

Il résultera alors que u2 est s.c.s sur B gz 0 ,
r

2
h3 [C0D(0 , R) ]. Un argument utilisé

dans la preuve du théorème 2 permet de vérifier que g est continue sur B gz 0 ,
r

2
h.

Maintenant u est psh sur D3C0L et localement majorée à travers L, LOD3C étant
pluripolaire fermé dans D3C , donc u se prolonge de manière unique en une fonction
u *�psh (D3C).

D’autre part, e u11u24e u1 e u2 est continue sur D3C , de plus e u11u2 est psh sur D3

3C0L, donc e u11u2 est psh sur D3C. e u *4e u11u2 sur D3C0L (donc l’égalité est
vraie m2n12-presque partout sur D3C), il résulte que u *4u11u24u est psh sur
D3C . D’après Abidi [1], f et g sont analytiques sur D.

LEMME 4: Soit f : DKC une fonction, D domaine dans Cn.
On a les équivalences suivantes
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(i) f est prh sur D;

(ii) Nw2 fN2 est psh sur D3C ;

(iii) ) sF1 avec Nw2 fNs est psh sur D3C ;

(iv) ( w�C , k(z) 4Nw2 f (z)N2 est psh sur D;

(v) ) aD0, ) bD0 avec [aNw2 fN1bNw2 fN2 ] est psh sur D3C .

DÉMONSTRATION: Il est clair que (i) implique (ii), (iii), (iv) et (v).
Soit N�N , NF1. Montrons que si Nw2 fN2N est psh sur D3C , alors f est prh

sur D. Notons par D le laplacian par rapport à la variable complexe z.
Remarquons d’abord que si Nw2 fN2N est psh sur D3C alors f est continue sur D.

Utilisant la méthode de fibration, on se ramène à n41.
( W�[c

Q (D), WF0 on a

�Nw2 f (z)N2N DW(z) dm2 (z) F0 .

Nw2 f (z)N2N4 [NwN22wf (z)2wf (z)1Nf (z)N2 ]N .

Pour w�R , posons g4 f1 f . On a

Nw2 f (z)N2N4 [w 22wg(z)1Nf (z)N2 ]N4

4w 2N2w 2N21 g(z)1w 2N22 f2N22 (z)1R1 f0 (z)
où f0 , R , f2N22 sont des fonctions continues sur D qui s’expriment en fonction de NfN
et g.

Notons que si P4a01a1 t1R1a2N22 t 2N221a2N21 t 2N21 est un polynôme à
coefficients réels et si PF0 partout sur R, alors a2N2140 (si t tend vers (1Q), on
doit avoir a2N21F0 et si t tend vers (2Q), on doit avoir a2N21G0; donc a2N2140).
On a sw 2N DW(z) dm2 (z) 40.

Donc, pour tout w�R et W�[c
Q (D), WF0,

2w 2N21sg(z) DW(z) dm2 (z)1

1w 2N22� f2N22 (z) DW(z) dm2 (z)1R1� f0 (z) DW(z) dm2 (z) F0 .

D’où sg(z) DW(z) dm2 (z) 40; g étant continue, donc g est harmonique sur D. Soit
Ré ( f ) est harmonique sur D.

Une preuve similaire sera établite si w� iR , on prouve dans ce cas que h4Im ( f )
est harmonique sur D.

Il résulte que f est harmonique sur D.
Il s’ensuit par suite que (ii) et (iii) impliquent (i).
Pour (iv) implique (i) montrons que f est continue en tout point z 0�D .
Posons w04 f (z 0 ), alors k4Nw02 fN est s.c.s en z 0. Donc, pour tout E D0, il exis-

te dD0 avec Vz2z 0
VGd implique Nw02 f (z)N4Nf (z 0 )2 f (z)NG E.

Donc f est continue en z 0 . En utilisant la preuve plus haut, on démontre que f est
prh sur D (remarquons que la propriété (iv) est moins fine que (ii)).
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Pour (v) implique (i), notons que si u : DKR1 avec (u1u 2 ) est psh sur D, alors
u 2 est psh sur D. En effet, si u 2 n’est pas psh sur D, alors u n’est pas psh sur D, donc
(u1u 2 ) n’est pas psh sur D. Ce qui est impossible.

Donc u 2 est psh sur D.
Il résulte que Nw2 fN2 est psh sur D(( w�C). D’après (iv), f est prh sur D.

THÉORÈME 3: Soient D un ouvert de Cn , f : DKC une fonction, e�R*1 et
u(z , w) 4Log (Nw2 f (z)N1e) pour (z , w) �D3C.

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) f est analytique sur D;

(ii) u�psh (D3C);

(iii) Il existe sD0 avec Log (Nw2 f (z)Ns1e) est psh sur D3C ;

(iv) ( sD0, Log (Nw2 f (z)Ns1e) est psh sur D3C ;

(v) ( sD0, Log g 1

Nw2 f (z)Ns
1eh est psh sur D3CN](z 8 , w 8 ) : w 84

4 f (z 8 )(;

(vi) Il existe une fonction holomorphe g : DKC avec [ Log (Nw2 f (z)Ns1

1e)1LogNw2g(z)N] est psh sur D3C où sD0;

(vii) Il existe g : DKC holomorphe avec v, donnée par v(z , w) 4Log (Nw2

2 f (z)N)2LogNw2g(z)N , est psh sur D3C0F où F est le graphe de g;

(viii) Il existe g1 , R , gk : DKC holomorphes avec

v1 (z , w) 4Log (Nw2 f (z)N)1 u!
j41

k

LogNw2gj (z)Nv
est psh sur D3C .

DÉMONSTRATION: (i) implique (ii) est triviale.
(iii) implique (i). e u étant s.c.s sur D3C, donc (e u2e) est s.c.s sur D3C et par

suite (e u2e)2 est encore s.c.s sur D3C .
D’après le lemme 3, f est continue sur D.
Maintenant, notons que e u�psh (D3C), donc e u2e est positive et psh sur

D3C. D’où (e u2e)2 est encore psh. Posons m4 (e u2e)2, alors m(. , w) �psh (D)
pour tout w�C.

Soit T : CnKCn une transformation C-linéaire, alors m(. , w) i T4Nw2 f i TN2

est sh sur T 21 (D). Notons par D le laplacian par rapport à la variable z. D’après la
preuve du théorème 1, f i T est harmonique pour toute T : CnKCn transformation C-
linéaire. D’où f�prh (D).

On admet que D est simplement connexe (sinon on travaille localement). Notons
f4p1 iq , p est la partie réelle de f. choisissons w1�H(D), w14p1 iu où p4Ré (w1 ).
En ajoutant à u une constante réelle, on admet que (u2q) D0 sur une boule ouverte
B(z 0 , r) avec B(z 0 , r) %D (z 0 , �D et rD0).
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Log (Nw12 fN1e) 4Log (u2q1e) FLog (e) D2Q .
Donc Log (u2q1e) est sousharmonique sur B(z 0 , r).
Compte tenu du fait que (u2q1e) est harmonique, alors sur B(z 0 , r),

D Log (u2q1e) 42
Vgrad (u2q1e)V

2

(u2q1e)2
G0 ,

d’autre part D Log (u2q1e) F0 sur B(z 0 , r). Il résulte que Vgrad (u2q1e)V40 et
ceci implique que (u2q1e) est constante.

u2q1e4c où c�R , donc q4u1e1c et par suite f4p1 iq4p1 i(c1e)1

1 iu4w11 i(c1e) est alors holomorphe sur D(V . V est la norme euclidienne dans Cn et
grad est le vecteur gradient).

(i) implique (iii) est triviale. Montrons (iii) implique (i). Par une similaire preuve
comme plus haut, on prouve que f est continue.

Soit N�N* avec 2NF s. L’application C donnée par C(t) 4 t 2N/s étant convexe
croissante sur R1 , donc (Nw2 f (z)Ns )2N/s4Nw2 f (z)N2N est psh sur D3C .

D’après le lemme 4, f est prh sur D. Pour simplifier, on admet que n41.
Soit z 0�D , f4p1 iq où p4Ré ( f ). Notons que p est harmonique. Soit aussi rD0

avec D(z 0 , 2 r) %D .
Choisissons w14 (p1 iu) holomorphe sur D(z 0 , 2 r) où p4Ré (w1 ) et uDq1

1 [eNs21N]1/s sur D(z 0 , r).
Notons v14Log (Nw12 fNs1e) 4Log ( (u2q)s1e).
v1 est sousharmonique sur D(z 0 , 2 r). Sur D(z 0 , r), on a

¯v1

¯z
4

s u ¯u

¯z
2

¯q

¯z
v (u2q)S21

(u2q)S1e
,

¯ 2 v1

¯z ¯z
4

4

s(s21) N ¯u

¯z
2

¯q

¯z N
2
(u2q)s22 ( (u2q)s1e)2 s 2N ¯u

¯z
2

¯q

¯z N
2
(u2q)(2 s22)

( (u2q)s1e)2
4

4

sN ¯u

¯z
2

¯q

¯z N
2
(u2q)s22 [e(s21)2 (u2q)s ]

( (u2q)s1e)2

( (u2q) étant harmonique).
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Remarquons que
¯ 2

¯z

v1

¯z
G0. D’autre part

¯ 2

¯z

v1

¯z
F0. Il résulte que

¯ 2 v1

¯z ¯z
40

sur D(z 0 , r). Maintenant uDq1 [eNs21N]1/s, donc (u2q) D0 et e(s21)2

2(u2q)sE0 sur D(z 0 , r). Ce qui implique que
¯u

¯z
2

¯q

¯z
4

¯

¯z
(u2q) 40.

(u2q) est à valeurs réelles, donc (u2q) est constante, soit q4u1c où c�R.
D’où f4p1 iq4p1 iu1 ic4 (w11 ic) est holomorphe.

Le cas nF2 peut être résolu en utilisant le théorème de Hartogs (cf. [6]).
Les propriétés (i) et (iv) sont équivalentes en faisant une preuve analogue dans le

cas de l’identité entre les propriétés (i) et (iii).

(i) implique (v), f étant holomorphe, donc (z , w) O
1

w2 f (z)
est analytique sur

D3C0E où E4 ]z 8 , w 8 ) �D3C : w 84 f (z 8 )(.

Donc s Log N 1

w2 f (z) N 4Log g 1

Nw2 f ( z )Ns h est psh sur D3C0E , d’après

Hörmander [6] u, donnée par u(z , w) 4Log g 1

Nw2 f (z)Ns
1eh , est psh sur D3

3C0E. Pour (v) implique (i), notons que pour tout (z 0 , w0 ) �E , en choisissant rD0
avec B(z 0 , r) %D, B(z 0 , r)3C0E est pseudo-convexe. En effet, soit
u1�psh (B(z 0 , r)3C) avec pour tout (j , z) �¯B(z 0 , r)3C ,

lim
(z , w) K (j , z)

( (z , w) �B(z 0 , r)3C)

u1 (z , w) 41Q. De plus remarquons que u�psh (B(z 0 , r)3C0E) et

tendant vers 1Q en tout point de E. Alors (u1u1 ) �psh (B(z 0 , r)3C0E) et de plus
pour tout (j , z) �¯(B(z 0 , r)3C0E) 4¯B(z 0 , r)3CNE1 où E14B(z 0 , r)3COE,

lim
(z , w) K (j , z)

( (z , w) �B(z 0 , r)3C0E)

(u(z , w)1u1 (z , w) ) 41Q .

D’après (Henkin [5] Theorem 1.5.7 et Theorem 1.5.5), D3C0E est pseudo-con-
vexe et ceci implique que f est analytique d’après le théorème de Hartogs.

(i) implique (vi) est bien connue. Pour (vi) implique (i), prouvons d’abord que f
est continue. Soit z 0�D . On fixe rD0 avec B(z 0 , r) %D . g(B(z 0 , r) ) étant compact
dans C, soit donc RD0 tel que g(B(z 0 , r) ) %D(0 , R). Il résultera alors que u1 , définie
par u1 (z , w) 4LogNw2g(z)N , est continue sur B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ]. Ceci im-
plique que u2 , donnée par u2 (z , w) 4Log (Nw2 f (z)Ns1e), est s.c.s sur B(z 0 , r)3

3 [C0D(0 , R) ]. En particulier (e u2 2e) est s.c.s sur B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ]. Donc u3 ,
définie par u3 (z , w) 4Nw2 f (z)N , est s.c.s sur B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ]. Le lemme 3
implique que f est continue sur B(z 0 , r). Remarquons que u1�prh (B(z 0 , r)3

3 [C0D(0 , R) ] ) donc il résulte que u2�psh (B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ] ). En particulier,
e u2 �psh (B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ] ). Ceci implique que f�prh (B(z 0 , r) ).

Utilisant le théorème de Hartogs (cf. [6]), on se ramène à n41. En utilisant les
notations de la preuve (iii) implique (i) et en ajoutant à u une constante c1D0 de ma-
nière à obtenir u à valeurs dans C0D(0 , R), on déduit l’analyticité de f.

(i) implique (vii) est connue. Pour la réciproque, notons alors que u2 (z , w) 4
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4LogNw2g(z)N est prh sur D3C0F . D’où u1 (z , w) 4LogNw2 f (z)N est s.c.s sur
D3C0F. Soit z 0�D. Fixons rD0 avec B(z 0 , r) %D. g(B(z 0 , r) ) étant compact dans
C, soit donc RD0 avec g(B(z 0 , r) ) %D(0 , R). D’où e u1 est s.c.s sur B(z 0 , r)3

3 [C0D(0 , R) ]. Donc e 2u1 est s.c.s sur B(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ]. D’après le lemme 3, f
est continue sur B(z 0 , r).

Maintenant u1�psh (D3C0F) et localement majorée à travers F, donc u1 se pro-
longe en une fonction u *1 �psh (D3C).

e u1 étant continue sur D3C , donc e u1 �psh (D3C).
e u1 4e u *1 sur D3C0F , donc e u1 4e u *1 presque partout sur D3C. Il résulte que

e u1 4e u *1 partout sur D3C . Donc u14u *1 sur D3C .
D’où u1 est psh sur D3C . D’après Abidi [1], f est analytique sur D.
Remarquons que si (z , w) O Log (Nw2 f (z)N1e)2LogNw2g(z)N est psh sur

D3C0F , alors f est analytique sur D.
(i) implique (viii) est triviale. Pour la réciproque on l’établira de manière analogue

comme plus haut.
Plus généralement, on a:

PROPOSITION 2: Soit D un ouvert de Cn , f : DKC une fonction. Supposons que
v(z , w) 4Log (Nw2 f (z)N)1Nw2 f (z)N est psh sur D3C.

Alors f est analytique sur D.

DÉMONSTRATION: On établit d’abord l’assertion suivante:
Soit u : DK [0 , 1Q[ une fonction. Si [u1Log (u) ] �psh (D), alors u�psh (D).

Soit h(t) 4 t1Log (t) pour tD0.
h(R*1 ) 4R , h est strictement croissante, h est aussi [Q.
Donc h 21 : RKR*1 est strictement croissante. Notons aussi que h est strictement

concave sur R*1 , donc h 21 est strictement convexe sur R .
Notons v4u1Log (u).
v étant psh sur D, donc h 21 (v) 4u est psh sur D.
Il arrive que (z , w) �D3C O Nw2 f (z)N est psh sur D3C . D’après Abidi [1],

f�prh (D). Soit z 0�D , rD0 avec B(z 0 , r) %D . Soit w14p1 iu, f4p1 iq où
p4Ré ( f ) 4Ré (w1 ) et w1�H(B(z 0 , r) ).

En ajoutant à u une constante réelle, on admet que (u2q)(z 0 ) 40.
Log (Nw12 fN)1Nw12 fN4k est plurisousharmonique ou identique à (2Q) sur

B(z 0 , r). D’après le lemme 1,

]z�B(z 0 , r) : N(w12 f )(z)N40( 4 ]z�B(z 0 , r) :(u2q)(z) 40(

n’est pas polaire. Il résulte donc k42Q sur B(z 0 , r). Ce qui implique que w14 f sur
B(z 0 , r).

En particulier f est analytique sur B(z 0 , r).
On termine cette preuve par la remarque suivante. Soit u1 (z) 4NzN221 pour

z�D4C0D(0 , k2).



— 63 —

[u11Log (u1 ) ] est sousharmonique sur D mais Log (u1 ) n’est sousharmonique en
aucun point de D. On pourra aussi remarquer que si u2 : D1K [2Q , 1Q[ avec
[u21e u2 ] est psh sur l’ouvert D1 de Cn, alors e u2 �psh (D1 ).

REMARQUE 4: a) Soit u(z , w) 4Log (Nw2zN21NwN2 ). Posons

w1 (z) 4z , z4x1 iy , x4Ré (z) .

u(z , w1 (z) ) 4Log (x 215y 2 ) 4v(z) .

¯ 2 v

¯x 2
(z)1

¯ 2 v

¯y 2
(z) 4

8x 2240y 2

(x 215y 2 )
.

D’où v n’est pas sousharmonique sur C0]0(.

b) Nous donnons une réponse négative au petit problème suivant:
Soient u et v : DKR*1 avec Log (u1v) est psh et Log (v) est prh sur D. A-t-on

Log (u) �psh (D) (D étant un domaine dans Cn )?
Soit u(z) 4x 2 pour z4x1 iy et v(z) 41.
Log (u1v) 4Log (u11) est sousharmonique sur ]21, 1[3R4D ;
Log (v) 40 �prh (D). Mais Log (u) n’est sousharmonique en aucun point de D.

THÉORÈME 4: Soit D un domaine de Cn. f : DKC une fonction continue.
Supposons que pour tout polynôme p holomorphe sur Cn , il existe u�psh (D) avec

uGLog Nf2pNGu1c où c est une constante positive (pour pc f ). Alors, pour toute
g : DKC analytique (gc f ), ]z�D : f (z) 4g(z)( est fermé pluripolaire dans D.

DÉMONSTRATION: Soit g�H(D). On admet que B(0 , 1 ) %D.
Soit (pj )jF0 une suite de polynômes holomorphes avec sup

B(0 , 1)

Ng2pjNE
1

22j
pour

tout jF0. Supposons que fcg. Soit z 0�B(0 , 1 ) avec Nf (z 0 )2g(z 0 )ND rD0. Sans
perte de généralité on admet que Nf (z 0 )2pj (z 0 )ND r pour tout jF0 et choisissons
uj�psh (D) avec ujGLog Nf2pjNGuj1c .

Soit MD0 avec Nf (z)2pj (z)NGM pour tout jF0 et z�B(0 , 1 ). On a

Log (r) GLog Nf (z 0 )2pj (z 0 )NG

Guj (z 0 )1cGLog Nf (z 0 )2pj (z 0 )N1cGLog (M)1c .

Donc 2c1Log (r) Guj (z 0 ) GLog (M). D’où (uj (z 0 ) )jF0 est une suite bornée.

Soit cj4
1

2 j
et sk4 !

j40

k

cj uj . On a sk4 !
j40

k

cj (uj2M)1 !
j40

k

cj M et notons que

g!
j40

k

cj (uj2M)h
kF0

est une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques.

!
jF0

cj Nuj (z 0 )2MN4 !
jF0

cj (M2uj (z 0 ) ) 4

4 !
jF0

cj M2 !
jF0

cj uj (z 0 ) G !
jF0

cj M1 !
jF0

cj (c2 log (r) ) E1Q .

Notons u4 lim
kK1Q

sk .
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Alors u�psh (B(0 , 1 ) ), de plus uG !
jF0

cj Log Nf2pjNGu1c .

Soit j 0�B(0 , 1 ), g(j 0 ) 4 f (j 0 ).

u(j 0 ) G !
jF0

cj Log Nf (j 0 )2pj (j 0 )N4

4 !
jF0

cj LogNg(j 0 )2pj (j 0 )NG !
jF0

1

2 j
(22 j Log (2) ) 42Q .

D’où u(j 0 ) 42Q . Il résulte que

]z�B(0 , 1 ) : g(z) 4 f (z)( % ]z�B(0 , 1 ) : u(z) 42Q( .

Donc ]z�B(0 , 1 ) : g(z) 4 f (z)( est pluripolaire. Donc E4 ]z�D : g(z) 4 f (z)( est
localement pluripolaire. D’après Josefson [7], E est pluripolaire.

REMARQUE 5: Pour D domaine dans Cn, soit f : DKC une fonction. Supposons
que pour tout polynôme p holomorphe sur Cn (pc f ), LogNf2pN est psh sur D. Alors
f est analytique sur D. Nous démontrons sans peine ce résultat. Remarquons d’abord
que pour tout a�C , Na2 fN�psh (D), d’après Abidi [1], f�prh (D). Soit L un sous-
ensemble compact inclus dans D0E où E4 ]z�D : g(z) 4 f (z)( et g : DKC holo-
morphe (gc f ). Soit (pj )jF0 une suite de polynômes holomorphes convergeant unifor-
mément localement vers g. Alors la suite (LogNf2pjN)jF0 converge uniformément au
voisinage de L vers Log Nf2gN ; Log Nf2gN étant continue sur D0E , donc Log Nf2
2gN est psh sur D0E . Soit z 0�E . Pour tout b�Cn et rD0 avec [z 01 rD(0 , 1 ) b] %D ,
on a

2Q4Log Nf (z 0 )2g(z 0 )NG
1

2p
�

0

2p

Log N( f2g)(z 01 re iu b)Ndu .

Il résultera par suite que Log Nf2gN�psh (D). Le reste de la preuve découle du théo-
rème 1.

COROLLAIRE 3: Soit D un domaine de Cn , f : DKC une fonction n-harmonique et e
un nombre réel strictement positif. On a les équivalences suivantes:

(i) f est analytique sur D;

(ii) ( g : D (n) (z 0 , r) KC holomorphe et g(z 0 ) c f (z 0 ), il existe une fonction
u�psh (D (n) (z 0 , r) ), u(z 0 )D2Q et ]z�D (n) (z 0 , r) : f (z)4g(z)(%]z�D (n) (z 0 , r) :
u(z) 42Q( (D (n) (z 0 , r) %D);

(iii) ]z�D (n) (z 0 , r) : f (z) 4g(z)( est pluripolaire complet pour D (n) (z 0 , r) %D
et pour toute g�H (D (n) (z 0 , r) ) et gc f ;

(iv) ( z 04 (z 0
1 , R , z 0

n ) �D , ( j� ]1, R , n(, ( p polynôme holomorphe sur
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C, )cD0 et u�sh (D(Z 0
j ) ) avec uGLog Nf (. , Z 0

j )2pNGu1c sur les composantes
connexes de D(Z 0

j ) où Log Nf (. , Z 0
j )2pND2Q ;

(v) ( z 0�D , ( j� ]1, R , n(, ( p polynôme holomorphe sur C, ) cD0 et une
fonction u (e-sousharmonique sur D(Z 0

j ) ) avec uGLog Nf (. , Z 0
j )2pNGu1c sur les

composantes connexes de D(Z 0
j ) où f (. , Z 0

j ) cp ;

(vi) ) g : DKC holomorphe avec [ Log Nf2pN1Log Ng2pN] est psh sur D
pour tout polynôme p holomorphe sur C n , pc f et pcg.

Notons que quelques assertions du corollaire 3 généralise vaguement certaines du
théorème 1 (par exemple la condition (iv) du corollaire 3 est plus générale que l’asser-
tion (8) du théorème 1).

Notons aussi les remarques importantes suivantes. Soit D un domaine de C n .
f : DKC une fonction. Si pour tout polynôme p holomorphe sur Cn (pc f ),
[Nf2pN1Log Nf2pN] est psh sur D, alors f est analytique sur D.

L’assertion, il existe c�R*1 avec pour tout polynôme p holomorphe sur Cn (pc f ),
il existe u�psh (D) vérifiant uGNf2pN1Log Nf2pNGu1c et f pluriharmonique
sur D, implique que f est analytique sur D.

Remarquons de plus que si f est harmonique à valeurs réelles avec pour tout poly-
nôme p holomorphe sur Cn (pc f ), ]z�D : f (z) 4p(z)( est pluripolaire, alors f est
constante. Notons aussi la remarque suivante: Si f4 f11 iq1 où f1 et q1 : CKR harmo-
niques avec q1 est un polynôme. Si ]z�D : f (z) 4p(z)( est polaire pour tout polynô-
me holomorphe sur C (pc f ), alors f est un polynôme analytique sur C.

DÉMONSTRATION: (i) implique (ii) est bien connue. Pour la réciproque, notons que
le cas n41 est couvert par le théorème 1 (observer à ce sujet la preuve entre l’équiva-
lence des assertions (1) et (3) et remarquer que les hypothèses f (z 0 ) cg(z 0 ),
u(z 0 ) D2Q sont inutiles. Aussi il suffit que ]z�D (n) (z 0 , r) : f (z) 4g(z)( soit polaire
pour fcg). Pour le cas nF2, notons que f (. , Z 0

1 ) est harmonique sur D(z 0
1 , r). Sup-

posons que f (. , Z 0
1 ) n’est pas analytique sur D(z 0

1 , r). Soit g1 analytique sur D(z 0
1 , r) de

manière que Ré (g1 ) 4Ré f (. , Z 0
1 ). En ajoutant à g1 une constante imaginaire pure, on

admet que g1 (z 0
1 ) c f (z 0

1 , Z 0
1 ) 4 f (z 0 ) et ]z1�D(z1

0 , r) : g1 (z1 ) 4 f (z1 , Z 0
1 )( est non

vide. Notons pour z4 (z1 , Z1 ) �D (n) (z 0 , r), g(z) 4g1 (z1 ). g est analytique sur
D (n) (z 0 , r) et g(z 0 ) c f (z 0 ). Soit donc u�psh (D (n) (z 0 , r) ), u(z 0 ) D2Q et
z�D (n) (z 0 , r) avec f (z) 4g(z) implique u(z) 42Q.

u(z 0
1 , Z 0

1 ) D2Q, il résulte que u(. , Z 0
1 ) �sh (D(z 0

1 , r) ).
Remarquons que ]z1�D(z 0

1 , r) : g(z1)4f(z1, Z 0
1 )(%]z1�D(z1

0, r) : u(z1, Z 0
1 )42Q(.

D’après le lemme 1, ]z1�D(z 0
1 , r) : g(z1 ) 4 f (z1 , Z 0

1 )( est non polaire. Donc
]z1�D(z 0

1 , r) : u(z1 , Z 0
1 ) 42Q( est non polaire. D’où la contradiction. Il résulte

que f (. , Z 0
1 ) est analytique sur D(z 0

1 , r). De manière similaire, on démontre que
f (. , Zj ) est analytique sur D(z 0

j , r) pour j� ]1, R , n( et Zj�D (n21) (Z 0
j , r). D’après

le théorème de Hartogs (cf. Hörmander [6]), f est analytique (complexe) sur
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D (n) (z 0 , r). Rappelons que f est analytique réelle sur D, ceci implique que f
est analytique sur D (ouvert connexe).

(i) implique (iii) est déjà connue. Pour la réciproque, supposons que f (. , z 1
1 ) n’est

pas analytique sur D(z 0
1 , r) où Z 1

1 �D (n21) (Z 0
1 , r). Choisissons g1 analytique sur

D(z 0
1 , r) avec Ré ( g1 ) 4Ré ( f (. , Z 1

1 ) ). Pour z4 (z1 , Z1 ) �D (n) (z 0 , r), soit g(z) 4

4g1 (z1 ).
Soit z 1

1 �D(z 0
1 , r) avec g1 (z 1

1 ) c f (z 1
1 , Z 1

1 ).
Soit u�psh (D (n) (z 0 , r) ) avec

]z�D (n) (z 0 , r) : u(z) 42Q( 4 ]z4 (z1 , Z1 ) �D (n) (z 0 , r) : g1 (z1 ) 4 f (z1 , Z1 )( .

Notons que g(z 1
1 , Z 1

1 )cf (z 1
1 , Z 1

1 ), donc u(z 1
1 , Z 1

1 )D2Q et par suite u(. , Z 1
1 ) �

� sh (D(z1
0 , r) ).

]z1�D(z 0
1 , r) : u(z1 , Z 1

1 ) 42Q( 4 ]z1�D(z 0
1 , r) : g(z1 ) 4 f (z1 , Z1

1 )(

est non polaire en vertu du lemme 1. D’où la contradiction.
(i) implique (iv) étant triviale. Pour la réciproque fixons z 04 (z 0

1 , Z 0
1 ) �D , rD0

avec D (n) (z 0 , r) %D. D’après le théorème 4, pour toute g analytique sur D(z 0
1 , r),

gc f (. , Z 0
1 ), ]z1�D(z 0

1 , r) : f (z1 , Z 0
1 ) 4g(z1 )( est polaire. En choisissant la meilleure

fonction g1 comme dans les preuves précédentes, on obtient une contradiction par ap-
plication du lemme 1. Notons que (iv) et (v) sont équivalentes car toute v1 fonction
e-sousharmonique, il existe v0 sousharmonique avec v0Gv1Gv01e.

(i) implique (vi) étant triviale. Pour la réciproque, on notera que E4 ]z�D :
g(z) 4p(z)( est pluripolaire fermé dans D pour p polynôme holomorphe, pc f et
pcg. Sur D0E , Log Ng2pN étant pluriharmonique, donc Log Nf2pN est psh sur
D0E . Il résultera alors que Log Nf2pN est psh sur D. En effet, remarquons d’abord
que Nf2pN�psh (D0E)O[(D), donc Nf2pN�psh (D)O[(D). D’autre part,
Log Nf2pN�psh (D0E) et est localement majorée à travers E. Donc elle se prolonge
en une unique fonction v�psh (D). Il arrive que e v4Nf2pN presque partout sur D
(relative à la mesure de Lebesgue), donc e v4Nf2pN partout sur D. Ceci implique que
Log Nf2pN�psh (D). Ainsi, pour tout polynôme p holomorphe sur Cn (pc f et
pcg), Log (Nf2pN) �psh (D). D’après le théorème 1, f est analytique sur D.

REMARQUE 6: Soit D un domaine dans Cn , f : DKC une fonction continue et A4

4 ]pj : j�N( une suite de polynômes holomorphes sur Cn. Si Log Nf2pN est psh sur
D0]z�D : f (z) 4p(z)( pour p polynôme holomorphe sur C n et p�A . Alors f est ana-
lytique sur D.

Remarquons aussi que si pour tout z 0�D il existe K compact dans C avec Nf2aN

est s.c.s au voisinage de z 0 pour tout a�C0K , alors f est continue sur D.
Notons que la première propriété se démontre en se ramenant d’abord à D4

4B(0 , 1 ). Maintenant en utilisant, pour g analytique sur B(0 , 1 ) (gc f ), une suite de
polynômes ne contenant aucun élément de A et convergeant uniformément vers g sur
les compacts de B(0 , 1 ). On vérifie sans peine que Log (Nf2gN) �psh (D). Ceci im-
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plique, d’après le théorème 1, que f�H(D). Pour la seconde remarque, notons que
pour z 0�D et rD0 avec B(z 0 , r) %D , soit K compact dans C avec Nf2aN est s.c.s sur
B(z 0 , r) pour tout a�C0K (donc Nf2aN2 l’est aussi). Soit j0�N avec K%D(0 , j0 ). Re-
marquons que Nf2aN22NaN24 [NfN22af2af ] est s.c.s sur B(z 0 , r). D’après le lem-
me 3, f est continue sur D.

REMARQUE 7: Les propriétés (ii) et (iii) du corollaire 3 peuvent être remplacées
par: Il existe z 0�D , rD0 avec D (n) (z 0 , r) %D et pour toute g�H(D (n) (z 0 , r) ), gc f, il
existe une fonction u�psh (D (n) (z 0 , r) ) et ]z�D (n) (z 0 , r) : f (z) 4g(z)( %
% ]z�D (n) (z 0 , r) : u(z) 42Q(.

THÉORÉME 5: Soit D un ouvert de Cn , f : DKC une fonction continue. Supposons
qu’il existe u�psh ( D3C) avec u(z , w) GLog Nw2 f (z)N pour (z , w) �D3C. Alors
f est analytique sur D.

DÉMONSTRATION: Pour z 0�D et u(z 0 , . ) �sh (C), on note v1 (w) 4Log Nw2

2 f (z 0 )N pour w�C . Notons que v1�h(C0] f (z 0 )()Osh (C). Donc u(z 0 , . )2v1 est
une fonction sousharmonique sur C0] f (z 0 )( et négative. Elle se prolonge donc en
une fonction sousharmonique et négative sur C, notée encore u(z 0 , . )2v1 .

Il existe donc un unique c�R2 avec u(z 0 , w)2Log Nw2 f (z 0 )N4c pour
w�C0] f (z 0 )(. Donc u(z 0 , w) 4Log Nw2 f (z 0 )N1c pour tout w�C .

Ce qui implique que pour tout z�D avec u(z , . ) �sh (C), il existe un unique réel
négatif noté c(z) avec u(z , w) 4Log Nw2 f (z)N1c(z).

Si u(z , w) 42Q pour tout w�C , on pose c(z) 42Q .
Ceci permet donc de définir une application c : DK [2Q , 0].
Soit z 0�D , rD0 tel que B(z 0 , r) %D.
f(B(z 0 , r) ) étant compact dans C, soit donc RD0 tel que f(B(z 0 , r) ) %

%D(0 , R).
Notons que c est s.c.s sur D. En effet, pour NwNFR et pour tout z�B(z 0 , r),

c(z) 4u(z , w)2v2 (z , w) où v2 (z , w) 4Log Nw2 f (z)N .
Remarquons de plus que u et v2 sont respectivement s.c.s et continue sur

D(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ]. Donc, c est même s.c.s sur D. Remarquons aussi que c est lo-
calement intégrable sur D. Maintenant, montrons que f est analytique sur
B(z 0 , r).

1ère étape: n41. f (D(z 0 , r) ) étant compact dans C, soit donc RD0 avec
f (D(z 0 , r) ) %D(0 , R).

Donc, (w�C0D(0 , R), on a wc f (z) pour tout z�D(z 0 , r).
Soit W 1�[Q

c (D(z 0 , r) ), W 2�[Q
c (C0D(0,R)) avec W 1F0 et W 2F0.

Posons W(z , w) 4W 1 (z) W 2 (w) pour (z , w) �D(z 0 , r)3 [C0D(0 , R) ].
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On a, (b1 , b2�C ;

�Log Nw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯z
(z , w) dm4 (z , w) b1 b11�c(z)

¯ 2 W

¯z ¯z
(z , w) dm4 (z , w) b1 b11

1�Log Nw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm4 (z , w) b1 b21

1�LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm4 (z , w) b1 b21

1�LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯w ¯w
(z , w) dm4 (z , w) b2 b2F0

gremarquer que ��c(z)
¯W 1

¯z
(z)

¯W 2

¯w
(w) dm2 (z) dm2 (w) 4

4��c(z)
¯W 1

¯z
(z)

¯W 2

¯w
(w) dm2 (z) dm2 (w) 4

4��c(z) W 1 (z)
¯ 2 W 2

¯w ¯w
(w) dm2 (z) dm2 (w) 40h .

On a:

��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯w ¯w
(z , w) dm2 (z) dm2 (w) 4

4 �
z�D(z 0 , r)

W 1 (z) y �
w�C2D(0, R)

LogNw2 f (z)N
¯ 2 W 2

¯w ¯w
(w) dm2 (w)z dm2 (z) .

Mais, pour tout z�D(z 0 , r), pour tout w�C2D(0 , R), wc f (z).
Donc, pour tout z�D(z 0 , r), l’application w�C2D(0 , R) KLogNw2 f (z)N est

harmonique. D’où

�Log Nw2 f (z)N
¯ 2 W 2

¯w ¯w
(w) dm2 (w) 40 .

Ce qui implique que

�
z�D(z 0,r)

W 1 (z) y�Log Nw2 f (z)N
¯ 2 W 2

¯w ¯w
(w) dm2 (w)z dm2 (z) 40 .
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Soit b141. Il arrive alors que

��Log Nw2f (z)N
¯ 2W

¯z ¯z
(z, w) dm2 (z) dm2 (w)1��c(z)

¯ 2W

¯z ¯z
(z, w) dm2 (z) dm2 (w)1

12 Ré y��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm2 (z) dm2 (w) b2zF0 , pour tout b2�C .

Ceci implique que

��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm2 (z) dm2 (w) 40 .

En effet, posons

B4Ré y��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯z
(z , w) dm2 (z) dm2 (w)z

et

A4��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯z
(z , w) dm2 (z) dm2 (w)1

1��c(z)
¯ 2 W

¯z ¯z
(z , w) dm2 (z) dm2 (w) (notons alors que AF0) .

Alors, pour tout b2�R , on a A1b2 BF0.
Le cas où BD0 est impossible, car si b2 tend vers (2Q), on a une contradic-

tion.
Aussi le cas où BE0, si on fait tendre b2 vers (1Q), on a une absurdité.
Donc B40.
Par une méthode similaire, on démontre que

C14Im y��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm2 (z) dm2 (w)z40 .

D’où ��LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm2 (z) dm2 (w) 40.

Développons maintenant cette égalité. Il arrive que

0 4�LogNw2 f (z)N
¯ 2 W

¯z ¯w
(z , w) dm4 (z , w) 4

4��LogNw2 f (z)N
¯W 1

¯z
(z)

¯W 2

¯w
(w) dm2 (z) dm2 (w) 4
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4� ¯W 2

¯w
(w) y�LogNw2 f (z)N

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)z dm2 (w) 4

42�W 2 (w) y� ¯

¯w
LogNw2 f (z)N

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)z dm2 (w) .

Donc �W 2 (w) k� 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)l dm2 (w) 40.

Ceci implique que � 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z) 40.

Supposons par l’absurde qu’il existe w0�C0D(0,R) avec

� 1

w02 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z) c0 .

Sans perte de généralité, on admet que

Ré y� 1

w02f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)zc0 et même Ré y� 1

w02f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)zD0 .

Notons alors que l’application

w�C0D(0 , R) O y� 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)z est continue ,

donc, il existe r1D0 et sD0 avec D(w0 , r1 ) %C0D(0 , R) et pour tout

w�D(w0 , r1 ) , Ré y� 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)zF s .

On choisira alors une fonction W 2�[c
Q (D(w0 , r1 ) ), W 2F0 et W 2 (w0 ) D0.

�W 2 (w) yRé� 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)z dm2 (w) F�W 2 (w) s dm2 (w) D0 .

D’où la contradiction.

Ainsi k� 1

w2 f (z)

¯W 1

¯z
(z) dm2 (z)l40 pour toute W 1�[c

Q (D(z 0 , r1 ) ), W 1F0 et

pour tout w�C0D(0 , R).

Ceci implique que z�D(z 0 , r) O
1

w2 f (z)
est analytique sur D(z 0 , r) (pour

w�C0D(0 , R) ). Donc, en particulier, f est analytique sur D(z 0 , r).

2ème étape: nF2. Soit z 04 (z 0
1 , R , z 0

n ) �D , rD0 avec D (n)(z 0 , r) %D . Fixons
W j�[c

Q (D(z 0
j , r) ), W jF0 pour tout j� ]1, R , n(. Posons W(z) 4W 1 (z1 ) Q

Q W 2 (z2 ) R W n (zn ) pour z4 (z1 , z2 , R , zn ).
Soit RD0 avec f (D (n) (z 0 , r) ) %D(0 , R).
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Soit c�[c
Q (C0D(0 , R) ), cF0. On définit alors u(z , w) 4W(z) c(w) pour

z�Cn et w�C . On pose zn114w . Dans ce cas, on a

�( LogNzn112 f (z)N1c(z) ) !
j, k41

n11
¯ 2 (u)

¯zj ¯zk

(z , zn11 ) bj bk dm2n12 (z , zn11 ) F0 .

Fixons b141 et b24R4bn40. Il arrive que

�LogNw2 f (z)N
¯ 2 (W)

¯z1 ¯z1

(z) c(w) dm2n12 (z , w) b1 b11

1�c(z)
¯ 2 (W)

¯z1 ¯z1

(z) c(w) dm2n12 (z , w) b1 b11

12 Ré y�LogNw2 f (z)N
¯(W)

¯z1

(z)
¯(c)

¯w
(w) dm2n12 (z , w) b1 bn11z1

1�LogNw2 f (z)N
¯ 2 (c)

¯w ¯w
(w) W(z) dm2n12 (z , w) bn11 bn11F0 .

Remarquons alors que, pour tout z�B(z 0 , r), pour tout w�C0D(0 , R) on a wc f (z).
Donc

�LogNw2 f (z)N
¯ 2 (c)

¯w ¯w
(w) W(z) dm2n12 (z , w) 4

4�W(z) y�LogNw2 f (z)N
¯ 2 (c)

¯w ¯w
(w) dm2 (w)z dm2n (z) 40 .

Pour b141, alors

�Log Nw2f (z)N
¯ 2 (W)

¯z1¯z1

(z) c(w) dm2n12 (z, w)1�c(z)
¯ 2(W)

¯z1¯z1

(z) c(w) dm2n12 (z, w)1

12 Ré y�LogNw2 f (z)N
¯(W)

¯z1

(z)
¯(c)

¯w
(w) dm2n12 (z , w) bn11zF0

pour tout bn11�C .
Ceci implique que

0 4�LogNw2 f (z)N
¯(W)

¯z1

(z)
¯(c)

¯w
(w) dm2n12 (z , w) 4

4�W 2 (z2 ) R W n (zn ) y��LogNw2 f (z)N
¯(W 1 )

¯z1

(z1 )
¯(c)

¯w
(w) dm2 (z1 ) dm2 (w)z Q

Q dm2n22 (z2 , R , zn )

pour toute W j�[c
Q (D(z 0

j , r) ), W jF0 pour tout j� ]2, R , n(.
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Donc

0 4��LogNw2 f (z)N
¯(W 1 )

¯z1

(z)
¯(c)

¯w
(w) dm2 (z1 ) dm2 (w) 4

4� ¯(c)

¯w
(w)y�LogNw2 f (z)N

¯(W 1 )

¯z1

(z1 )
¯(c)

¯w
(w) dm2 (z1 )z dm2 (w)

pour tout Z1�D (n21) (Z1
0 , r).

D’après la première étape, ceci implique que l’application g, définie par g(z1 ) 4

4
1

w2 f (z1 , Z1 )
est analytique sur D(z1

0 , r) pour tout Z1�D (n21) (Z1
0 , r) et

w�C0D(0 , R).
Donc f (. , Z1 ) est analytique sur D(z1

0 , r) pour tout Z1�D (n21) (Z1
0 , r). Par une mé-

thode analogue, on démontre que f (. , Zj ) est analytique sur D(zj
0 , r) pour

j� ]2, R , n(.
D’après le théorème de Hartogs (cf. [6]), f est analytique sur D (n) (z 0 , r). Donc

pour tout w�C0D(0 , R), on a u1 (z) 4LogNw2 f (z)N est pluriharmonique sur
D (n) (z 0 , r).

D’où c(z) 4u(z , w)2LogNw2 f (z)N est psh sur D (n) (z 0 , r).

COROLLAIRE 4: Soit D un ouvert de Cn , K fermé pluripolaire dans D et E fermé po-
laire dans C.

Soit u�psh ((D0K)3(C0E)) avec ](z, w)�(D0K)3(C0E) : u(z, w)42Q(4F
est fermé dans (D0K)3 (C0E).

Soit f : D0KKC une fonction continue et localement bornée à travers K.
Supposons que u(z , w) GLogNw2 f (z)N pour tout (z , w) � (D0K)3 (C0E).
Alors u se prolonge de manière unique en une fonction v�psh (D3C), il existe

une fonction c : DK [2Q , 0] psh et une fonction g analytique sur D avec gND0K4 f et
v(z , w) 4LogNw2 f (z)N1c(z) pour tout (z , w) �D3C. Si de plus e v est de classe [l

sur D3C0](z , w) �D3C : w4g(z)( (l�N), alors ]z�D : c(z) 42Q( est fermé
dans D, c est continue sur D0]z�D : c(z) 42Q( et e c est de classe [l sur D.

DÉMONSTRATION: Soit A4 ]z�D0K : u(z , . ) 42Q sur C0E(. F étant fermé
dans (D0K)3 (C0E), donc A est fermé dans D0K. Notons aussi que A est pluripolai-
re dans D0K (d’après le lemme 2). Soit z 0�D0 (KNA). Considérons v1 (w) 4

4u(z 0 , w)2LogNw2 f (z 0 )N pour w�C0 (EN ] f (z 0 )(). Notons que v1 est soushar-
monique négative sur C0 (EN ] f (z 0 )().

EN ] f (z 0 )( étant fermé polaire dans C, donc v1 se prolonge en une fonction sh et
négative sur C (notée encore v1 ). D’où, il existe une constante unique c�R2 avec
u(z 0 , w) 4LogNw2 f (z 0 )N1c.

Ceci permet donc de définir une fonction c : D0 (KNA) KR2 .
Pour z�A, on pose c(z) 42Q.
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Pour z 0�D0K , rD0 avec B(z 0 , r) %D. Soit RD0 avec f (B(z 0 , r) ) %D(0 , R).
((z , w) �B(z 0 , r)3 [C0D(0 , r) ], on a u(z , w)2LogNw2 f (z)N4c(z). Donc c

est s.c.s sur B(z 0 , r).
On démontre, de manière analogue au théorème 5, que f est analytique sur D0K . K

étant fermé pluripolaire dans D et f localement bornée à travers K, donc f se prolonge
en une fonction g analytique sur D.

cG0 sur D0K , il résulte que u est localement majorée sur D3C à travers [K3

3CND3E]( (D0K)3 (C0E) 4D3C0[K3CND3E] ). Donc u se prolonge en
une fonction v�psh (D3C)(K3CND3E est fermé pluripolaire dans D3C).

v(z , w) GLogNw2g( z )N, pour tout (z , w) �D3C0 (K3CND3E), donc
v(z , w) GLogNw2g(z)N pour (z , w) �D3C.

Utilisant le raisonnement plus haut, il résulte alors que v(z , w) 4LogNw2

2g(z)N1c1 (z) où c1 : DK [2Q , 0] est une fonction s.c.s dans D.
En fait, c1 est psh sur D , c14c sur D0K . Notons qu’on pourra utiliser Shiffman [15].

REMARQUE 8: Soit D un ouvert de Cn, u�psh (D3C), f et g : DKC deux fon-
ctions n-harmoniques.

Supposons que u(z , w)GLogNw2 f (z)N1LogNw2g(z)N pour (z , w) �D3C .
Alors, f et g sont analytiques sur D, il existe une fonction c : DKR2 psh avec

u(z , w) 4LogNw2 f (z)N1Log Nw2g(z)N1c(z) pour tout (z , w) �D3C.
En particulier si u(z , w) Gh(w)1C(z) où h : CKR harmonique et C : DKR

une fonction. Alors u(z , w) 4h(w)1c(z) où c est sousharmonique sur D et
cGC.

REMARQUE 9: Utilisant les notations du théorème 5 et de sa preuve avec D4Cn 0E
où E4E1NE2 , E1 compact dans Cn et E2 polaire fermé dans Cn. Alors, la fonction c
ainsi introduite est une constante négative. Dans ce cas u(z , w) 4LogNw2 f (z)N1c ;
c�R2 . Ainsi sur Cn3C , toute u minorante plurisousharmonique de v, où v(z , w) 4

4LogNw2 f (z)N avec f : CnKC et v s.c.s sur Cn11, est de la forme u4v1c avec
c�R2 .

D’une façon générale, si D est parabolique (c’est à dire, toute u1�psh (D), u1G0
alors u1 est constante), c est constante sur D.

Dans la preuve du théorème 5, remarquons qu’il peut y arriver que c peut être non
pluriharmonique.

EXEMPLE: D4D(0 , 1 ). c(z) 4NzN222; c�h(D). Soit u(z , w) 4LogNw2zN1

1 (NzN222). Remarquons que u(z , w) GLogNw2zN pour tout (z , w) �D3C .

REMARQUE 10: Avec les mêmes notations du théorème 5 et de sa preuve,
c�prh (D) si et seulement si u�prh (D3C0F) où F4 ](z , w) �D3C : w4

4 f (z)(.
Il peut y arriver que l’hypothèse LogNw2 f (z)N admet une majorante psh, dans

D3C , ne garantit pas l’analyticité de f.
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EXEMPLE: Soit u(z , w) 4Log (NwN1NzN) pour (z , w) �C2. Soit f (z) 4z, f est con-
tinue sur C. On a Log Nw2 f (z)NGu(z , w) pour tout (z , w) �C2. D’après Hörman-
der [6], u�psh (C2 ) mais f�H(C). Cependant on a

REMARQUE 11: Soient D un ouvert de Cn et f : DKC une fonction.
Soit u : D3CK [2Q , 1Q[ une fonction plurisousharmonique avec E4

4 ](z , w) �D3C : u(z , w) 42Q( contient le graphe d’une fonction n-harmonique g
sur D.

Supposons que Log Nw2 f (z)NGu(z , w) pour tout (z , w) �D3C.
Alors f est analytique sur D.

3. - SUR LE THÉORÈME DE HARTOGS

On propose une extension du théorème de prolongement de Hartogs (cf. [6]).

THÉORÈME 6: Soient D un ouvert de Cn , nF2 et L compact dans D avec pour toute
V composante connexe de D, V0L est une composante connexe dans D0L . Supposons
qu’il existe un polynôme analytique non constant p avec Log Np(w)2 f (z)N admet une
minorante psh dans (D0L)3 (C0K) où K est un sous-ensemble compact dans C.

Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans D.

DÉMONSTRATION: Sans perte de généralité on admet que p(w) 4w pour tout w�C .
D’après la preuve du corollaire 4, f est analytique sur D0L . Sur toute V composante
connexe de D , V0L est un ouvert connexe et de plus LOV est un sous-ensemble
compact dans V. D’après le théorème de Hartogs [6], f se prolonge dans H(V).
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