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Sur quelques propriétés d’analyticité concernant les fonctions et
leurs graphes (**)

Reésume. — Nous démontrons des résultats liés a I'analyticité des fonctions par la structure
pluripolaire du graphe ou d’autres propriétés.

Su alcune proprietd di analiticitd riguardanti le funzioni e i loro grafici

Riassunto. — Si dimostrano alcuni risultati di analiticita delle funzioni attraverso la struttu-
ra pluripolare del grafico o altre proprieta.

1. - INTRODUCTION

Soit D un ouvert de C”. Il est bien connu que si f est holomorphe dans D, son gra-
phe est un sous-ensemble analytique complexe (donc pluripolaire) dans D x C.

Nous posons la question suivante: si le graphe d’une fonction continue est pluri-
polaire, cette fonction est-elle analytique complexe?

Nous démontrons, entre autres, des résultats de prolongement concernant les fon-
ctions analytiques ainsi qu’une classe importante de fonctions plurisousharmoniques.
En outre, nous généralisons le théoréme de prolongement de Hartogs a une classe de
fonctions plurisousharmoniques. Dans toute la suite, nous désignerons par H(D),
psh (D), prh (D), sh(D) et h(D) respectivement I’ensemble des fonctions holomor-
phes, plurisousharmoniques, pluriharmoniques, sousharmoniques et harmoniques sur
D. Pour la théorie de ces classes de fonctions, nous renvoyons aux ouvrages suivants:
Hormander [6], Krantz [9], Ronkin [12], Lelong [10], Henkin [5], Vladimirov [17],
Rudin [14], Hayman [4], Range [11] et Klimek [8].

(*) Indirizzo dell’ Autore: Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Tunis,
1060 Tunis (Tunisia).
(**) Memoria presentata il 23 settembre 2003 da Giorgio Letta, uno dei XL.
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Sur la théorie des fonctions 7-harmoniques, nous renvoyons a Rudin [13]. Nous
désignerons par 7z,, la mesure de Lebesgue dans C”.

Pour z2°eD, r>0, A" (2°, #) est le polydisque centré en z° et de polyrayon 7 et
A" (7%, r) est son adhérence dans C”.

B(z°, ) ={zeC": |z —2°| <7} (||.]| est la norme euclidienne dans C”),
B(z°, ) = {ze Cilz = 2°|| <7} Pour je{1,...,n} et 2°=(20,..., 2) on écrit
2°=(z",Z0) avec 2’ eC et Z) = (2, ..., z° 1, 201, -y 23).

f:D—C,
f(z",.): D(z)) = C,
Z,—f(z0, Z),
(., Z): D(Z}) —C,
2=z, Z0).

Ré (f) et Im () sont respectivement les parties réelle et imaginaire de £, Pour ze C,
Ré (z) est sa partie réelle. Si U est un ouvert dans R”, U désigne la frontieére de U et
pour f: U—[— o, + o[ semi-continue supérieurement on écrira f est s.c.s. Pour
xo€R”, ||l est la norme euclidienne du vecteur x, et B(x,, #) = {xe R": [x —
—xoll <r}.

John Green a introduit la notion de fonction &-sousharmonique de la facon
suivante:

Derinirion: Soit V un ouvert de R”, # = 2, et soit § un nombre réel strictement po-
sitif. f: V—[— o, + o[ est dite §-sousharmonique si:
(i) f est semi-continue supérieurement dans V.
(ii) Pour tout ouvert non vide Uc V, il existe x,e U avec f(x,) > — .
(iii) Pour tout V'c V (V' compact dans V), pour toute » harmonique sur V' et
continue sur V', la condition /<A sur V' implique f<h + & sur V'.
John Green a prouvé le résultat suivant:

Tutorime (J. Green): Soient V. un ouvert de R" (n=2), §>0 et f: V—
— [— oo, + o[ une fonction &-sousharmonique.
1] existe uesh (V) avec (*) u<f<u+8 sur V.

On pourra vérifier qu’une fonction &: V— [ — o, + oo s.c.s et vérifiant (*) (au
lieu de f) est &-sousharmonique sur V.

ProrosiTioN 1: I/ n’existe aucune fonction k: R”— [ — o, + o[ sousharmonique
telle que k(x) < —||x|? pour tout xe R” (n=2).

DEMONSTRATION:  Le cas de R* est trivial. Pour 7 =3, supposons qu'il existe
k: R"— R sousharmonique avec k(x) < —||x|? pour tout xeR”".
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R
Soit x°eR”. Pour R >0 avec ||x°| < > on a
k(x°) < Sup k(x) = Sup k(x) < Sup (—||x|P) = —R2.
Il <R [l =R lldl =R
D’ou £(x°) < —R?. Si on fait tendre R vers + %, on obtient £(x°) = — % pour tout

x%eR”. Ce qui est impossible.
En réalité, on pourra vérifier que toute fonction f: R”—R continue avec

Rlim (Sup f(x)) = — o, fn’a pas une minorante sousharmonique dans R”. Notons
e =R

que cette condition n’est pas nécessaire d’aprés I'exemple suivant.

ExempLE:  Soit £ (x, %5, ..., x,) = —x{. Remarquons que pour tout R >0,

HSHupfl(x) =0. Donc RlirE (|S|upf1(x)) =0. Cependant, f; n’a pas une minorante
x| =R —+® |x=R

sousharmonique dans R” (dans R?, la preuve est évidente, car toute fonction soushar-

monique majorée dans R? est constante). Supposons que # =3. Pour j=1, ..., n,
notons

T R"—=R" oy, ooy x,) = (5, X, ooy X2 g, X0, X1 ey X))
T, est linéaire et | T;(x)|| = [[x|| pour x € R”. Dong, si /; admet une minorante £, sous-
harmonique dans R”, &;= £, o T; est minorante sousharmonique de f; o T; = /; sur R”".
Remarquons que £, ..., &, sont sousharmoniques sur R”. 1l résulte que &, (x) + ... +
+k,(x) = u(x) < —||x|? pour x € R”. Notons aussi que # e sh (R”). Donc g(x) = — ||x|?

admet une minorante sousharmonique dans R”. Ce qui contredit la proposition précé-
dente. Il résulte que sur tout domaine de R”, il existe une fonction continue n’ayant
pas une minorante sousharmonique.

Nous citons ici une famille importante de fonctions 8-sousharmoniques.

Soient #,v: U—[— o, + o[ deux fonctions avec f = (u + v) est s.c.s sur U (ouvert
de R”) et § un nombre réel strictement positif. Supposons que # est sousharmonique
et 0<v<8& sur U. Alors f= («+ v) est une fonction §-sousharmonique sur U.

2. - PROPRIETES DU GRAPHE

TutoreME 1: Soit D un domaine de C". f: D— C une fonction n-harmonique. E =
={(z,w) eDxC: w=f(2)}

Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) f est analytique dans D;

2) E est un sous-ensemble analytique complexe dans D X C,;

3) E est pluripolaire dans D X C;
)

4) Pour toute fonction g:D—>C analytique, Log|f— g| est psh sur D (pour
g=f);

(
(
(
(
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(5) Pour tout p polynéme holomorphe sur C”, Log |f — p| est psh ou égale (— )
sur D;

(6) u; est psh sur DX C|E (u;(z, w) = Log|w — f(2) | );

(7) Il existe z°e€D, r>0 avec A (°,r)cD et Vje{l,...,n},
VZed" (Z", r),¥geHD(z, r); {zeD’, r): f(z, Z;) = g(z)} est polaire (ou
{(z;, w) eD(z0, r) x C: w=Ffz;, Z;)} est pluripolaire) ou égale D(z, r);

(8) V2= (z/,...,2))eD, VY e {1, ..., n}, Y p polynéme holomorphe sur C, la
fonction Log |f(., Z) —p| est sousharmonique ou identique a (—o) sur D(Z0);

9) V2= (z,....,20)eD, Vje{l,..., n}, Vp polynéme holomorphe sur C,

1
——————  est sousharmonique sur {z,eD(z,r): flz, Z) —pz) #0}
|f(,Z/O)_p|2 ] % % 7 7
(4" (2°, ) cD);
(10) I/ existe z°e D, >0 avec B(z°, r)c D et a: C— C un bibolomorphisme de

maniére que F={(z, w) e B(z°, r) X C: alw) =f(2)} est pluripolaire.

DemonstraTiON: 11 est bien connu I’équivalence entre les assertions (1) et (2).
(1) implique (3) est triviale. Pour (3) implique (1), on a les deux étapes
suivantes.

19¢ étape: n = 1. Soit u € psh (D x C) avec EC {(z, w) e DX C: u(z, w) = — o }.
Soit z2° e D. On choisit #> 0 avec D(z°, ) cD. f=p + ig ou p et ¢ sont harmoniques
sur D(z°, 7), p est la partie réelle de /. Supposons que f n’est pas holomorphe sur
D(z°, r). Choisissons w;: D(z°, r) — C holomorphe avec Ré () = p. Ecrivons que
wi=p+i0 ou 0:D(z°, r)—R harmonique. Comme # n’est pas holomorphe sur
D(z°, #), alors (w; — f) = (@ — g) n’est pas constante.

Notons que (6 — ¢)(D(z°, 7)) contient un intervalle ouvert et non vide noté I. On
aura besoin du lemme suivant.

LemMe 1: Soit b : U—R harmonique non constante (U domaine dans R, d=2).
Alors ] =h(U) contient un intervalle ouvert dans R, de plus, pour tout fe], F=
={xeU: h(x) =} nest pas polaire.

DEMONSTRATION: A étant continue et U ouvert connexe dans R, donc A(U) est
connexe dans R et par suite 5(U) est un intervalle dans R. Comme 5 n’est pas constan-
te, alors A(U) contient un intervalle ouvert non vide.

VBe], Axye U avec h(x,) =B. Soit >0 avec B(xg, ) c U.

F étant fermé dans U, donc U\F est ouvert. Plus exactement H?~'(F) >0 ou
H¢~ ! est la mesure de Hausdorff (4 — 1)-dimensionnelle associée a la distance eucli-
dienne ([3]).

Notons que (5 —f3) est harmonique au voisinage de B(x,, 7).

Donc (b — ) est lipchitzienne sur B(x, 7).



5] —

|h—pB| est harmonique sur B(x,, 7)\F; ou F,=B(xy, r) N F (F; étant fermé
dans Bl(x,, 7)).

Si HY=1(F,) =0, alors d’aprés [16], la fonction positive |5 — | est harmonique
sur B(xg, 7). Mais |h — | atteint son minimum en x,. Donc h=f partout sur
Bl(xg, 7). b étant analytique réelle sur U, il résulte que » = 8 sur U. D’ot1  est constan-
te. Ceci étant impossible.

Pour le reste de la preuve de la premiére étape, notons maintenant que, pour tout
ael, Fla)={zeD(z" r): (w;—f)(z) =i(0 — q)(z) =ia} n’est pas polaire dans
D(z°, ). Considérons I'application

v: D 1) x C—D(° r) x C,
(z,B) = (2, w(2) — P).

v est un biholomorphime de D(z°, #) X C sur »(D(z°, ) X C) = D(z°, ) x C. Donc
uovepsh(D(z°, r) x C). D’out v "' (E) est pluripolaire. Remarquons que, pour tout
B el, pour tout ze F(B), on a u(z, w,(z) —if) = ulz, f(z)) = — .

{zeCiw (x) =i =f2)} ={z2eC:(z, w,(z) — ) €E}.

D’ou Cap*({feR: Cap*({zeC :(z, w,(z) — i) €eE}) >0}) = Cap*({feR:
Cap*({zeC: (z,B8)ev "(E)}) >0}) =Cap*(I) car Ic{feR: Cap*({zeC:
(z, wy(z) —iB) e E}) > 0}. Maintenant Cap*(I) > 0. D’ott v ~'(E) n’est pas pluripo-
laire. Ceci étant impossible (Cap™ étant la capacité logarithmique extérieure sur C).

2% étape: n = 2. Soit u e psh (D x C) avec EC {(z, w) e DX C : u(z, w) = — 0 }.
Soit z°= (20, Z2) € D avec u(z°,.) esh(C). On travaille localement. Soit >0 tel
que A" (z° r)cD; A (2°, r) étant le polydisque ouvert centré en z° et de polyra-
yon 7. Notons que u(., Z),.): D(z0, 1) X C—>[— o0, + o[

(zly U)) H”(Zl) Zlo) w)

vérifie u(., Z?,.) e psh (D(z{, r) X C).

(., Z2) étant harmonique sur D(z’, r) dont son graphe est inclus dans
{(z, w) eD(z{, ¥) X C: ulzy, Z{, w) = — o0 }.

D’aprés la premiere étape, (., Z{) est holomorphe sur D(z/, 7).

Appliquons le méme procédé, on a f(., Z) est analytique complexe sur D(z/, )
pour tout =1, ..., n. D’apreés le théoréeme de Hartogs (cf. [6]), f est analytique sur
A" (2%, #) (raisonner par I'absurde). Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2: Soit vepsh (G %X C) oa G est domaine dans C”.
Soit X={zeG:v(z,.) ¢sh(C)}. Alors X est pluripolaire dans G.

DEMONSTRATION:  Soit (z°, wp) € G X C avec v(z°, wy) > — ®.
On définit Y= {ze G : v(z, wy) = — » }. Notons que »(., w,) € psh (G), donc Y
est pluripolaire dans G.
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Pour tout ze G\Y, on a v(z, w,) > — o, donc v(z, .) €sh (C). Il résulte alors que
z¢ X. Dot G\Yc G\X et cela implique que X Y. En particulier, X est pluripolaire
dans G.

Pour le reste de la preuve du théoréme 1, notons que {ze D : f n’est pas analytique
au voisinage de z} est un ouvert pluripolaire, c’est donc vide. Ceci montre que f est
analytique sur D.

(1) implique (4) est triviale. Pour (4) implique (1) on suivra les deux étapes
suivantes.

19¢ étape: n=1. Soit 2°e D, r>0 tel que D(z°, r) cD.

Soit g : D(z°, #) = C holomorphe de maniére que Ré (g) = Ré (f). Supposons que
f n’est pas holomorphe sur D(z°, 7). Posons f=p+ig, g=p +ig,, Ré(f) =p=
=Ré(g) (g et ¢, sont harmoniques). On a (£ — g) n’est pas constante, donc (¢ — ¢;) est
harmonique non constante.

(g —q,)(D(z°, 7)) contient un intervalle ouvert de R et non vide noté J. Pour B €],
ona{zeD(z% r): f(z) = g(z) + B} = {zeD(°, r): (g — ¢1)(z) = B} n’est pas polai-
re d’apres le lemme 1. Ce qui est impossible (remarquer que (g + 73) est holomorphe).
D’ot £ est analytique sur D. Remarquons que si # = 2, f est pluriharmonique et si pour
toute ¢ : D— C holomorphe (et g # /), {ze D : f(z) = g(z) } est pluripolaire, alors f est
holomorphe.

297 étape: n = 2. Si f est constante alors f est analytique. Supposons que f n’est pas
constante. Alors, pour tout a € C, 2 Log |a — f| et par suite |a — f|? est psh sur D. Cela
implique que fe prh (D). En effet, pour T: C”— C” transformation C-linéaire, on a
VaeC, Log|a—f| est psh dans D. Donc e?™&l*~/l = |4 — f]? Test aussi.

|a—f?oT=|a—foT|* est sousharmonique sur T~ '(D). Ceci implique que
foT est harmonique sur T '(D). Développons en réalité |a—foT|*>= |a|®—
—afoT—alfoT) + |foT|%

Donc A(|a —fo T|2) = —aA(foT)—aA(foT) + A( |fo T|2) = 0 pour tout 2 € C.
Remarquons que si 2€ R, on obtient —a RE[A(foT)] + A(|foT|?) = 0. Le cas ou
Ré [A(FoT)] > 0 est impossible, car si a tend vers (4 ), on conclut une contradic-
tion. La méme conclusion est obtenue si Ré(A(foT))<0. Dot Ré(A(foT))=0.

Un raisonnement analogue prouve que Im (A(foT)) =0.

D’ou A(foT) =0. D’apres Klimek [8], fe prh (D).

Soit z°e D, »> 0 avec B(z°, ) cD. Soit g : B(z°, ) — C holomorphe de maniére
que Ré(f) =Ré(g). Si fn’est pas holomorphe, alors Log |f— g| est psh sur B(z°, 7).
En particulier {ze B(z°, 7): Log |f(z) —g(z) | = =} = {zeB(z°, r): f(z) — glz) =
=0} est pluripolaire.

Notons que A={zeB(z’#): Im (f(z) — g(z)) =0} est non vide. D’aprés le lemme 1,
A est non polaire (donc non pluripolaire). D’ot la contradiction.

(1) implique (5) est triviale. Pour (5) implique (1). Soit 2°€D, r>0 avec
B(z°, r)cD. Soit g : B(z°, r) = C holomorphe et g # /. Soit (p;);, une suite de polyno-



mes holomorphes convergeant uniformément vers g sur B(z’, 7). Alors (Log|f—p;|)
converge uniformément vers Log |f—g| (de plus Log |[f—g| est s.c.s dans B(z°, 7)),
donc Log |f—g| est psh sur B(z", r). D’aprés (4), f est analytique sur D.

(1) implique (6) est triviale. Pour (6) implique (1), notons que #; est s.c.s sur
DxC. Soit aeE, r>0 avec a+rD(0, 1) bcDxC. On a

2
u(a) = —0 < — J’ul(a-f—remb) do
0

donc #; € psh (D x C). D’aprés Abidi [1], fe H(D). (1) implique (7) est bien connue.
Pour (7) implique (1), on fixe 2° = (z, Z) € D. Soit # > 0 avec 4" (z°, ) c D. Sup-
posons que £(., Z) n’est pas holomorphe sur D(z°, ). Ecrivons que f(., Z) =p +
+ig,p =Ré(f(., Z)) et notons que p et g sont harmoniques sur D(z, 7). Soit g = (p +
+ 76) holomorphe sur D(z, 7) oup = Ré (g). Comme [ f(., Z{') — g] n’est pas constante,
il résulte que (g—0)(D(z,7)) contient un intervalle ouvert dans R qu’on note I.

Vael, {zeD(, r): fz;, Z{) — g(z;) =ia} est non polaire d’aprés le lemme 1.
D’oti la contradiction.

Maintenant, la condition pour tout z°eD et r>0 avec A" (z° r)cD,
{(zj, w)eD(z), ) x C: w=F(z,Z")} est pluripolaire (Vje{1,...,n}), dapres
(3), cela implique que f(., Z) est holomorphe. D’aprés le théoréme de Hartogs (cf.
[6]), f est analytique sur D.

(1) implique (8) est triviale. Pour (8) implique (1). Soit z° € D. Supposons que
(., Z?) n’est pas holomorphe en z{ (z°= (2, Z!)). Ecrivons comme d’habitude,
F(., Z0) =p+iq ou p et g sont a valeurs réelles. Soit g holomorphe de maniére que
Ré(A., Z)) =Ré(g). Soit (p;);>, une suite de polyndmes holomorphes convergeant
uniformément vers g sur D(z/, ) c D(Z}). Notons alors que (Log |f— p;|) converge
uniformément vers Log |£(., Z{) — g| .

Log |A(., Z) — g| étant s.c.s, donc Log |f(., Z{) — g| est sousharmonique sur
D(z{, r). En particulier, {z e D(z{, r): f(z, Z) = g,(z;)} est polaire (pour toute
fonction g, € H(D(z{, r)). D’apres (7), f(., Z{) est holomorphe sur D(z!, ). D’ou la
contradiction.

(1) implique (9) est connue. Pour (9) implique (1), d’apres le théoréme de Hartogs
(cf. [6]) on se raméne a n =1,

Soit 2°e D, > 0 avec D(z°, ) cD. Soit g : D(z°, r) = C holomorphe avec g # f.
Soit aussi (p;);>; une suite de polynémes holomorphes convergeant uniformément
vers g sur D(z°, 7/2). Remarquons que sur {zeD(z°, 7/2): f(z) #g(z)}, on a
(;) converge localement uniformément vers ——— . Il résulte que

R 7=aP
W est sousharmonique sur {ze D(z°, #/2): f(z) # g(z)}. Ceci implique que f

est holomorphe.
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Ecrivons que f=p + ig ot p = Ré(f). Soit g = (p + 6) holomorphe sur D(z°, r)
de maniére que p est la partie réelle de g. Soit a € R avec la condition a? —3(6 —
—g)*>0 sur D(z°, #/2).

21 = (g+ a) est holomorphe sur D(z°, ). Notons que g (z) # f(z) pour tout
zeD(2°, 7).

I 1
o=/ P+ O-9*
96 2
20— = -2
2 1 0z 0z
| |la—f? (a?+ (0 — g)*)?
06 3
‘ A a2+ 3(0 - 97
92 1 B o0z Oz <0
&z | g —/] [a?+ (0 — )P o
o2 1
D’autre part —— =0.
0z 0z |g1 |
00  9q |2 0 . )
Donc i =0 sur D(z", 7/2). Notons que (6 — g) est a valeurs réelles,
4 4

donc (6 — g) est constante sur D(z°, /2).

(6 —g) étant analytique réelle sur D(z°, r), donc (@ —g) est constante sur
D(z°, 7).

0—g=c ot ceR. Donc f=p+ig=p+i0—c)=p+i0—ic=(g—ic) est
holomorphe.

L’assertion (1) implique (10) est connue. Pour (10) implique (1), a : C— C étant
un biholomorphisme, donc il existe a, be C (a# 0) avec alw) = aw + b. Donc

{(z, w) e B(z°, r) x Cla(w) =f(2)} = [z w) eB(z°, r) x Clw = lf(z)— ’
a

a

est pluripolaire. D’aprés (3), ( —f- —) est holomorphe sur B(z°, 7). Cela implique
que f est méme holomorphe ‘sér D. ¢
Dans la suite de ’article, on utilise le lemme suivant

LEMME 3: Soz't D un domaine dans C”, f: D— C une fonction, K compact dans
Dx C; = |w—f(2)| pour (z, w)eD x C. On a I'équivalence suivante

(i) f est continue sur D;
(ii) v est s.c.s sur DX C\K.



DemonstraTION: (i) implique (ii) est triviale. Pour (ii) implique (i), on a v est s.c.s
positive, donc v? est aussi s.c.s sur D X C\K.

02 (z, w) = |w|? —wf(2) —wf(2) + |f(2) |2
Soit R>0 avec KcDXxD(0,R). Il résulte que »? est s.c.s sur Dx[C\D(0,R)].
Alors, pour tout />R (jeN), on a —j[f+f]+ |f|? est s.c.s sur D.

A?

Donc (— [f+ 7]+ -2 | est une suite décroissante de fonctions s.c.s, donc sa li-

mite est s.c.s. C’est a dire —2 Ré (f) est s.c.s sur D. Remplacons respectivement w par
—7, (@) et (—7) ou (i?= —1), on vérifie que f est continue sur D.

TueorREME 2: Soit D un ouvert de C", f: D— C une fonction.
u(z, w) =Log|w—f(2)|,(z, w)eDXC.
L un bhyperplan complexe de C"*' non paralléle a la droite {0} X C et coupant
DxC.
Supposons que ue psh (D x C|L). Alors f est holomorphe dans D.

DemonsTRATION:  Soit z°eD. Supposons que z°¢L. On fixe »>0 tel que
B(z°, r)c D. Soit p;: C"*'—C"*!(j=1 ou 2). P, est la projection sur L parallele-
ment 2 {0} X C; p, est la projection sur {0} x C parallelement a 'hyperplan C” x
x {0}. Soit K = p,0p; (B(z°, 7)), K est compact dans {0} x C qui sera par la suite iden-
tifié a un compact de C noté encore K.

Remarquons que « e psh (B(z°, ) x C\K). Pour (z, w) € B(z°, r) x C\K, soit
v(z, w) = 2w,

Le lemme 3 implique que f est continue sur D.

Le cas ou #=1. Notons que f est continue sur D(z°, »), donc « est s.c.s sur
D(z°, r) x C. Rappelons que Log|w —f(z) | est psh sur D(z°, r) x C.

On a u e psh (D(z°, r) X (C\K)). Ceci implique d’abord que # est harmonique sur
D(z°, 7). Notons par A le laplacian par rapport a la variable z(z e D(z°, 7)).

v est continue sur D(z°, 7). Supposons qu’il existe une fonction ¢ € [ (D(z°, 7)),
@ =0 avec {A(f), ¢) #0. Dou (A(f) + A(f), @) #0 ou (A(f) — A(f), ¢) #0.

Le cas (A(f) +A(f), @) =0, développons {(Av(., w), @)= —uwl{A(f), ¢)—
—w{A(f), @)+{A(|f]*), ¢)=0 pour tout weC\K. Si weR\K, on a (1):
—w(A(f) + A(f), @)+ {A( |71?), @) =0, dans ce cas, on doit avoir (A(f) + A(f),
@) =0, car Ihypothése (A(f) + A(f), @) # 0 implique une contradiction en faisant
tendre w vers + ® ou (— o) dans (1). Pour w e (/R)\K, on a aussi {(4u(., w), ¢) =
= w{A(f) = A(f), @) + {A(|f|?), @) = 0.Si{A(f) — A(f), @) # 0, on obtient une ab-
surdité si (i) tend vers 4+ o ou (—).

1l résulte que A(f) =0 au sens des distributions. D’aprés le lemme de Weyl et
compte tenu de ’hypothése f continue, on déduit que f est harmonique sur D(z°, 7).
En particulier £ est de classe (*.

Pour zeD(z°, r) et |w| assez grand, notons v,(z, w) =2 Log|w —f(z)| =
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=Log(|w—f(2)]?). On a

52 52
"L (z,0) =0, Y (2 w) =0,
Ow w 0z 07
1l arrive que
321)1 - azl)l -
— (z, w) by b, + (z,w) byb, =0
Fow T e
2
4]

_ )
pour tout b, b, € C. Donc Ré (z, w) by b,| = 0. Ce qui implique que ?f =0
4

9z dw
sur D(z°, 7). D’ou f est holomorphe sur D(z°, 7).

Pour le cas # = 2, la solution est obtenue en appliquant le procédé de fibration et
le théoréme de Hartogs (cf. Hormander [6]).

Le cas ou 2% € L. Soit B(z°, 7) et K comme plus haut. Notons que {0} x CN L =
= {a}. Soit R > 0 de sorte que {a} U Kc D(0, R) (4 est aussi identifié a un élément de
C noté encore @) . Il résulte que u e psh (B(z°, ) x (C\D(0, R))).

Un raisonnement analogue (comme plus haut), montre que f est analytique (com-
plexe) sur B(z°, 7). En particulier toute réunion finie d’hyperplans complexes non pa-
ralleles a la droite {0} X C est un sous-ensemble singulier impropre pour la classe
P={uepsh(DxC\L): u(z, w) =Log|w —f(z)|, f: D—>C une fonction}.

RemMARQUE 1: Soit L un hyperplan affine complexe paralléle a la droite {0} x C
dans C"*1. Dans ce cadre le résultat du théoréme 2 n’est pas vrai.

ExempLe: f(z) = ! sur C\{0}. u(z, w) = Log |w — f(2) | est psh sur (C\{0}) x
z
xC=C2\{0}xC.L={0} xC.
Remarquons que « ¢ psh (C?).

CorOLLARE 1: La classe des fonctions u donnée par u(z, w) = Log |w — f(2) | ne
caractérise pas les ouverts pseudo-convexes dans C"*1,

DiMONSTRATION:  Soit D un domaine pseudo-convexe dans C”.

Désignons par L un hyperplan affine complexe dans C”*! non paralléle a la droite
{0} x C. Remarquons que D X C\L est pseudo-convexe dans C”*'. D’aprés le théo-
réme 2, toute fonction # de la forme u(z, w) = Log |w — f(z) | plurisousharmonique
dans D X C\L, u est en fait psh dans D x C.

RemMARQUE 2: Soit L un hyperplan complexe de C"*! coupant D X C. S’il existe
une fonction # de la forme #(z, w) = Log |w — f(z) | et un point (z°, w,) € L tel que
n’est pas psh en (2%, wy), alors « n’est pas psh en aucun point de D x C N L. De plus,
L est parallele a la droite {0} X C. Dans ce cas la classe F={«: DX C\L—>[— o0, + o[,
u(z, w) = Log |w — f(z) | pour f: D— C une fonction et # € psh (D x C\L)} carac-
térise la structure pseudo-convexe de 'ouvert D X C\L. C’est a dire qu'’il existe une



fonction » € F avec v ne se prolonge pas en une fonction psh au voisinage de tout point
de DxCNL.

RemarQuE 3: Nous rappelons un résultat de Urban Cegrell [2]. Soit K; un compact
pluripolaire dans un domaine pseudo-convexe D de C”, #»=2. Alors toute fonction
u;epsh(D\K;) se prolonge dans psh(D). Pour la classe des fonctions du type
Log|w — f(z) | = u(z, w) il n’est pas nécessaire que le compact soit pluripolaire et I'ou-
vert D est pseudo-convexe. En fait si « est psh sur D X C\K ot1 D est un ouvert dans C”
(m=1) et K un sous-ensemble compact dans D X C. Alors # € psh (D x C).

CoroLLAIRE 2: Soit u(z, w) = Log|w — f(z) | + Log|w —g2)|. f et g:D—>C
deux fonctions. Supposons que u e psh (D x C|L) oa D est un domaine dans C" et L est
un byperplan affine complexe de C"*1. Alors f et g sont holomorphes sur D si L n’est
pas paralléle a la droite {0} X C et uy est s.c.s sur DX C|L (u,(z, w) = Log|w —
—f(z)| pour (z, w)eD x C).

DimonstraTioN: Utilisant la preuve du théoréme 2, on démontre que f est conti-
nue sur D. Soit z°e D, > 0 avec B(z°, r) ¢ D. u; étant s.c.s sur B(z°, ) x C, donc #,
est s.c.s sur B(z%, ) x C\[LU {(z, w) € B(z°, ) X C: w=F(2)}] ot u,(z, w) =

=Log |w — g(z) | sur D x C. Notons que f| B (zo, % ) est compact dans C, soit donc

R >0 avec f(E(zO, g))CB(O, R). Dol u, est s.c.s sur

B

0 7
, — | xC
Z 2) \

LuB(z", z
2

x D(0, R)] zB(zO, g) x (C\D(0, R))\L.

On note par p; la projection sur L parallelement 2 {0} x Cc C"*'. Notons aussi
> la projection sur {0} X C parallelement a C” x {0}. En choisissant R assez grand,

on admet que p,0 p,| B (zo, %) c {0} x D(0, R) (qu'on identifiera a2 D(0, R) c C).

7 _
Il résultera alors que u, est s.c.s sur B (zo, —) x [C\D(0, R)]. Un argument utilisé
7
dans la preuve du théoréme 2 permet de vérifier que g est continue sur B (zo, 5 )

Maintenant # est psh sur D X C\ L et localement majorée a travers L, L N D x C étant
pluripolaire fermé dans D X C, donc « se prolonge de maniére unique en une fonction
u*epsh(Dx C),

D’autre part, e“1*“2=¢" ¢" est continue sur D X C, de plus e“* * “2 est psh sur D X
x C\L, donc e est psh sur D x C. e* = ¢" "% sur D x C\L (donc Iégalité est
vraie 72,, 4 ,-presque partout sur D X C), il résulte que #* = sy + u, = u est psh sur
D x C. D’apreés Abidi [1], # et g sont analytiques sur D.

Lemme 4: Soit f: D—C une fonction, D domaine dans C”.
On a les équivalences suivantes
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(i) f est prh sur D;

(ii) |w—f|? est psh sur D x C;

(i) s =1 avec |w — f|’ est psh sur D X C;

(iv) VweC, k(z) = |w—f(z)|* est psh sur D;

(v) 3a>0, 3b>0 avec [a|w —f| + b|w —f|*] est psh sur Dx C.

DemonstraTiON: 11 est clair que (i) implique (ii), (iii), (iv) et (v).

Soit Ne N, N=1. Montrons que si |w — f]*" est psh sur D x C, alors f est prh
sur D. Notons par A le laplacian par rapport a la variable complexe z.

Remarquons d’abord que si |w — f|*" est psh sur D x C alors f est continue sur D.
Utilisant la méthode de fibration, on se raméne a #»=1.

Vee(” (D), =0 on a

j |w = f(2) |N Ag(z) dimy(2) = 0 |

|w—F2) |2V = [|w|?* - wf(2) — wf(2) + |f2) |21V,
Pour weR, posons g=f+f. On a

lw —f(2) |?N = [w? —wg(z) + |f2) |2V =

=wN —wN g+ wN 2 hy (D) + .+ ()
ou fy, ..., fan-2 sont des fonctions continues sur D qui s’expriment en fonction de |/]
et g.

Notons que si P=ag+ayt+ ... + aan_ 2N "2+ ayn_ 112N 7! est un polynéme 2a
coefficients réels et si P = 0 partout sur R, alors a,5_; =0 (si # tend vers (+ ), on
doit avoir a,5_; = 0 et si £ tend vers ( — ), on doit avoir a,y_; < 0; donc a5 _; =0).
On a Jw*NA@(z) dm,(z) =0.

Donc, pour tout weR et ¢ e(* (D), ¢ =0,

—wN" 1 g(2) Ap(z) dm,(2) +

+ 0?2 [fin (@) A(2) dmy(2) + ..+ [ fo(2) Ag(z) dmy(2) 2 0.

D’ou [g(z) Ag(z) dm,(z) = 0; g étant continue, donc g est harmonique sur D. Soit
Ré(f) est harmonique sur D.

Une preuve similaire sera établite si w € ZR, on prouve dans ce cas que » =Im (f)
est harmonique sur D.

Il résulte que f est harmonique sur D.

1l s’ensuit par suite que (ii) et (iii) impliquent (i).

Pour (iv) implique (i) montrons que f est continue en tout point z°eD.

Posons w, = f(z°), alors &£ = |w, — f| est s.c.s en 2°. Donc, pour tout § > 0, il exis-
te 0> 0 avec [z —2°|| < 8 implique |w,—f(2)| = |F(z°) —f(2) | < §&.

Donc f est continue en z°. En utilisant la preuve plus haut, on démontre que £ est
prh sur D (remarquons que la propriété (iv) est moins fine que (ii)).



Pour (v) implique (i), notons que si # : D— R, avec (z + «?) est psh sur D, alors
u? est psh sur D. En effet, si #? n’est pas psh sur D, alors « n’est pas psh sur D, donc
(u+ u?) n’est pas psh sur D. Ce qui est impossible.

Donc #? est psh sur D.

Il résulte que |w —f]? est psh sur D(Vwe C). D’aprés (iv), f est prh sur D.

TuroriME 3: Soient D un ouvert de C", f: D—C une fonction, e R% et
u(z, w) =Log (|w — f(2) | +¢€) pour (z, w) eD x C.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

() f est analytique sur D;
(i) zepsh(D x C);

)
(iii) I/ existe s >0 avec Log(|w — f(z) |' + €) est psh sur D x C;
(iv) Vs>0, Log(|w — f(2) | + &) est psh sur Dx C;

1
(v) Vs>0, Log| —————— +¢| est psh sur DXC[{(z",w'):w'=

:f(Z’)}; |w_][(2)|

(vi) I/ existe une fonction holomorphe g:D—C avec [Log(|w —f(2) |+
+¢) + Log|w — g(2) |1 est psh sur DX C oa s> 0;

(vii) I existe g: D—C holomorphe avec v, donnée par v(z, w) = Log(|w —
—f(z)|) —Log|w —g(2) |, est psh sur D x C\F oa F est le graphe de g;

(viii) I/ existe g, ..., go: D—C holomorphes avec

&
v1(z, w) =Log (|w—f(2)]) + (.ZILog|w—g]-(z) |)
est psh sur D x C.

DemonstraTION: (i) implique (ii) est triviale.

(iii) implique (i). e étant s.c.s sur D X C, donc (e” — €) est s.c.s sur D X C et par
suite (e“ — ¢)* est encore s.c.s sur D X C.

D’apres le lemme 3, f est continue sur D.

Maintenant, notons que e¢“epsh(D X C), donc e”— ¢ est positive et psh sur
D x C. D’ou (e“— &)? est encore psh. Posons 7z = (e* — ¢)?, alors (., w) € psh (D)
pour tout w e C.

Soit T:C”"—C" une transformation C-linéaire, alors 72(., w) o T = |w — fo T|?
est sh sur T (D). Notons par A le laplacian par rapport a la variable z. D’apres la
preuve du théoréme 1, fo T est harmonique pour toute T : C” — C” transformation C-
linéaire. D’ou fe prh (D).

On admet que D est simplement connexe (sinon on travaille localement). Notons
f=p +ig, p est la partie réelle de £. choisissons w, € H(D), w, = p + 6 ot p = Ré (w,).
En ajoutant 2 6 une constante réelle, on admet que (@ — ¢) > 0 sur une boule ouverte
B(z°, r) avec B(z°, #r)cD (z°,eD et r>0).
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Log(|w;, —f| + &) =Log(0 —g+¢) =Log(e) > — .
Donc Log (6 — g + €) est sousharmonique sur B(z°, 7).
Compte tenu du fait que (0 — g + &) est harmonique, alors sur B(z°, 7),

_ 2
_||grad(9 g+e -

ALlo (0_ +€): \O,
g O —g+e)

d’autre part A Log (0 — g+ &) =0 sur B(z°, 7). Il résulte que [|grad (6 — g + &)|| =0 et
ceci implique que (6 — g+ €) est constante.

0—g+e=couceR,donc g=60+¢c+cetparsuite f=p+ig=p+ilc+e)+
+ 70 = w, + i(c + €) est alors holomorphe sur D(|| . || est la norme euclidienne dans C” et
grad est le vecteur gradient).

(i) implique (iii) est triviale. Montrons (iii) implique (i). Par une similaire preuve
comme plus haut, on prouve que f est continue.

Soit NeIN* avec 2N = 5. L’application ¥ donnée par ¥(z) = +*V* étant convexe
croissante sur R, donc (|w — f(2) )N = |w — f(z) |*" est psh sur D x C.

D’aprés le lemme 4, £ est prh sur D. Pour simplifier, on admet que » =1.

Soit z2° € D, f=p + ig ot p = Ré (f). Notons que p est harmonique. Soit aussi 7 > 0
avec D(z°, 27)cD.

Choisissons w; = (p + 70) holomorphe sur D(z°, 27) ou p =Ré(w;) et 0> g+
+ Le|s— 1|1 sur D(z°, 7).

Notons v, = Log (|w; — f|’ + &) = Log ((6 — ¢)’ + ¢).

vy est sousharmonique sur D(z°, 27). Sur D(z°, ), on a

5 3_0_% (9_4)571
dv, \ 9%

oz O—g) +e
azl}l _
9z 9z
00 9q |2 ~ 00 g |2 _

-1 | — == | (0-9)2((0—gq)+e)—s*| — — = | (0—g)* %

_ o 0z 0z 7 7 ! 0z 0z 7 _
(0 —q)+e)
o0 g |2

— 0—q) *le(s—1)— (60— g
o % (0—¢q) “le(s—1)—(60—¢g)]

(60— q) +¢)

((6 — g) étant harmonique).
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2 2 320

o) )
Remarquons que — o< 0. D’autre part — s 0. Il résulte que — L=
o7 oz oz 0z 0z 0z
sur D(z°, 7). Maintenant 6>g+ [e|s— 1|1, donc (0 —¢) >0 et e(s—1)—

06 3 )
— (0 —¢)* <0 sur D(z°, 7). Ce qui implique que — — X2 s —g)=0.
oz oz 0z
(6 — g) est a valeurs réelles, donc (6 — ¢) est constante, soit ¢ =60+ ¢ ot ce R.

Dot f=p+ig=p+i0+ ic= (w; + ic) est holomorphe.
Le cas 7 =2 peut étre résolu en utilisant le théoréme de Hartogs (cf. [6]).
Les propriétés (i) et (iv) sont équivalentes en faisant une preuve analogue dans le
cas de I'identité entre les propriétés (i) et (iii).

(i) implique (v), f étant holomorphe, donc (z, w) ﬁ;) est analytique sur

w—flz
DxC\Eou E={z",w')eDxC:w'=£fz")}.

1 1
Donc sLog ‘ —— | =Log ( _— ) est psh sur DX C\E, d’apres
w—f(2) |[w—f(z)|* .
Hormander [6] #, donnée par u(z, w) = Log ﬁ + 8), est psh sur D X
w— f(z
X C\E. Pour (v) implique (i), notons que pour tout (Z{, wy) € E, en choisissant » > 0

avec B(z°,7)cD, B(z° r)xC\E est pseudo-convexe. En effet, soit
uy € psh (B(z°, r) x C) avec pour tout (E, &) edB(z°, r) x C,
uy(z, w) = + . De plus remarquons que # € psh (B(z°, ) X C\E) et

lim
(z,w) = (&, 8)
((z,w) e B(z°, ) x C)
tendant vers + % en tout point de E. Alors (# + #,) € psh (B(z°, ) X C\E) et de plus

pour tout (&, &) € d(B(z°, r) x C\E) =3B(z°, ) x CUE, ou E; =B(z°, r) x CNE,

im (u(z, w) + u (2, w)) = +.
(z,w)—(&,8)

((z,w) e B(z", r) X C\E)
D’apres (Henkin [5] Theorem 1.5.7 et Theorem 1.5.5), D X C\E est pseudo-con-

vexe et ceci implique que # est analytique d’aprés le théoréeme de Hartogs.

(i) implique (vi) est bien connue. Pour (vi) implique (i), prouvons d’abord que f
est continue. Soit z°e D. On fixe > 0 avec B(z°, ) cD. g(B(z°, 7)) étant compact
dans C, soit donc R > 0 tel que g(B(z°, 7)) cD(0, R). Il résultera alors que #;, définie
par u,(z, w) =Log|w — g(z) |, est continue sur B(z°, r) x [C\D(0, R)]. Ceci im-
plique que #,, donnée par u,(z, w) =Log (|w — f(2) |* + ¢), est s.c.s sur B(z°, 7) x
x [C\D(0, R)]. En particulier (e”> — &) ests.c.ssur B(z°, ) x [C\D(0, R)]. Donc u;,
définie par u;(z, w) = |w — f(z) |, est s.c.s sur B(z", 7) x [C\D(0, R)]. Le lemme 3
implique que f est continue sur B(z°, 7). Remarquons que # € prh(B(z°, r) X
x [C\D(0, R)]) doncil résulte que u, € psh (B(z°, ) x [C\D(0, R)]). En particulier,
e e psh (B(z°, r) x [C\D(0, R)1). Ceci implique que fe prh (B(z°, )).

Utilisant le théoréme de Hartogs (cf. [6]), on se raméne a #» = 1. En utilisant les
notations de la preuve (iii) implique (i) et en ajoutant a 6 une constante ¢; > 0 de ma-
niere a obtenir 6 a valeurs dans C\D(0, R), on déduit Panalyticité de .

(i) implique (vii) est connue. Pour la réciproque, notons alors que u,(z, w) =
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= Log|w — g(2) | est prh sur D x C\F. D’ou #,(z, w) = Log |w — f(2) | est s.c.s sur
D x C\F. Soit z°e D. Fixons > 0 avec B(z°, ) cD. g(B(z°, r)) étant compact dans
C, soit donc R>0 avec g(B(z°, r))cD(0, R). Dot ™ est s.c.s sur B(z°, 7) X
x [C\D(0, R)]. Donc e?* est s.c.s sur B(z°, ) x [C\D(0, R)]. D’apres le lemme 3, f
est continue sur B(z°, 7).

Maintenant #; € psh (D X C\F) et localement majorée a travers F, donc #; se pro-
longe en une fonction #;* € psh (D x C).

e étant continue sur D X C, donc e* epsh (D x C).

e =e" sur DX C\F, donc e = e presque partout sur D X C. Il résulte que
e =¢" partout sur DX C. Donc u; = ui* sur D x C.

D’ou u; est psh sur D X C. D’aprés Abidi [1], f est analytique sur D.

Remarquons que si (z, w) = Log(|w — f(2) | + &) — Log|w — g(z) | est psh sur
D x C\F, alors f est analytique sur D.

(i) implique (viii) est triviale. Pour la réciproque on I'établira de maniére analogue
comme plus haut.

Plus généralement, on a:

ProrositioN 2: Soit D un ouvert de C", f: D— C une fonction. Supposons que
v(z, w) =Log(|w—f(2)|) + |w—f(2)| est psh sur D x C.
Alors f est analytique sur D.

DemonsTRATION: On établit d’abord I’assertion suivante:

Soit # : D— [0, + o[ une fonction. Si [# + Log («)] € psh (D), alors z € psh (D).
Soit h(¢) = ¢+ Log (¢) pour £>0.

h(R*) =R, h est strictement croissante, » est aussi (*.

Donc » ~!': R—R* est strictement croissante. Notons aussi que A est strictement
concave sur R* | donc A ™! est strictement convexe sur R.

Notons v = u + Log («).

v étant psh sur D, donc » "' (v) =« est psh sur D.

Il arrive que (z, w) e D X Cr |w — f(z) | est psh sur D x C. D’apres Abidi [1],
fepth(D). Soit z°eD, r>0 avec B(z°, #)cD. Soit w,=p+i0, f=p+ig ou
p=Ré(f) =Ré(w,) et w, e HB(’, 7).

En ajoutant a 6 une constante réelle, on admet que (6 — ¢)(z°) =0.

Log (|w; = f|) + |wy — f| = k est plurisousharmonique ou identique a (— ) sur
B(z°, 7). D’apres le lemme 1,

{zeB(" r): |(w, —f)2)| =0} = {zeB(z’ r):(6 —¢)(z) =0}
n’est pas polaire. Il résulte donc &= — % sur B(z°, 7). Ce qui implique que w; = f sur
B(z°, 7).
En particulier £ est analytique sur B(z°, 7).
On termine cette preuve par la remarque suivante. Soit #(z) = |z|* — 1 pour

zeD=C\D(0, V2).
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[#; + Log (#;)] est sousharmonique sur D mais Log (%) n’est sousharmonique en
aucun point de D. On pourra aussi remarquer que si #,: Dj— [ — o0, + [ avec
[#, + ¢”] est psh sur I'ouvert D; de C”, alors e*>€ psh (D;).

REMARQUE 4: ) Soit #(z, w) = Log(|w —Z|* + |w]|?). Posons
wy(2) =2z, 2=x+1y, x=Ré(z).
u(z, w(z)) = Log (x> +59%) = v(2).
2 2 2 2
T S = T
D’ou v n’est pas sousharmonique sur C\{0}.

b) Nous donnons une réponse négative au petit probléme suivant:

Soient # et v : D—R* avec Log (« + v) est psh et Log(») est prh sur D. A-t-on
Log («) e psh (D) (D étant un domaine dans C”)?

Soit #(z) = x? pour z=x+ iy et v(z) =1.

Log(u +v) = Log(«+ 1) est sousharmonique sur ] — 1, 1[ xR =D;

Log(v) =0 e prh (D). Mais Log (#) n’est sousharmonique en aucun point de D.

TuroriME 4: Soit D un domaine de C". f: D—C une fonction continue.

Supposons que pour tout polynéme p holomorphe sur C", il existe u e psh (D) avec
u<Log|f—p| <u+coi cest une constante positive (pour p # f). Alors, pour toute
2:D—C analytique (g = f), {zeD: f(z) = g(2)} est fermé pluripolaire dans D.

DEMONSTRATION:  Soit g€ H(D). On admet que B(0, 1)cD. 1
Soit (p;);>¢ une suite de polynémes holomorphes avec sup |g—p;| < ; pour
B0, 1)
tout 7 = 0. Supposons que f# g. Soit 2°e B(0, 1) avec |f(z°) — g(z°)| >r>0. Sans
perte de généralité on admet que |f(z°) — p;(z°) | > r pour tout 7 =0 et choisissons
u;€ psh (D) avec u; < Log |f— p;| Su;+c.
Soit M >0 avec |f(z) —p;(z) | <M pour tout /=0 et zeB(0,1). On a

Log () < Log |A(z°) = p;(z°) | <

<u(z°) + c<Log|f(z°) — p;j(z°) | + c<Log(M) +c.

Donc —c+ Log(r) < u/(zz) < Log(M). D’ou (#;(z°));5 est une suite bornée.
) 1 k k
Soit ¢;= — et 5= Ecjuj. On a 5= 2 ¢(u,— M)+ 2 ;M et notons que
2 / j=0 j=0 j=0
(2 ¢i(u; — M) est une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques.
J=0 k
2 ¢ lu(z°) = M| = 2 (M —u(z°)) =
=0 =0

= 2 M- 2 qu(z°) < 2 gM+ 2 ¢(c—log(r)) < + .
=0

i=0 /=0 =0

Notons « = klim Sp.

-+
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Alors # e psh (B(0, 1)), de plus u< X ¢;Log |[f—p;| S u+ec.
7=0
Soit £y B(0, 1), g(&y) = f(&).
u(§y) < > c/Log |f(§0) _P/(fo) | =

7=0
1 .
= 2 gLog|a(&y) —p;(E0) | < 2 —(-2/Log(2)) = — .
720 7=0 2/
D’ou u(&,) = — . Il résulte que

{z€B(0,1):g(z) =f(2)} c{zeB(0, 1): u(z) = — 0 }.

Donc {zeB(0, 1): g(z) =f(2)} est pluripolaire. Donc E = {zeD: g(z) = f(z)} est
localement pluripolaire. D’aprés Josefson [7], E est pluripolaire.

RemarQuE 5: Pour D domaine dans C”; soit f: D—C une fonction. Supposons
que pour tout polynéme p holomorphe sur C” (p # f), Log|f — p| est psh sur D. Alors
£ est analytique sur D. Nous démontrons sans peine ce résultat. Remarquons d’abord
que pour tout 2 € C, |a — f| € psh (D), d’apres Abidi [1], fe prh (D). Soit L un sous-
ensemble compact inclus dans D\E ot E= {zeD: glz) =f(2)} et g: D—C holo-
morphe (g # /). Soit (p;);> ¢ une suite de polyndmes holomorphes convergeant unifor-
mément localement vers g. Alors la suite (Log |/ — p;|);>0 converge uniformément au
voisinage de L vers Log |/ — g|; Log |/ — g| étant continue sur D\E, donc Log |/ —
— g| est pshsur D\E. Soit z € E. Pour tout b e C" et 7 > O avec [2° + #D(0, 1) b1 c D,
on a

27
— o =Log |f(z°) — g(z°) | < = JLog |(f—2)(z°+re?b) |db .
27 .

Il résultera par suite que Log |/ — g| € psh (D). Le reste de la preuve découle du théo-
reme 1.

CoroLLARE 3: Soit D un domaine de C”, f: D— C une fonction n-harmonique et €
un nombre réel strictement positif- On a les équivalences suivantes:

() f est analytique sur D;
(ii) Vg: 4" (2%, r) = C holomorphe et g(z°) # f(2°), il existe une fonction

uepsh(A(2°, 7)), u(z°)> - et {zeA™ (2°, 7): fl) =g(x)}c{zed™ (2°, r):
u(z) = — o} (4" (2°, r)cD);

(iii) {ze A" (2%, r): f(2) = gl2)} est pluripolaire complet pour A (2°, r)cD
et pour toute ge H (A" (2°, 7)) et g#f;
(iv) V2= (2, ..., 20)eD, Vje{l,...,n}, Yp polynéme holomorphe sur
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C, 3¢>0 et uesh(D(Z?)) avec u S Log | (., —p| Su+c sur les composantes
connexes de D(Z) oi Log |f(., Z0) —p| > — oo,

(v) Vz°eD, Vje {1, ..., n}, Y p polynéme holomorphe sur C, A¢c >0 et une
fonction u (- xomloarmom'que :W D(Z)) avec u<Log |f(., Z?) —p| Su+c sur les
composantes connexes de D(ZP) on f(., Z0) # p;

(vi) 3g: D—C holomorphe avec [Log |f—p| + Log |g—p|] est psh sur D
pour tout polynéme p holomorphe sur C”, pZfet p#g.

Notons que quelques assertions du corollaire 3 généralise vaguement certaines du
théoréme 1 (par exemple la condition (iv) du corollaire 3 est plus générale que I’asser-
tion (8) du théoréme 1).

Notons aussi les remarques importantes suivantes. Soit D un domaine de C”.
F:D—C une fonction. Si pour tout polyndme p holomorphe sur C” (p #f),
[|f—p| +Log|f—p]|] est psh sur D, alors f est analytique sur D.

L’assertion, il existe c e R* avec pour tout polyndome p holomorphe sur C” (p # f),
il existe # € psh (D) vérifiant # < |f—p| + Log |f—p| S u + ¢ et f pluriharmonique
sur D, implique que £ est analytique sur D.

Remarquons de plus que si f est harmonique a valeurs réelles avec pour tout poly-
nome p holomorphe sur C” (p # f), {zeD: f(z) =p(z)} est pluripolaire, alors f est
constante. Notons aussi la remarque suivante: Si f= £, + zg, ou 4 et ¢;: C— R harmo-
niques avec ¢; est un polynome. Si {ze D : f(z) = p(z)} est polaire pour tout polynd-
me holomorphe sur C (p # f), alors f est un polyndme analytique sur C.

DimonsTraTION: (i) implique (ii) est bien connue. Pour la réciproque, notons que
le cas 7 =1 est couvert par le théoréme 1 (observer a ce sujet la preuve entre I’équiva-
lence des assertions (1) et (3) et remarquer que les hypothéses F(2°%) = g(2°),
u(2°) > — o sont inutiles. Aussi il suffit que {ze 4" (z°, ): f(z) = g(z)} soit polaire
pour f# g). Pour le cas # = 2, notons que f(., Z?) est harmonique sur D(z!, 7). Sup-
posons que £(., ZIO) n’est pas analytique sur D(z/, 7). Soit g; analytique sur D(z{, 7) de
maniére que Ré( gl =Réf(., Z7). En ajoutant a g, une constante imaginaire pure, on
admet que g, () #= f(z, Z)) —f(z0 et {zleA(zl, r): g (z) =fz, Z{)} est non
vide. Notons pour z= (z;, Z;) e 4" (2%, r), g(z) = gl(zl) g est analytique sur
AP0 ) et gz°) Zf£(2°%). Soit donc wepsh(A4™(2° 7)), u(z’)>—oo et
2e A" (2%, 7) avec f(z) = g(z) implique u(z) = — .

u(z), Z9) > — oo, il résulte que u(., Z2) esh(D(z), 7).

Remarquons  que  {zeD( zl, 1) :g(z) =F(z, Z0)} {2 €D, 7) s ulzy, Z)) = — ).
D’apres le lemme 1, {z€D(z!, r): glz;) =f(z,Z{)} est non polaire. Donc
{z1eD(z}, r): ulzy, Z{) = — o} est non polaire. D’oul la contradiction. 1l résulte
que f(., Z{) est analytique sur D(z{, 7). De maniére similaire, on démontre que
f(., Z;) est analytique sur D(z, 7) pour je {1, ..., n} et Z,eA" 1 (Z", r). D’aprés
le théoréme de Hartogs (cf. Hormander [6] f est analythue (complexe) sur
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A" (2%, 7). Rappelons que f est analytique réelle sur D, ceci implique que f
est analytique sur D (ouvert connexe).

(i) implique (iii) est déja connue. Pour la réciproque, supposons que f(., z}') n’est
pas analytique sur D(z, ) ou ZleA” V(Z? r). Choisissons g, analytique sur
D(z0, r) avec Ré(g)) =Ré(f(., Z"). Pour z= (z;, Z;) €A™ (2°, ), soit g(z) =
=g (z ).

Soit z{ e D(z?, r) avec g (z!) = f(zi, Z}).

Soit e psh (4™ (z°, 7)) avec

{2eA4(2°, 1) :ulz) = —0} ={z= (2, Z) €4 (2%, ): g (2) = f(z1, Z,)}.

Notons que g(z, Z{') Zf(z!, Z!'), donc u(z!, Z!)>—o et par suite u(., Z}) e

esh(D(z!, 7).
{z1eD({, r):ulzy, Z1) = — o} = {2 €D, r): glz) = Az, Z1)}

est non polaire en vertu du lemme 1. D’ot la contradiction.

(i) implique (iv) étant triviale. Pour la réciproque fixons z° = (z{, Z{) e D, r>0
avec A" (2°, r)cD. D’aprés le théoréme 4, pour toute g analytique sur D(z{, 7),
gZf(, Z0), {z1e Dz}, r): f(z;, Z{) = g(z) } est polaire. En choisissant la meilleure
fonction g; comme dans les preuves précédentes, on obtient une contradiction par ap-
plication du lemme 1. Notons que (iv) et (v) sont équivalentes car toute v; fonction
e-sousharmonique, il existe v, sousharmonique avec vy < v; < v, + &.

(i) implique (vi) étant triviale. Pour la réciproque, on notera que E= {zeD:
2(z) = p(2)} est pluripolaire fermé dans D pour p polyndéme holomorphe, p # f et
p#g Sur D\E, Log|g—p| étant pluriharmonique, donc Log |f—p| est psh sur
D\E. 1l résultera alors que Log |f— p| est psh sur D. En effet, remarquons d’abord
que |f—p|epsh(D\E)N((D), donc |f—p|epsh(D)N((D). Dautre part,
Log |f—p| e psh (D\E) et est localement majorée a travers E. Donc elle se prolonge
en une unique fonction » € psh (D). Il arrive que e’ = |f— p| presque partout sur D
(relative a la mesure de Lebesgue), donc ¢” = |f— p| partout sur D. Ceci implique que
Log |f—p| epsh (D). Ainsi, pour tout polynéme p holomorphe sur C” (p#f et
p#g), Log(|f—p|) epsh(D). D’apres le théoreme 1, f est analytique sur D.

RemARQUE 6: Soit D un domaine dans C”, f: D— C une fonction continue et A =
= {p;: 7€ N} une suite de polyndmes holomorphes sur C”. Si Log |/ — p| est psh sur
D\{zeD: f(z) = p(2)} pour p polyndme holomorphe sur C” et p ¢ A. Alors f est ana-
lytique sur D.

Remarquons aussi que si pour tout z° € D il existe K compact dans C avec |f— 4|
est s.c.s au voisinage de z° pour tout 2 e C\K, alors f est continue sur D.

Notons que la premiére propriété se démontre en se ramenant d’abord a D =
= B(0, 1). Maintenant en utilisant, pour g analytique sur B(0, 1) (g # f), une suite de
polyndmes ne contenant aucun élément de A et convergeant uniformément vers g sur
les compacts de B(0, 1). On vérifie sans peine que Log (|f—g|) € psh (D). Ceci im-



67—

plique, d’apres le théoreme 1, que fe H(D). Pour la seconde remarque, notons que
pour z° e D et 7> 0 avec B(z°, 7) c D, soit K compact dans C avec |f— a| est s.c.s sur
B(z°, r) pour tout a € C\K (donc |f— a|? l'est aussi). Soit j, € N avec Kc D(0, j,). Re-
marquons que |f—a|?— |a|*=[|f|? —af — af] est s.c.s sur B(z°, 7). D’aprés le lem-
me 3, f est continue sur D.

RemarQUE 7: Les propriétés (ii) et (iii) du corollaire 3 peuvent étre remplacées
par: Il existe z° e D, »> 0 avec 4" (2°, #) ¢ D et pour toute g€ H(A'™ (z°, 7)), g = £, il
existe une fonction wepsh(A4™ (2% 7)) et {2ed™ (% r): fl2)=gk)}c
c{zed™(z° r): u(z) = — o},

TutoreME 5: Soit D un ouvert de C”, f: D—C une fonction continue. Supposons
gu’tl existe u € psh (D X C) avec u(z, w) < Log |w — f(2) | pour (z, w) e D x C. Alors
f est analytique sur D.

DemonstraTioN:  Pour 2°e€D et u(z°,.) esh(C), on note v,(w) =Log |w —
—f(z°) | pour we C. Notons que v; € ((C\{#(z°)}) Nsh(C). Donc u(z°,.) — v, est
une fonction sousharmonique sur C\{ f(z°)} et négative. Elle se prolonge donc en
une fonction sousharmonique et négative sur C, notée encore u(z°,.) —v;.

Il existe donc un unique ce R_ avec u(z°, w)—Log|w —f(z°)| =c pour
we C\{f(z")}. Donc u(z’, w) = Log |w —f(z°) | + ¢ pour tout we C.

Ce qui implique que pour tout z € D avec «(z, .) e sh (C), il existe un unique réel
négatif noté c(z) avec u(z, w) = Log |w — f(2) | + c(2).

Si u(z, w) = — % pour tout we C, on pose c(z) = — .

Ceci permet donc de définir une application c: D—[— o, 0].

Soit z°e D, >0 tel que B(z°, ) cD.

F(B(z°, 7)) étant compact dans C, soit donc R>0 tel que f(B(z° r)c
cD(0, R).

Notons que ¢ est s.c.s sur D. En effet, pour |w| =R et pour tout zeB(z°, 7),
o(2) = ulz, w) —v,(z, w) ol v,(z, w) =Log |w—f(2)|.

Remarquons de plus que # et v, sont respectivement s.c.s et continue sur
D(z°, ) x [C\D(0, R)]1. Dong, ¢ est méme s.c.s sur D. Remarquons aussi que ¢ est lo-
calement intégrable sur D. Maintenant, montrons que f est analytique sur
B(2°, 7).

19 étape: n=1. f(D(z°, r)) étant compact dans C, soit donc R >0 avec
f(D(z° 7)) cD(0, R).

Donc, Vw e C\D(0, R), on a w # f(z) pour tout ze D(z°, 7).

Soit ¢, €7 (D(z°, 7)), @,e(” (C\DIO,R)) avec ¢;=0 et ¢,=0.

Posons ¢(z, w) = ¢,(2) ¢,(w) pour (z, w)eD(z°, r) x [C\D(0, R)].
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On a, Vb, b,eC,;

2 2

0 ko) -
JLog|w f(2) | (p (z, w) dmy(z, w) b by + jc(z) _(p (z, w) dmy(z, w) by by +
97 9z 07 0z
¢ _
+J’Log|w—f(z)| —— (2, w) dmy(z, w) by b, +
oz dw
¢

+ JLog|w—f(z) | o (z, w) dmy(z, w) by b, +

2

awam (Z) w) dm4(z, w) szz 20

+jLog|w—f<z>|

(remarquer que JJC(Z) 8;1 (2) 50> (w) dm,(2) dimy (w) =

Z w

H a"“ a%()dmz()dmz(w):

(w) dim, (2) dim, (w) = 0).
w

= [[c e G

n a:

ijog|w—f(Z)

2
@_ 7 (2, w) dm,(2) dmy (w) =
ow

Jw Jw

zeDz 7) weC—D(0,R)

82
f @1(z [ f Log|w — f(z) | ~—2 <w)a’m2(w)]dm2(z)-

Mais, pour tout ze D(z°, 7), pour tout we C —D(0, R), w # f(2)
Donc, pour tout ze D(z°, r), I'application w e C — D(O R) —>Log|w —f(2) ] est
harmonique. D’ou

82({02
Jw w

J’Log|w—f(z)| (w) dmy(w) =0..

Ce qui implique que

j @,(2) leog|w 1) | & gg;(w)dmz(w) dm,(z) =0

2eD(z%7)
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Soit b; = 1. Il arrive alors que

[t 2 s [

2

8_ ¢ (z, w) dm,(2) dmey(w) bzl =0, pour tout b,eC.
Jz dw

w) dm, (2) dim, (w) +

+2 RéljfLog|w—f(z)|

Ceci implique que

82(p
fJLOglw—f(Z) | ™ (2, w) dmy(2) dimy(w) =0 .

En effet, posons

82
B= Ré“JLogw —f(2)| = ;Dz (z, w) dmy(2) dmz(w)]

et

2

A= fJLog|w —f(2) | ;gz (2, w) diy (2) dimy (w) +

+ J.JC(Z) >

Alors, pour tout b,eR, on a A+ b, B=0.
Le cas ou B> 0 est impossible, car si b, tend vers (—o), on a une contradic-
tion.
Aussi le cas ot B<O0, si on fait tendre b, vers (+ ), on a une absurdité.
Donc B=0.
Par une méthode similaire, on démontre que

) di, (2) dme,(w) (notons alors que A=0).

2

C1=Im[JjLog|w—f(z)| ¢ (z, w) dmy(2) dmy(w) | =0.

d7 ow

2
Dou JJLog|w - f(2) | 832—8([;0 (z, w) dm,(z) dmy(w) =0.

Développons maintenant cette égalité. Il arrive que
Rt
oz ow

(z, w) dmy(z, w) =

0= JLog|w—f(Z)|

jJLog|w f(2) 3(0; 8(02 (w) dm, (2) dimy(w) =
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3 o
j ai: (1) “Loglw ~f2)| % (2) dmz(Z)] dmy(w) =

0 0
- f%(w) “ a—wLOglw —f(2) | ;’; (2) dmz(z)} dmy(w) .

Donc Jq)z(w) [J ! % (2) dmz(z)] dm,(w) =0.

w—f(2) 858
S 1 2
Ceci impl f 0L (2) dimy(2) =0,
eci implique que T (2) dimy (2

Supposons par 'absurde qu’il existe w,e C\DI(0,R) avec

1 ¢,
fm a—z(z) dm,(2) Z0.

Sans perte de généralité, on admet que

Rél J o —lf(z) a@i; (2) dm, (z)]#O et méme Ré

Notons alors que I'application

1 99,
CLARY, .
o 2o mz(z)]>0

weC\D(0, R) —

dong, il existe 7, >0 et s >0 avec D(w,, ) c C\D(0, R) et pour tout

weD(wy, r,), Rélj - _1][(2) &;ﬁ; (2) dmz(z)] =5,

On choisira alors une fonction ¢, e (D(wy, 7)), ¢,=0 et ¢,(w,) > 0.

w—f(z) oz
D’ou la contradiction.

Ainsi [j L a(p_l (2) dmz(z)] =0 pour toute ¢, € (7 (D(z°, 7)), ¢, =0 et
w—Fz) Iz

pour tout we C\D(0, R).

1
j@z(w) [Réj 9% (2) dmz(z)] dm, (w) = f¢2(w) sdm,(w) >0.

Ceci implique que zeD(z°, r) — est analytique sur D(z°, 7) (pour

— w—flz
we C\D(0, R)). Donc, en particulier, f est analytique sur D(z°, 7).

2% Gtape: n=2. Soit 2°= (2, ..., 20) €D, r>0 avec 4”(z°, r)cD. Fixons
¢;eCzAz’, 7)), @;=0 pour tout je{l,...,n}. Posons ¢(z)=¢,(z)
@2(2) ... 9,(z,) pour 2= (2, 25, ..., 2,).

Soit R >0 avec /(A" (z°, r)) cD(0, R).
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Soit e (C\D(0, R)), ¥ =0. On définit alors 6(z, w) = ¢(z) Y(w) pour
z2eC” et weC. On pose z,,;=w. Dans ce cas, on a

n+1 32
j(L0g|Zn+1 2) | +elz ) 2 (2, 2,01) bibpdmy, 5 (2, 2,1) 2 0.
/k 1 azjazk
Fixons by =1 et b,=...=b,=0. 1l arrive que
(@) _
JLog|w —f(2) | 7 (2) Y(w) dmy, 5 (2, w) by by +
321351
3*(¢)
+ jC( ) 29 ) Y(w) dmy, 5 (2, w) by by +
321 3z1
@) a(y) _
+2RéULog|w—f(z)| P ) X ) dy, (2, w0) Bib, . |+
321 au)
1/1) _
+ [Loglw—f)| ) @) drtgy (2, @) by By 0.
ow 8w

Remarquons alors que, pour tout z € B(z°, 7), pour tout we C\D(0, R) on a w # £(2)
Donc

% (y)
ow dw

- fgﬁ(z)l

JLOglw —f2) ] (w) @(2) dimy, s, (2, w) =

3% (y)

(w) dmz(w)] dm,,(z) =0.

Pour b, =1, alors

3% ()
821321

3*(¢)
azlail
Ae)  Ay)

5 (2) 0 (w) dmy, oy (2, w) b,

JLog |w—f(2)| () Y(w) dmy, 5 (2, w0) + Jc(z) () Y(w) dmy, 5 (2, w) +

+2 Ré =0

fLog|w—f(Z)|

pour tout b, ,;eC.
Ceci implique que
)  Ay)

aZI (Z) a—w(w) dm2n+2(2 w)

0 0
:f(pz(zg...gaﬂ(z,,)l”Log|w—f<z>| (aq‘;l)(zn ;Z) (w)dmz(zl)dmz(w)].
1

0= ILog|w /()|

'dm2n—2(z2) (R Zﬂ)

pour toute ¢, (7 (4(z”, ), ¢, =0 pour tout je {2, ..., n}.
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Donc

AR
;’; @ S22 @) dry(z) dy () =

0= IJLog|w—f(z)|

[ 9y) 3 dgy) ()
_IE(w)[JLog|w /()| 5, (z1) Ew (w) dm,y(z,) | dim, (w)

pour tout Z; e A~ V(Z2, 7).
D’aprés la premiére étape, ceci implique que I'application g, définie par g(z;) =

1
= est analytique sur A(z0, ) pour tout Z,eAV"V(ZP r) et
w—i(zl,Zl)
we C\D(0, R).

Donc £(., Z;) est analytique sur A(z, #) pour tout Z; € A"~ V(Z? 7). Par une mé-
thode analogue, on démontre que £(.,Z) est analytique sur A(z’,r) pour
je{2,...,n}.

D’aprés le théoréme de Hartogs (cf. [6]), f est analytique sur 4" (z°, 7). Donc
pour tout weC\D(0, R), on a #(z) =Log|w —f(z)| est pluriharmonique sur
A (ﬂ)(zO) V).

D’ott c(z) = u(z, w) — Log|w — f(z) | est psh sur 4™ (z°, 7).

CorOLLAIRE 4: Soit D un ouvert de C”, K fermé pluripolaire dans D et E fermé po-
laire dans C.

Soit uepsh (D\K) X (C\E)) avec {(z,w)e(D\K)*x(C\E): wu(z,w)=—o}=F
est fermé dans (D\K) x (C\E).

Soit f: D\K— C une fonction continue et localement bornée @ travers K.

Supposons que u(z, w) <Log|w — f(2) | pour tout (z, w) e (D\K) X (C\E).

Alors u se prolonge de maniére unique en une fonction vepsh (D x C), i existe
une fonction ¢ : D— [ — o, 0] psh et une fonction g analytique sur D avec gp\x = f et
v(z, w) = Log|w — f(2) | + c(2) pour tout (z, w) € D x C. Si de plus e” est de classe (!
sur DX C\{(z, w) eDX C:w=g(z)} (leN), alors {zeD: (z) = — o} est fermé
dans D, ¢ est continue sur D\{zeD: c(z) = —®} et e est de classe (' sur D.

DemonstraTION:  Soit A= {ze D\K: u(z,.) = — o sur C\E}. F étant fermé
dans (D\K) x (C\E), donc A est fermé dans D\ K. Notons aussi que A est pluripolai-
re dans D\K (d’aprés le lemme 2). Soit z°e D\ (KU A). Considérons v;(w) =
=u(z°, w) — Log|w — f(z°) | pour we C\(EU {f(z°)}). Notons que v, est soushar-
monique négative sur C\(E U {f(z")}).

EU {£(z°)} étant fermé polaire dans C, donc », se prolonge en une fonction sh et
négative sur C (notée encore v;). D’ot, il existe une constante unique ce R_ avec
u(z°, w) =Log|w — f(z°) | +c

Ceci permet donc de définir une fonction ¢: D\(KUA) =R _.

Pour ze€ A, on pose c(z) = — .
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Pour z°e D\K, »> 0 avec B(z°, r) cD. Soit R >0 avec f(B(z°, r)) cD(0, R).

V(z, w) € B(z°, r) x [C\D(0, )], on a u(z, w) — Log|w — fz | = c(z). Donc ¢
est s.c.s sur B(z%, 7).

On démontre, de maniére analogue au théoréme 5, que f est analytique sur D\ K. K
étant fermé pluripolaire dans D et f localement bornée 2 travers K, donc # se prolonge
en une fonction g analytique sur D.

¢ <0 sur D\K, il résulte que u est localement majorée sur D X C a travers [K X
X CUD X E]J(D\K) x (C\E) =D x C\[Kx CUD x E]). Donc « se prolonge en
une fonction v € psh (D X C)(Kx CUD X E est fermé pluripolaire dans D x C).

v(z, w) < Log|w — g( )|, pour tout (z,w)eDxC\(KxCUDXxE), donc
v(z, w) < Log|w — g(z) | pour (z, w)eD X C.
Utilisant le raisonnement plus haut, il résulte alors que v(z, w) = Log|w —
2)| +¢(z) ot ¢;: D—[— 00, 0] est une fonction s.c.s dans D.
En fait, ¢; est psh sur D, ¢; = ¢ sur D\K. Notons qu’on pourra utiliser Shiffman [15].

RemarQUE 8: Soit D un ouvert de C”, e psh (D X C), fet g: D—C deux fon-
ctions #-harmoniques.

Supposons que #(z, w) <Log|w — f(z) | + Log|w — g(z) | pour (z, w) eDXC.

Alors, f et g sont analytiques sur D, il existe une fonction ¢: D—R_ psh avec
u(z, w) = Log|w — f(2) | + Log |w — g(2) | + ¢(z) pour tout (z, w) e D x C,

En particulier si u(z, w) < h(w) + ¥(z) ou h: C—R harmonique et ¥ : D—R
une fonction. Alors u(z, w) = h(w) +c(z) ou ¢ est sousharmonique sur D et
csY.

RemarQuE 9: Utilisant les notations du théoréme 5 et de sa preuve avec D = C"\E
ou E =FE, UE,, E; compact dans C” et E, polaire fermé dans C”. Alors, la fonction ¢
ainsi introduite est une constante négative. Dans ce cas #(z, w) = Log|w — f(2) | + ¢;
ceR_. Ainsi sur C” X C, toute # minorante plurisousharmonique de », ot v(z, w) =
=Log|w — f(z) | avec f: C"—=C et v s.c.s sur C" "', est de la forme # = v + ¢ avec
ceR_.

D’une facon générale, si D est parabolique (c’est a dire, toute #; € psh (D), #; <0
alors u; est constante), ¢ est constante sur D.

Dans la preuve du théoréme 5, remarquons qu’il peut y arriver que ¢ peut étre non
pluriharmonique.

EXEMPLE D=D(0, 1). = |z|*=2; ceh(D). Soit u(z, w) =Log|w —z| +
+ (|z]* - Remarquons que u(z w) < Log|w — z| pour tout (z, w)eD x C.

RemARQUE 10: Avec les mémes notations du théoréme 5 et de sa preuve,
ceprh(D) si et seulement si #eprh(Dx C\F) ou F={(z,w)eDXxC: w=
=f(2)}.

Il peut y arriver que 'hypothése Log|w — f(z) | admet une majorante psh, dans
D X C, ne garantit pas I'analyticité de f.
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ExempLe: Soit #(z, w) = Log (|w| + |z|) pour (z, w) e C*. Soit f(z) =%, fest con-
tinue sur C. On a Log |w — £(z) | < u(z, w) pour tout (z, w) e C°. D’aprés Horman-
der [6], u e psh(C?) mais f¢ H(C). Cependant on a

RemarQuE 11: Soient D un ouvert de C” et f: D— C une fonction.

Soit #:DXC—[—o, + o[ une fonction plurisousharmonique avec E =
={(z, w) eD X C:ulz, w) = — o} contient le graphe d’une fonction #-harmonique g
sur D.

Supposons que Log |w — f(z) | < u(z, w) pour tout (z, w) eD x C.

Alors f est analytique sur D.

3. - SUR LE THEOREME DE HARTOGS
On propose une extension du théoréme de prolongement de Hartogs (cf. [6]).

THEOREME 6: Sozent D un ouvert de C”, n =2 et L compact dans D avec pour toute
V' composante connexe de D, V\L est une composante connexe dans D\L. Supposons
qu'tl existe un polynéme analytique non constant p avec Log |p(w) — f(2) | admet une
minorante psh dans (D\L) X (C\K) oa K est un sous-ensemble compact dans C.
Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans D.

DiMONSTRATION: Sans perte de généralité on admet que p(w) = w pour tout w e C.
D’aprés la preuve du corollaire 4, £ est analytique sur D\ L. Sur toute V composante
connexe de D, V\L est un ouvert connexe et de plus L NV est un sous-ensemble
compact dans V. D’aprés le théoréeme de Hartogs [6], f se prolonge dans H(V).
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