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ResuMe. — Soit U un domaine fin de R”; un morphisme finement biharmonique de U dans
R” est un morphisme finement harmonique U dans R” qui préserve les fonctions finement
biharmoniques. Dans le présent article nous étudions cette notion et nous caractérisons, dans
certains cas, les morphismes finement biharmoniques en termes de morphismes finement har-
moniques de U dans R” et des noyaux de couplage.

Morfismi finemente biarmonici

Sunto. — Un morfismo finemento armonico di un dominio di R” in R” si dice finemente
biarmonico se preserva le funzioni finemente biarmoniche. Nella presente memoria si studia
questa nozione e la si caratterizza, in certi casi, per mezzo della nozione di nucleo di
accoppiamento.

1. - INTRODUCTION

En théorie classique du Potentiel dans R”, la topologie fine est définie comme
étant la moins fine des topologies rendant continues les fonctions surharmoniques
dans R”. Cette topologie a été introduite en théorie classique du Potentiel par H. Car-
tan en 1940 et a ensuite été étendue au cadre des diverses théories axiomatiques du
Potentiel par Brelot, Bauer et Constantinescu-Cornea.

Grace 2 la théorie du balayage des mesures, Fuglede a développé dans [11] une
théorie des fonctions finement harmoniques dans un ouvert fin (i.e., ouvert au sens de
la topologie fine) d’'un espace harmonique 2 vérifiant ’axiome de domination (en
abrégé axiome (D)), généralisant la notion classique de fonction harmonique dans un
ouvert ordinaire de .
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(**) Memoria presentata il 6 Agosto 2002 da Giorgio Letta, uno dei XL.
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Les notions de topologie fine et de balayage des mesures ont été étendues par
Smyrnelis dans le cadre de sa théorie axiomatique des fonctions biharmoniques. Cela
permet de définir une notion de fonctions finement biharmoniques dans les ouverts
fins d’un espace biharmonique de Smyrnelis ([22] et [23]) vérifiant 'axiome de domi-
nation. Cette notion a déja fait I'objet d’un travail de I'auteur [9] dans le cas de I'es-
pace biharmonique classique R”.

Rappelons que la théorie axiomatique des fonctions biharmoniques, inspirée par
I’équation biharmonique classique, a été développée par Smyrnelis dans [22] et [23] et
s’applique plus généralement a un opérateur obtenu par couplage de deux opérateurs
différentiels L; et L, du second ordre elliptiques ou paraboliques dans un ouvert de
R”. Dans cette théorie, un espace biharmonique est la donnée d’un espace localement
compact muni d'un faisceau d’espaces vectoriels de couples de fonctions réelles con-
tinues vérifiant certains axiomes. A un tel espace sont associés deux espaces har-
moniques. Beaucoup de résultats des théories classique ou axiomatique du Potentiel
ont été étendus a ce cadre par Smyrnelis.

En théorie des espaces harmoniques, un probléme intéressant est 1'étude des ap-
plications entre espaces harmoniques qui préservent les structures harmoniques. Ces
applications sont appelées des morphismes harmoniques.

La notion de morphisme harmonique a été introduite d’abord par Constantinescu
et Cornea dans [3] comme une généralisation naturelle de la notion d’application
holomorphe entre surfaces de Riemann; ensuite elle a été étendue par Fuglede au
cadre des variétés riemaniennes dans [14]. Csink et @Qksendal ([5] et [6]) ont donné
une interprétation probabiliste de cette notion. L’étude des morphismes harmoniques
a été étendue aux fonctions finement harmoniques par Fuglede [16] et @ksendal en a
donné dans [21] une caractérisation stochastique.

Dans [10], nous avons introduit et étudié les morphismes biharmoniques, i.e. les
applications préservant les structures biharmoniques, et nous avons montré en parti-
culier que, sous certaines conditions, ce sont les morphismes harmoniques des espaces
harmoniques associés a 1’espace biharmonique de base qui agissent convenablement
sur le noyau de couplage de ces espaces.

Dans le présent article nous étudions la notion de morphisme finement bihar-
monique dans le cas classique, i.e. les morphismes finement harmoniques d’un ouvert
fin de R” dans R” qui préservent les fonctions finement biharmoniques, et nous
obtenons des résultats analogues a ceux du cas biharmonique. Nous reviendrons a
cette question dans un travail ultérieur pour une caractérisation stochastique des mor-
phismes finement biharmoniques.

Nous avons considéré uniquement la théorie des fonctions biharmoniques au sens
du Laplacien dans un ouvert 2 de 'espace R?, 4= 1; dans un article ultérieur, nous
reviendrons a I'extension au cadre général d’un espace biharmonique de Smyrnelis
dont les espaces harmoniques associés vérifient les hypothéses de la théorie des fonc-
tions finement harmoniques de Fuglede.

Les notations utilisées dans tout ce travail seront identiques a celles des travaux de



Fuglede et Smyrnelis cités dans la bibliographie. Pour distinguer les notions relatives a
la topologie fine de celles relatives a la topologie initiale, on utilisera le mot fin (fine-
ment); on dira par exemple un domaine fin ou une fonction finement continue. Pour
d’amples détails sur la théorie des fonctions finement harmoniques on renvoie a [11].
Le mot fonction signifiera toujours, sauf mention du contraire, fonction a valeurs
dans R. Pour toute partie A de R”, on note A 'adhérence de A dans le compactifié
d’Alexandroff de R”. Si (f;, g1) et (£, g,) sont deux couples de fonctions sur un en-
semble E, on adoptera les définitions suivantes concernant I'ordre produit usuel:

(fl) gl) = (][27 gZ) Aad fl B][2) &1 2g2)

(fl) gl) = (]{27 gZ) Aad fl >f2) &1 >g2)

et on écrira tout simplement (£, g) =0 (resp. (f, g) > 0) au lieu de (£, g) = (0, 0)
(resp. (£, g) > (0, 0)).

Tous les résultats de ce travail sont vrais pour les fonctions finement polyhar-
moniques d’ordre quelconque; nous n’avons considéré que le cas biharmonique pour
des raisons de simplicité.

2. - RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe nous allons faire quelques rappels sur la notion de couple
finement hyperharmonique dans un ouvert fin de R”. Pour plus de détails sur cette
notion on renvoie a [9].

Comme en théorie des espaces harmoniques, c’est la notion de balayée d’un couple
de mesures qui permet de définir la notion de couples finement hyperharmoniques,

surharmoniques ou harmoniques. A cet effet, nous rappelons le résultat suivant ([22],
th. 7.11 et th. 7.12):

TutoriME 2.1: Sozt (X, I0) un espace biharmonique fort au sens de Smyrnelis. Pour
tout couple (u, L) de mesures de Radon positives sur X et toute partie E de X, il existe
trois mesures de Radon positives u®, vE et 1t sur X telles que, pour tout IC-potentiel
P=(p, q), on ait

J’Zsfd‘u = jpdﬂE + J’quE,
[PEdr= [qdrF,

on PE = (PY, PY) est le couple balayé de P sur E.

Les mesures u” et AX ne sont autres que les balayées des mesures u et A relative-
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ment aux espaces harmoniques associés a 1’espace biharmonique (X, 90). Si ces es-
paces sont égaux comme dans le cas considéré ici, on a u®=2AF dés que u = A.

Lorsque 4 =A=¢,, xe X, on notera les mesures u”, vF et 1F correspondantes
dans le théoréeme précédent par uZ, vE et AL respectivement. Ce sont ces mesures qui
permettent de définir les notions de couples finement harmoniques et finement
hyperharmoniques.

Dans la suite on considére un domaine 2 de R”, » =1, qu’on suppose borné si
7 <2. On note A, le faisceau biharmonique défini sur Q par le Laplacien:

Iy (w) = {(u, v) e [C*(w)]*: Au= —v, Av=0},

pour tout ouvert w de Q. Le couple (L2, IC,) est un espace biharmonique dont les es-
paces harmoniques associés sont identiques a I'espace harmonique classique défini par
l'opérateur de Laplace sur Q.

On rappelle d’aprés [8] que I'espace biharmonique (R”, C,) est fort si et seule-
ment si # = 5. Par contre, si 2 est un domaine borné de R”, I'espace (2, () est fort
pour tout # = 1. Dans toute la suite on suppose que I’espace biharmonique (2, 3C,)
est fort (on dit alors que 2 est un domaine fort). Les couples I4-harmoniques, I,-hy-
perharmoniques,... , seront tout simplement appelés couples harmoniques, hyperhar-
moniques,.... On note U, (2) le cone des couples hyperharmoniques =0 dans L.

Pour tout ouvert fin wC 2, et tout xe w, on a u$? =1 =% ou £ est la bal-
ayée de la mesure ¢, sur Cw dans I’espace harmonique classique associé au Laplacien
dans Q.

Pour tout ouvert fin @ on désigne par d;w la frontiere fine de w et par @ son
adhérence fine. Il est bien connu que, pour tout x € ®, la mesure £$” est portée par
9. Nous allons montrer que les mesures v$”, xe w, sont également portées par
afa).

On note Gy, le noyau de Green de 2 normalisé de sorte que, pour tout y € 2, on
ait, au sens des distributions, 4Gg(.,y) = — ¢, ot &, est la mesure de Dirac au point y.
Soit V' le noyau borélien défini sur 2 par

V(f) = jGQ(.,w () dy

pour toute fonction borélienne f=0 sur Q. Ce noyau possede les propriétés
suivantes:

1. Pour toute fonction hyperharmonique » = 0 dans £, V(v) est la fonction hy-
perharmonique pure d’ordre 2 associée a v, i.e., la plus petite fonction hyperhar-
monique # =0 dans 2 telle que le couple (u#, v) soit hyperharmonique.

2. Pour tout couple hyperharmonique (#, v) =0 dans 2, on a
Viv) <u,

i.e., il existe une fonction hyperharmonique # =0 dans  telle que « = V(v) + ¢



Ces deux propriéteés permettent de faire le calcul du couple balayé sur une partie
A de Q d’un couple hyperharmonique @ = («, v) = 0 dans £ au moyen du balayage
relativement a ’espace harmonique défini par le Laplacien sur Q.

Dans la suite, si s et ¢ sont des fonctions surharmoniques =0 dans Q telles que
s<t, on note ¢ — s la fonction surharmonique « telle que #=u + s.

On note P’ (L) 'ensemble des couples potentiels finis continus dans £, dont les
fonctions hyperharmoniques pures d’ordre 2 associées sont finies et continues.

LemMmE 2.2: Pour toute fonction byperbarmonique v =0 dans Q, il existe une suite
croissante (q,) d'éléments de P'(Q) telle que v=sup g,.

DrmonsTraTION: On sait que toute fonction hyperharmonique = 0 dans Q est I’en-
veloppe supérieure d’une suite croissante de potentiels finis et continus dans £; il suf-
fit donc de montrer que tout potentiel fini continu dans £ est 'enveloppe d’une suite
croissante d’éléments de &' (L2). Soient ¢ un potentiel fini continu sur Q et (py, ¢o)
un couple potentiel fini continu >0 sur Q. On a ¢ = sup min(g, ng,) et

n

Vimin (g, nq,) < np, car le couple (np,, min (g, 7q,)) est surharmonique = 0 dans Q,
donc min (g, ng,) € P'(Q).

ProrosiTION 2.3: Pour tout couple surbarmonique (s, t) = 0 dans Q et toute partie
Ade Q, on a

(s, 0" = Ry + VR!), R,

ot RY est la balayée ordinaire de t sur A.

DemonstraTION: Remarquons d’abord que l'on a
(s, ) = (m/\f{u cu=s dans A, (u, IA{fl) e U, ()}, R4y,
Or, pour tout couple (#, RY) e U, (R), on a, d'aprés ce qui précede,
u=VR +r,

ol 7 est une fonction hyperharmonique =0 dans Q. D’autre part, comme
(s, RY) e U, (), on a également

s=VRY) +k,
ou £ est une fonction surharmonique =0 dans 2. On en déduit que
(s, 0" = (V(R!) + R{, RY).

Or on a k=s5— V(RY), dot le résultat.
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CorOLLARE 1: Pour tout couple surbarmonique (s, t) dans Q et toutes les parties A
et B de Q telles que ACB, on a

(G5, 00" = (5, 1.

DemonsTtrATION: On a
(s, 0= (R vy + VR, RP).

.- . . DB fa - —
En utilisant les relations bien connues REf = R4 et Rgg = R4 pour # et v hyperhar-

moniques =0, on obtient
= 3. A —_—
((s, ") = (s, )"

COROLLAIRE 2: Soient w un ouvert fin de Q tel que @ C 2 et x € w. Alors la mesure

vY est portée par b(Cw), la base de Cw (voir [11], chap. 1).

DEMONSTRATION:  Soit x € . D’aprés le théoréme 2.1, on a, pour tout potentiel P =
= (p, q) dans Q,

PG (x) = j pdeC + j gdvC.

Sl 5 N L . . N .
Comme P = P% d’apres le lemme précédent, on a aussi, toujours d’aprés le théo-
reme 2.1,

P (x) = [P{odef + [P5 dvCe.
Comme P§” = IA{?”, on en déduit alors que
[(a=R v =0,
soit
[ advee = [RG»avee,
pour tout g€ &P'(Q). D’ot, d’apres le lemme 2.2,
f gdvs® = f ng v

pour tout potentiel ¢, ce qui montre bien que v$” est portée par bH(Cw).
Comme b(Cw) € 8y, on voit donc que, pour tout x € w, la mesure v est portée

par d;w.

ProprosITION 2.4: Soit w un ouvert fin tel que @ C Q. Alors, pour tout xe w, la

mesure v<° ne charge pas les ensembles polaires.
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DEMONSTRATION:  Soit x € . Comme la mesure v est portée par d;w), il suffit de
montrer que V<
laire c 8w, on peut trouver un couple potentiel P = (p, ¢) dans  avec p =g = + o
sur A et p(x) + g(x) < + 0. On a alors [gdvS < p(x) < + o, d’ot le résultat.
Dans toute la suite, f-lim et f-lim inf désigneront respectivement les limites fine et
fine inférieure, c’est-a-dire au sens de la topologie fine. Pour un couple F = («, v) de
fonctions sur un ouvert fin U de £, on note f—lil;)ﬂiynf F(x) le couple (f-lirggiynf u(x),

f—lirgl_)iynf v(x)).

ne charge pas les polaires contenus dans dyw. Soit A un ensemble po-

On rappelle d’abord qu’une fonction # sur un ouvert fin U de 2 est dite finement
hyperharmonique dans U si # est finement s.c.i., a valeurs dans ] — o, + ], et si,
pour tout ouvert fin relativement compact w tel que @ c U, sur lequel # est bornée in-
férieurement, et tout xew, on a

u(x) = J’* udeS®.

DeriNttioN 2.5: Un couple (u, v) de fonctions sur un ouvert fin U de Q est dit fine-
ment hyperbarmonique dans U si u et v sont finement s.c.i. d valeurs dans 1 — o, +
+ o], et si, pour tout ouvert fin relativement compact w tel gue @ C U, u et v bornées in-
férieurement sur w, et tout xXew, on a

u(x) = r udeS® + J*vdvf‘”, v(x) = f*vdeg‘”.

RemarQUE: Les intégrales [ ude S, [* vdvC® et [* vde S ont bien un sens puisque
les mesures £V et vEU sont portées par 8w et ne chargent pas les polaires.

Un couple (#, v) de fonctions sur un ouvert fin U de 2 est dit finement hypohar-
monique dans U si le couple (—u, —v) est finement hyperharmonique dans U.

On note U/(U) I'ensemble des couples finement hyperharmoniques dans un ou-
vert fin U de 2, et U/ (U) celui des couples finement hyperharmoniques = 0 dans U.

Il résulte aussitdt de la définition 2.5 que U/ (U) est un cdne convexe de sommet 0.

DeriNitioN 2.6: Un couple (u, v) de fonctions sur un ouvert fin U de Q a valeurs
dans R est dit finement harmonique dans U s’il est d la fois finement hyperbarmonique
et finement hypobarmonigque dans U.

Ainsi, un couple finement biharmonique dans un ouvert fin U de £ est un couple
(#, v) de fonctions finies, finement continues sur U, qui vérifient les formules de la
moyenne:

u(x) = J’ude,f‘” + fvdvg‘“, v(x) = Jvde,f‘”,
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pour tout ouvert fin relativement compact w C @ ¢ U, sur lequel « et v sont bornées, et
tout x € w.

En adaptant les techniques de la théorie des fonctions finement harmoniques, on
démontre, comme dans [11] (cf. th. 9.4), le

TutoriME 2.7: Un couple (u, v) de fonctions finement s.c.i. sur un ouvert fin U de
Q, 4 valeurs dans 1 — o, + 1, est finement hyperbarmonique dans U si, et seulement
s, la topologie fine induite sur U admet une base B formée douvert fins w tels que
wcU et

u(x) = J' udeS” + J vdve®,  o(x) = J vde
pour tout x € w.

On déduit du théoréme 2.7 les propriétés suivantes des couples finement
hyperharmoniques:

1. L’ensemble U/(U) est un cone convexe de sommet 0.

2. Si U; et U, sont des ouverts fins de 2 tels que U,cU, et si F=
= (u, v) € ULU,), alors F|y, = (u|y,, v|y,) € UAU,).

3. Si(U;);c; est une famille d’ouverts fins de £ et si F est un couple de fonctions
sur U= ‘UIUZ‘ tel que F|U,e UAU,) pour tout 7el, alors Fe UAU).

Ces propriétés, vraies aussi pour les couples finement biharmoniques, permettent,
quitte a se restreindre aux composantes finement connexes de I'ouvert fin U, de se
ramener au cas ou U est un domaine fin (que 'on fixera dans la suite de ce paragraphe
et du suivant). On rappelle que la topologie fine est localement connexe (voir [11],
cor. du th. 9.11). Quitte a ajouter a U ensemble polaire des points irréguliers de sa
frontiere fine, on le supposera, grice au principe de prolongement par continuité fine,
régulier (donc un K, de 9).

DeriNitioN 2.8: Un couple (u, v) finement hyperbarmonique dans U est dit fine-
ment surharmonique dans U si les fonctions u et v sont finies sur un ensemble finement

dense dans U.

Il n’est pas difficile de voir que, d’apres ([11], th. 12.9), pour qu’un couple
(u, v) € U (U) soit finement surharmonique, il faut et il suffit que les fonctions « et v
soient finies en au moins un point de U.

On note aussi ;" (U) le cone des couples finement surharmoniques = 0 dans U, et
8} *(U) celui des fonctions finement surharmoniques =0 dans U.
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DermvirioN 2.9: Un couple P= (py, p,) € Sf (U) est appelé potentiel fin si tout
couple (u, v) finement hypobarmonique dans U qui le minore au sens de ['ordre naturel
produit est < 0.

On note P/(U) I'ensemble des couples potentiels fins dans U. Alors $/(U) est un
sous-cone de S/ (U). Cest méme une bande de S/ (U), i.e.,

VP, Qe S/ (U): P+ Qe P(U) = P, Qe (V).

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, un couple He S/ (U)
sera dit invariant s’il est orthogonal pour I'ordre spécifique a la bande des couples po-
tentiels fins. On note IC;(U) 'ensemble des couples invariants; I¢;(U) est un sous-cone
de 8/ (U). Cest aussi une bande de S/ (U). On a donc:

VSe s/ (U), 3 Pe P(U), A He I(U): S=P+H.

Il est clair que tout couple finement biharmonique est invariant, mais la réciproque est
fausse en général. En effet, si A est une fonction invariante dans U qui n’est pas fine-
ment harmonique, le couple (5, 0) est invariant, mais il n’est pas finement
biharmonique.

3. - COUPLES FINEMENT HYPERHARMONIQUES PURS

Comme en théorie des fonctions biharmoniques, la notion de fonction finement
hyperharmonique pure d’orde 2 associée a une fonction finement hyperharmonique
=0 joue un role fondamental.

ProrositioN 3.1: ([9], Proposition 7.1) Soit v une fonction finement bhyperbhar-
monique =0 dans un ouvert fin w de Q. Alors la fonction

sy =inf {u=0;(u,v) e U ()}
est finement hyperbarmonique dans w et l'on a (uy, v) € U/ (w).

Comme en théorie des fonctions biharmoniques, nous adoptons la définition
suivante:

DErINITION 3.2: La fonction uy de la proposition précédente est appelée la fonction
finement hyperbarmonigue pure d’ordre 2 associée i v dans w.

Soit (#, v) € U/ (U); on dit que («, v) est pur si « est la fonction finement hyper-
harmonique pure d’ordre 2 associée a v.

RemarQuE: Si (#, v) est un couple finement surharmonique pur dans U, alors « est
un potentiel fin. En effet, si w est une minorante finement hyporharmonique de # dans
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U, alors le couple (# — w, v) est finement hyperharmonique = 0 dans U, de sorte que
u—w<u et, par suite, w < 0.

Pour alléger les écritures, on notera dans la suite V,,(») la fonction finement hyper-
harmonique d’ordre 2 associée a une fonction finement hyperharmonique » = 0 dans
U. Cette notation sera justifiée par la suite (th. 3.5).

ProrosiTioN 3.3: ([9], Proposition 7.4) Soient vy et v, deux fonctions finement hy-
perbarmoniques =0 dans U. Alors, si v, <uv,, on a Vy(v;) < V,(v,).

ProrositioN 3.4:  ([9], Proposition 7.5) Soit (sq, 5,) € Sf (U). On a alors
Vo(sy) <5, de il existe te Sp+(U) tel que Vy(sy) +t=s,.
On note Gy le noyau de Green fin de U. On rappelle que Gy est défini par

Gulx,9) =[Gol., y) =R ,)1(x), Vx, yeU,

ou la fonction entre crochets est prolongée par continuité fine au point y et ol
CU=Q\U.

Pour tout y € U, la fonction Gy (., y): x—Gy(x, y) est un potentiel fin finement
harmonique dans U\{y}, et tout potentiel fin vérifiant cette propriété est proprtion-
nel a Gy(., y) (voir [12]).

Il résulte aussitot de la définition de Gy que, pour tout xe U, la fonction
y—>Gy(x, y) est borélienne sur U. Soit V; le noyau borélien sur U défini par

Vuflx) = IGU(x, y) f(y) dy

pour toute fonction borélienne f=0 sur U. On remarquera que si U= Q, alors

VUZ V.

TutoriME 3.5: ([9], Théoréme 7.13) Pour toute fonction finement hyperbar-
monique v=0 dans U, Vi (v) est la fonction hyperbarmonique pure d’'ordre 2 associée a v.

Soit (p, ¢) un couple finement surharmonique pur fini dans U, avec g > 0. D’apres
le théoréme 3.5, on a

p(x) = Vi(@)x) = [Gulx, 5) g(y) dy, VxeU.
Notons ¢ le noyau borélien sur U défini par
7f(x) = [Gulx, 9) q0) f3) dy,  VxeU,

pour toute fonction borélienne = 0 sur U. Si v est une fonction finement hyperhar-
monique =0 dans U, on a

(1) Vo) = [Gul., ») oly) dy = 2 (0/g).
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Nous terminons ce paragraphe par le lemme suivant qui sera utile dans la
suite:

LemME 3.6: Soient (u, v) un couple finement hyperbarmonique pur dans U et (U,)
une suite croissante d’ouverts fins recouvrant U. Pour tout n, soit u, la fonction hyper-
harmonique pure d’ordre 2 associée @ v dans U,. Alors on a u=sup u,.

n

DimonsTrATION: Pour tout 7, le couple (#, v) est finement hyperharmonique dans
U,, donc # = u,. D’ott u = sup u,. D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que, si
n

n = m, alors u, = u,, dans U,,, de sorte que le couple (sup #,, v) = sup («,, v) est fine-
n n

ment hyperharmonique dans tout ouvert U,, donc dans U. On en déduit que sup «, =
= 4. Le lemme est démontré. !

4. - MORPHISMES FINEMENT BIHARMONIQUES
Soit U un domaine fin de R”, qu’on suppose borné si 7 <5.

DeriNTiON 4.1: On appelle morphisme finement bibarmonique de U dans R", n=1,
toute application finement continue @ de U dans R” telle que, pour tout ouvert fin w de
R” et tout couple finement hyperbarmonique (u, v) dans w, le couple (uo @, vo @) soit
finement hyperbarmonique dans ¢~ (w).

On rappelle qu’un morphisme finement harmonique de U dans R” est une appli-
cation finement continue ¢ de U dans R” telle que, pour tout ouvert fin w de R” et
toute fonction finement hyperharmonique # dans w, la fonction o ¢ soit finement
hyperharmonique dans ¢ ~'(w).

1l résulte de la définition 4.1. que si (5, &) est un couple biharmonique dans un ou-
vert fin @ de R”, alors le couple (hoq, ko@) est biharmonique dans ¢ ~!(w).

Comme dans [16], on démontre de la méme maniere le

TutorEME 4.2: Soit @ une fonction finement continue de U dans R”. Alors ¢ est un
morphisme finement bibarmonique si et seulement si, pour tout ouvert fin w de R" et
tout couple finement harmonique (b, k) dans w, le couple (woq, vo) est finement
bibarmonique dans ¢ ' (w).

ProposITioN 4.3: Si @ est un morphisme finement bibarmonique de U dans R”,
alors @ est un morphisme finement harmonique de U dans R”.

DEMONSTRATION:  Soient @ un ouvert de R” et # une fonction finement hyperhar-
monique dans w; alors le couple (#, 0) est finement hyperharmonique dans w, donc le
couple (zo ¢, 0) est finement hyperharmonique dans ¢ ~!(w), de sorte que z o ¢ est
finement hyperharmonique dans ¢ ~!(w), d’ou le résultat.
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La réciproque de la proposition précédente est fausse en général comme le mon-
trent les contre-exemples suivants, empruntés de [10]:

1. 1l est bien connu d’aprés [16] que les morphismes harmoniques d’un domaine
D de R?=C dans C, D muni de sa structure classique d’espace harmonique définie
par le Laplacien, sont exactement les fonctions ¢ : D— C telles que ¢ ou @ soit holo-
morphe. En particulier, les fonctions constantes sont des morphismes finement hat-
moniques de C dans lui-méme. Cependant, il est facile de vérifier que ce ne sont pas
des morphismes finement biharmoniques.

Plus généralement, les fonctions constantes @ : U—R” ne sont pas des mor-
phismes finement biharmoniques, autrement dit, un morphisme finement bihar-
monique ¢ : U—R” ne peut pas étre constant, et, par conséquent, ¢(U) est, d’aprés
[16], un ouvert fin de R”. Ces morphismes peuvent paraitre triviaux; nous allons don-
ner un autre exemple, celui-ci non trivial.

2. Soit B la boule unité de C, et soit /: B— B définie par f(z) = z2. On vérifie
aisément que le couple (#, v) de fonctions définies sur B par
3 1 1
o) = 2 el P
16 16 4

et
v(z) =1—|z|?

est un couple surharmonique pur. La fonction v o # est surharmonique car f est holo-
morphe (donc un morphisme harmonique). D’autre part, on a

3 1 1
uof(z) = — + — |z|®— — |z]%,
fl =gt gl g

et un calcul élémentaire donne
Aluofl(z) =4|z|°*—4|z|?,

mais on n’a pas A[zof] < —vof, comme on peut le voir en prenant |z| voisin de 0, et
par suite le couple (#of, vof) n’est pas hyperharmonique. Comme les fonctions # o f
et vof sont bornées sur B, on en déduit d’aprés ([9], th. 7.14) que le couple
(uof, vof) nest pas finement hyperharmonique.

Ces exemples montrent que la condition de la proposition précédente ne
caractérise pas les morphismes finement biharmoniques. Il faut encore une condition
supplémentaire liée aux noyaux de couplage Vi et V) (lorsque @(U) est contenu
dans un domaine fort de R” ou 7 =5). Rappelons que, d’apreés [15], I'image
d’un ouvert fin de U par un morphisme finement harmonique non constant
de U sur R” est un ouvert fin de R”. Il résulte alors de la proposition précédente
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et de l'exemple 1 ci-dessus, que l'image de U par un morphisme finement
biharmonique de U dans R” est un ouvert fin de R”.

TuroriME 4.4: Soit @ un morphisme finement bibarmonique de U dans R". Sup-
posons qu’il existe un couple finement surbarmonique pur (py, qo) >0 dans @(U) tel
que (py o @, gy o @) soit un couple pur dans U. Alors, pour tout couple finement hyper-
harmonigue pur (u, v) =0 dans @(U), le couple (unoq, vo @) est finement hyperhar-
monique pur sur U.

DimonsTraTION: Posons (p, g) = (po o @, gy o @), alors p et p, sont des potentiels
fins (voir remarque suivant la définition 3.2). On a

i) Vug=p et Vo g0=po dapres le théoreme 3.5,
ii) Vyf (resp. Vi f) est finement harmonique dans U\ Supp (f) (resp.
/
@(U)\ Supp (f)), pour toute fonction borelienne f sur U (resp. R”), ot Supp (f) est
f

le support fin de f.

Considérons maintenant les opérateurs W, et W, définis sur 'ensemble des fonc-
tions boréliennes bornées = 0 sur @(U) par W, g= Vy(go @) et Wrg= (V1) g) o ¢.
Alors on a, en combinant le théoréme 8.1.1 et I'exercice 8.1.1 de [4], W, =W,. En
particulier, si («#,v) est un couple pur, on a W,(v/qy) = W,(v/g,), soit
Vi((wo@)/q) = (Vi (v/qy)) o @, dou le résultat d’apres la formule (1).

Nous terminons ce paragraphe par un résultat sur ’action des morphismes fine-
ment biharmoniques sur les couples invariants:

TurorEME 4.5: Soit @ un morphisme bibarmonique fin de U dans R”. Alors, pour
tout couple invariant H = (b, k) sur un ouvert fin @ de R" contenu dans @(U), le cou-
ple Hop= (hog, ko) est invariant dans ¢ ' (w).

DemonstratioN: En effet, H est quasi partout égal 'enveloppe supérieure des cou-
ples finement hypoharmoniques qui le minorent, d’ot le résultat puisque pour tout
couple finement hypoharmonique (#, ») minorant H, le couple (# o ¢, vo ¢) est fine-
ment hypoharmonique et minore H o ¢ et que I'image réciproque par ¢ d’un polaire
est polaire (sinon I'image de U par ¢ serait polaire, ce qui est absurde car ¢ est non
constante).

5. - CARACTERISATION DE CERTAINS MORPHISMES BIHARMONIQUES.

LemME 5.1: Soit b une fonction finement harmonique bornée dans un ouvert fin w
borné de R” telle que f- lim S/J(x) =0 pour tout &€ dyw. Alors h =0 dans w.

XEW, x—>

DimonsTraTION: D’apres les hypothéses, on peut trouver un ouvert borné 2 de R”
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tel que @ € 2 et un potentiel p > 0 fini continu dans £ tel que |5 | < p dans w. Appli-
quant le principe du minimum fin ([11], th. 10.8) a2 5 et —5, on obtient le résultat
cherché.

LemmE 5.2: Sozent w un ouvert fin régulier de R”, @ CR”, k une fonction finement
harmonigque >0 dans un ouvert fin contenant @ et b, la fonction finement hyperhar-
monique pure dordre 2 associée i k dans w. Alors limb,(x) =0 pour tout
E € afa). e

DinonstraTioN: 11 est facile de vérifier que le couple (4,,, &) n’est rien d’autre que
la solution du probléeme de Riquier fin dans w pour la donnée frontiere (0, £|3,),
d’otr le résultat d’apres ([9], th. 9.2).

Dans toute la suite, U est un domaine fin régulier de R™ et 7 est un entier = 1.

TuEOREME 5.3: Soit @ un morphisme finement bibarmonique de U dans R” tel que
@ “Y(K) c U pour tout compact K de R" contenu dans @(U). Alors, pour tout ouvert fin
régulier w relativement compact de R” tel que w C @(U) et tout couple pur (u, v) dans
w, le couple (uoq, voq) est pur dans ¢ ().

DEMONSTRATION:  Soit @ un ouvert fin régulier relativement compact de R” tel que
w c @(U). Soit £ la fonction constante égale a 1 dans @(U). Alors la fonction finement
hyperharmonique pure 4, associée a 4 dans w est un potentiel fin dans w et le couple
(b, k) est finement biharmonique dans w ([9], prop. 7.3). Notons 4, la fonction hyper-
harmonique pure d’ordre 2 associée a ko ¢. En veru de la proposition 4.3, le couple
(hy o@, ko) est finement biharmonique =0 dans ¢ ~!(w), donc on a b, oq@ =h,.
D’autre part, la fonction A, o ¢ — by est finement harmonique dans ¢ ~!(w) et 'on a

f— liminf (b, o@—h)(x) =0
xeqp Ho), x—&

pour tout £e d/[[g "' (w)], car ¢ "' (w)c U d’apres les hypothéses du théoréme. La
fonction A, o ¢ — h; est finement harmonique et bornée dans ¢ ~'(w); on en déduit,
en vertu du lemme 5.1, que A, 0@ — h; =0 dans ¢ ~!(w); autrement dit, le couple
(hy o, ko) est pur. Il en résulte, d’aprés le théoréme 4.4, que, pour tout couple
pur (z, v) dans w, le couple (zoq, vog) est pur dans ¢ "' (w).

COROLLARE:  Soit @ un morphisme finement bibarmonique de U dans R” tel que
@ "1 (K) c U pour tout compact K de R" contenu dans @(U). Alors, pour tout couple pur
(u, v) dans @(U), le couple (uo@, vo) est pur.

DiMONSTRATION:  Soit (w,) une suite croissante d’ouverts fins réguliers relative-
ment compacts recouvrant @(U) et tels que @, C @(U) pour tout 7, et soit («, v) un
couple pur dans ¢(U). Pour tout 7, notons #, la fonction hyperharmonique pure d’or-
dre 2 associée a v dans U,. On a alors # = sup #,, d’ott #o ¢ = sup u, o ¢. Comme les

n n
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couples (#, o, v, o) sont purs d’aprés le théoéme préceédent, il résulte du lemme
3.6 que le couple (zo@, vo@) est pur.

En adaptant la démonstration du théoréme 9.9 de [11] aux couples finement
surharmoniques, on obtient la

ProposiTioN 5.4: Soit (u', v') un couple finement surbarmonique fini dans un ou-
vert fin U, c U; alors, pour tout x € Uy, on peut trouver un ouvert fin relativement com-
pact de R” tel que xewcCwc U, et deux couples (p, q) =0 et (u, v) =0 finement
surbarmoniques dans U avec les propriétés suivantes:

D) (u,v)=(u",v")+ (p, q) dans w,

ii) le couple (p, q) est finement harmonigque dans w.

LemME 5.5: Soit @ un morphisme finement harmonique non constant de U dans R”.
Supposons que, pour tout potentiel fin pur (p, q) dans @(U), le couple (po @, go @) soit
pur. Alors, pour tout couple finement hyperbarmonigque (u, v) =0 dans @(U), le couple
(noq, vo@) est finement hyperbarmonique dans U. Si de plus (u, v) est finement har-
monique dans un ouvert fin w contenu dans @(U), alors (uo @, vo @) est finement har-
monique dans ¢ ' (w).

DeMONSTRATION:  Soit (p, ¢) un couple potentiel fin dans ¢(U). On a alors, d’apres
([9], Proposition 7.5), (p, q¢) = (p1, 0) + (p,, ), ol p; est un potentiel fin et (p,, g)
est un couple pur dans @(U). On en déduit, d’aprés les hypothéses du lemme, que le
couple (po@, go@) = (pyo@, 0) + (p, o@, go @) est finement hyperharmonique. Si
(u#, v) est un couple finement hyperharmonique = 0 dans ¢(U), on peut trouver une
suite croissante de couples potentiels fins (p,, ¢,) dans @(U) tels que (u, v) =
= sup (p,, ¢,), dou (wo@, vop) =sup(p,o@, g, o) et donc le résultat d’apres ce

qui précede et la proposition 7.7 de [9].
Dans la suite on suppose 7 = 5.

ProrosiTioN 5.6: Soit ¢ : U—R” une fonction finement continue. On suppose que
@ est un morphisme finement harmonique non constant de U dans R" et que, pour tout
potentiel fin pur (p, g) >0 dans @(U), le couple (po @, go @) est pur. Alors @ est un
morphisme finement bibarmonique.

DemoNsTRATION:  Supposons que les hypothéses de la proposition soient vérifiées.
Soit w un ouvert fin de R” tel que w c @(U) et x, € w, et soit («, v) un couple finement
surharmonique dans w. Supposons d’abord («, v) = 0. D’apres la proposition précé-
dente, on peut trouver un potentiel fin (p, ¢) dans @(U), finement harmonique dans
un voisinage fin w; de x,, avec @, C w, et un couple (#,, v,) finement surharmonique
=20 dans @(U) tel que lon ait (uy, vy) = (u, v) + (p, g) dans w;, et donc
(ug o, vyoq) = (no@,voq@)+ (pop, gop) dans ¢ '(w,;). Mais, dapres le
lemme précédent, le couple (#,0¢, vyo¢) est finement hyperharmonique dans
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@ Yw,) et (pog, gop) est finement harmonique dans ¢ ~!(w,); donc le couple
(noq, vo@) est finement hyperharmonique dans ¢ ~!(w ;). Comme x, et @ sont arbi-
traires, on en déduit que le couple (#o @, vo @) est finement hyperharmonique dans
¢ Hw).

Si (u, v) est de signe quelconque, on peut se ramener au cas précédent en ajoutant
localement a («, v) un couple biharmonique pur (5, £) =0 convenable, le couple
(hog, ko) étant biharmonique d’apres le lemme précédent.

Maintenant nous pouvons énoncer le

TutorEME 5.7: Soit ¢ : U—R” une fonction finement continue. On suppose que ¢
est un morphisme finement harmonique non constant de U dans R” tel que ¢ ~'(K) c U
pour tout compact K de R" contenu dans @(U). Alors les conditions suivantes sont

équivalentes:

1) @ est un morphisme finement bibarmonique.

ii) Pour tout potentiel fin pur (p, q) dans @(U), le couple (po@, go@) est
pur.

DimonsTraTION: L’implication i) = ii) a été démontrée au corollaire du théoreme
5.3. L’implication ii) = i) a fait 'objet de la proposition 5.6.

CoroLLARE: Sozt ¢ : U—R” une fonction finement continue. On suppose que ¢ est

un morphisme finement harmonique non constant de U dans R" tel que ¢ ~'(K)cU
pour tout compact K de R" contenu dans @(U). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) @ est un morphisme finement bibarmonique.

it) Pour tout couple finement hyperbarmonique pur (u, v) = 0 dans @(U), le cou-

ple (uoq, voq@) est pur.

En termes de noyaux de couplage, nous avons la caractérisation suivante des mor-
phismes finement biharmoniques:

TutorEME 5.8: Soit ¢ : U—=R", n =5, une fonction finement continue. On sup-
pose que @ est un morphisme finement harmonique non constant de U dans R” tel que

@ “1(K) c U pour tout compact K de R" contenu dans @(U). Alors les conditions suiv-
antes sont équivalentes:

1) @ est un morphisme finement bibarmonique.
ii) On a
(an(U)f) op=Vy(fog)

pour toute fonction borélienne f=0 sur @(U).
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DemonstraTION:  L’implication ii) = i) est immédiate en vertu du théoréme précé-
dent et du théoréme 3.5. Prouvons I'implication i) = ii). Pour toute fonction boréli-
enne /= 0 bornée sur £ (resp. R”), notons V, f (resp. V, /) la fonction Vi ( f|y) (resp.
Vo (fl o)) prolongée par 0 dans \U (resp. R” \@(U)). Alors V; et V, définissent
des noyaux boréliens sur £ et R” respectivement et, d’apres le corollaire précédent, on
a (V,q) op=Vi(gog) dans U pour tout ge P'(R”). Dot (V,q) o =V (go¢)
dans U pour tout potentiel ¢ fini continu dans R” d’aprés le lemme 2.2. Comme I’en-
semble des différences de potentiels finis continus nulles en dehors d'un compact K
de R” est dense dans I'ensemble des fonctions finies continues a support contenu dans
K, on en déduit que 'on a (V,f) o ¢ = V;(fo ¢) pour toute fonction ffinie continue a
support compact. Il en résulte que 'on a aussi, d’aprés le théoréme des classes mono-
tones, (V,f)o@ =V (fogp) et donc (Vi f)o@=Vy(fogp), pour toute fonction
borélienne f= 0 sur ¢(U).

RemarquEs: 1. Nous ignorons si, dans les théorémes 5.6 et 5.7, on peut se passer de

I’hypotheése ¢ ~'(K) c U pour tout compact K de R” contenu dans ¢(U).

2. Les théorémes 5.7 et 5.8 sont encore vrais pour 7 < 4 si 'on suppose, en plus,
que @(U) est borné ou, plus généralement, contenu dans un domaine fort de R”.

Nous terminons ce travail par une autre caractérisation des morphismes finement
biharmoniques. Soit 7 un entier = 5. Le noyau de couplage V relatif a 'espace bihat-
monique R” muni du faisceau IC, du paragraphe 2 est donné par

1 Fly)
V = d
0= ey |

pour toute fonction borélienne f= 0 sur R”, ol ¢, désigne I'aire de la sphére unité de
R” (voir [8]).

La caractérisation analytique des morphismes finement harmoniques fait appel a la
notion de gradient d’une fonction finement harmonique. A cet effet rappelons

d’abord la

ProrosiTion 5.9: ([19], Proposition 1) Soit w un ouvert fin de R” et f une fonction
finement harmonique dans w. Alors il existe une fonction h = (h;)| <<, Sur w d valeurs
dans R" vérifiant la condition suivante:

Pour tout x € w, il existe un voisinage fin compact (en topologie euclidienne) V(x)
de x et une suite de fonctions harmoniques f,, chacune définie sur un ouvert V, > V(x)
telle que f,— f uniformément sur V(x) et, pour tout 1, o — b, dans L*(V(x), dv), oa
dv est la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle. i

i

Cette proposition traduit la différentiabilité généralisée des fonctions finement
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harmoniques. On définit alors le gradient généralisé de f par Vf= (5,); <<, 1l faut re-
marquer que Vf ne dépend pas de la suite des voisinages fins V,,(x) et de la suite de
fonctions (£,) (voir [19]).

On rappelle aussi la caractérisation suivante des morphismes finement har-
moniques d’un ouvert fin de R” dans R” (munis du faisceau harmonique classique
défini par le Laplacien) (voir [21]):

TutorEME 5.10: Pour une fonction ¢ de U de R” ,m =2, dans R” , n =2, les condi-
tions suivantes sont équivalentes;

1) @ est un morphisme finement harmonique.

ii) Les composantes @; (1 <j<n) de @, les produits @@, (i %) et les différ-
ences @7 — @7 sont finement barmoniques dans U.

iii) Les composantes @, (1 <;<n) de @ sont finement harmoniques dans U et
on a Vo ;Vo;=0;|Ve;|* presque partout sur U, oa Vo, est le gradient défini dans la
proposition 5.9.

Pour les morphismes finement biharmoniques nous pouvons maintenant, moyen-
nant les théorémes 5.8 et 5.10 et la proposition 4.3, énoncer le

TuoriMe 5.11: Soit @ une application d’un domaine U fin de R”, m =5 (ou seule-
ment m =2 si U est borné), dans R", n =5, telle que ¢ ~'(K) c U pour tout compact
Kc@(U). Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

1) @ est un morphisme finement bibarmonique.
ii) Les composantes ¢,; (1 <;j<n) de @, les produits @, ; (i #j) et les différ-

ences @7 — @7 sont finement harmoniques dans U, et l'on a

[ 10) Gynt@x), ) dy = [Alg) Gulx, y) dy
@(U) U

pour toute fonction borélienne positive sur @(U).
iii) Les composantes @,; (1 <j<n) de @ sont finement harmoniques dans U et on a
Vo, Vo, =08, |Ve,|* presque partout sur U et
[ 10) Gn (9, 9) dy = [ Flgp(v) Gulx, 9) dy
@(U) U
pour toute fonction borélienne f=0 sur R”.

RemArRQUE: Le théoréme 5.11 est vrai pour tout 7z < 4 si on suppose que @(U) est
contenu dans un domaine fort de R”.
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