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Résume. — Nous montrons que toute forme biquadratique semi-définie positive sur R” X R”
se décompose en la somme de carrés de formes bilinéaires et de formes biquadratiques non mi-
norées, pour 'ordre naturel sur les formes biquadratiques, par des carrés de formes bilinéaires
non nulles que nous caractérisons et nous discutons le cas 7z =7 =3.

Some remarks on positive semidefinite biquadratic forms.

AsstracT. — For integers 7z, n =3 we prove that every positive semidefinite biquadratic
form on R” X R” is the sum of squares of bilinear forms and biquadratic forms which are not
minorized, for the natural order on biquadratic forms, by squares of nonzero bilinear forms
that we characterize, and we discuss the case m=n=3.

1. - INTRODUCTION

Il est bien connu que toute forme quadratique semi-définie positive est la somme
de carrés de formes linéaires. Pour les formes biquadratiques le probléme suivant, par
analogie avec le résultat précédent, est intéressant dans plusieurs de ses aspects:

Soit F une forme biquadratique

Flx, y) = E“jkpqx/x/eypyq

aux variables réelles x = (xy, x5, ..., x,,) et y= (y1, ¥2, ..., V), 72, n=2. Si F est se-
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mi-définie positive (i.e., F(x, y) =0, Vx, y), existe -t-il des formes bilinéaires

filx,9) =2 B %y,

telles que F = 2, f2? Pour 7 =2 ou n =2, une réponse affirmative a été donnée par

;
Calderén [1, th. 1]. Dans [2] D-M. Choi a donné, pour 7z = # =3, un exemple de for-
me biquadratique semi-définie positive qui n’est pas la somme de carrés de formes bi-
linéaires, montrant ainsi que la réponse au probléme précédent est négative en général
lorsque 7z, n=3.

Soient 72, #» deux entiers =2, on note Q,, , le cone des formes biquadratiques se-
mi-définies positives sur R” X R”. L’importance des formes biquadratiques semi-défi-
nies positives réside dans leur lien avec les opérateurs linéaires sur les matrices symé-
triques réelles. On note S, 'espace des matrices réelles symétriques d’ordre 7, S; le
cone positif de S, et P(S,,, S,) le cone des opérateurs linéaires positifs de S,, dans S,.
Un opérateur linéaire A : S,,— S, est dit positif si A(S,,) c S, , autrement dit, s’il tran-
sforme les matrices semi-définies positives en matrices semi-définies positives. A toute
forme biquadratique Fe Q,, , est associé un opérateur unique AeP(S,, S,) tel que
F(x,y) =yTA(xx") y. Inversement, tout opérateur A eP(S,,, S,) définit, via la for-
mule précédente, une forme biquadratique FeQ,, .

Dans ce travail, nous déterminons le type de décomposition qu’il faut considérer
pour les formes biquadratiques pour 7z, #=3 et qui généralise le résultat des cas 7z=2
ou 7 = 2. Plus précisement, nous montrons que toute forme biquadratique semi-défi-
nie positive est la somme de carrés de formes bilinéaires et de formes biquadratiques
semi-définies positives qui ne sont pas minorées, pour 'ordre naturel sur les formes
biquadratiques, par des carrés de formes bilinéaires non nulles, que nous caractérise-
rons. Nous discuterons également le cas 7z = # =3 pour lequel nous déterminons une
nouvelle classe de formes biquadratiques semi-définies positives extrémales moyen-
nant un exemple de D-M. Choi.

- DECOMPOSITION DES FORMES BIQUADRATIQUES SEMI-DEFINIES POSITIVES

On note £L(R”, R"), ou tout simplement £(R”) si # =, 'espace vectoriel réel des
applications linéaires de R” dans R”, et on identifie les éléments de £(R”, R”) avec
leur matrices dans les bases canoniques de R” et R”. On note également §L2(R”) le
groupe linéaire de R”, i.e. 'ensemble des éléments inversibles de £(R”).

Pour tout opérateur AeP(S,,S,), nous définissons Iapplication 7, de
L£(R”, R”) dans R, par

7w 4(R2) = inf i{leAxxT)y,}m Q= Exy,
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i=1
pour tout 2 € £(R”, R”), ot I'inf est pris sur toutes les décompositions 2 = Z X9,
de Q. .
1l est facile de voir que la fonction 74 posseéde les propriétés suivantes:

i) Pour tout réel 4 et tout 2€ L(R”, R”), on a m4(AQ) = |A|m4(RQ).
ii) Pour tous Q;,2,eL(R”,R”), on a m4(R2,+92,) <m, (2, +
+ T 4 (92 )
Autrement dit la fonction 74 est convexe et homogene de degré 1.
iii) Si A<B (ie, B—AeP(S,,S,)), alors m,4(Q) <mp(Q) pour tout
Qe L(R",R”).
On déduit de cette derniére propriété que I'ensemble {A e P(S,,, S,); 14 =0} est
une bande de P(S,,, S,). Pour 772, n = 3 cette bande n’est pas réduite a 0 d’aprés le co-
rollaire du théoréme 3.2 ci-aprés et exemple de D-M. Choi (voir remarque 2 suivant

la démonstration du th. 2.4 dans le présent travail); par contre elle I'est si 72 =2 ou
n=2.

Si F est une forme biquadratique semi-définie positive, on notera 77 I'application
74 o A est opérateur de P(S,,, S,) associé a F. Nous verrons dans la suite qu’une
forme biquadratique Fe Q,, , est non minorée par le carré d’une forme bilinéaire non
nulle si, et seulement si, 7z=0.

On note Ext (P(S,,, S,)) I'ensemble des génératrices extrémales du céne P(S,,, S,),
et on dira qu'un opérateur de P(S,,, S,) est extrémal s’il appartient 2 une génératrice
extrémale de P(S,,, S,). De méme, on dira qu'une forme biquadratique Fe Q) , est
extrémale si elle appartient a une génératrice extrémale du cone Q,, . Il est clair qu’u-
ne forme biquadratique FeQ,, , est extrémale si et seulement si l'opérateur
AeP(S,,S,) associé a F est extrémal.

Soit ¥ e £L(R”, R"). On définit un opérateur 0(X) € £(S,,, S,) en posant pour tout
bes,:

o(2) (@) =337,

ott 2T est Popérateur transposé de X. Pour tout x e R”, on a o(Z)(xxT) = (Zx)(Zx)T;
il résulte alors de la théorie spectrale classique que o(X) définit un opérateur de
P(S,,S,).

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier:

i) Pour tous X, e £(R”, R"), 2, £&R", R?), on a
0(23) o(2y) = 0(2,%)
i) Si SeGL(R"), alors 0(2) e GLS,) et on a
o(X) '=p0(x7h).

Soit Q une forme bilinéaire sur R” X R”, alors il existe un opérateur
e L(R”,R") tel que Qx,y) =y Zx, dou Q%(x,y) =y 0o(Z)(xxT) y pour tout



couple (x, y) e R” X R”, autrement dit, I'opérateur associé a la forme biquadratique
Q? est o(2).

Tueoreme 2.1: ([5] pour 72 = n) Pour tout e £(R", R"), lopérateur (X)) appar-
tient 4 Ext(P(S,,, S,)).

DimonsTRATION: Le cas oit =0 est trivial; on suppose donc que X # 0. Soit
xeR”, alorsonao(X)(xxT) = (Zx)(Zx)T e Ext (SH).SiAepP(s,,S,), non nul, est tel
que o(2) —AeP(S,, S,), alors o(Z)(xxT) — A(xxT) € S}, et, par suite, il existe un
réel a(x) € [0, 1] tel que A(xxT) = a(x)o(Z)(xxT). On va montrer qu'on peut choisir
le réel a(x) indépendant de x, ce qui démontrera le théoréme. Posons A(xxT) =
= (a;(x))1<; j<net 2= (by)1 <i<u 1 <;<n Comme la matrice (a;(x)) est positive non
identiquement nulle, il existe un entier 7, 1 <7<, tel que le polynéme P = 4;; soit

j=d
non identiquement nul. Posons aussi Q(x) = ( > b,-]-x]-), on a alors P(x) = a(x) Q(x)?
=1

pour tout x. Le polyndme P étant homogene positif de degré 2, on peut écrire, pour
tout xe R”, P(x) =P, (x)* + P,(x)*+ ... + P.(x)?, ou P;, P, ..., P, sont des formes
linéaires sur R”. La relation P(x) = a(x) Q?(x) pour tout x entraine que les formes li-
néaires P;, P,, ...P, et Q ont les mémes noyaux, donc proportionnelles, ce qui permet
bien de choisir a(x) indépendant de x et achéve la démonstration du théoréme.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des opérateurs de P(S,,, S,) qui ne
sont pas minorés, au sens de I'ordre défini par P(S,,, S,), par un opérateur de la forme
0(2), e £L(R”, R”) non nul; ces opérateurs correspondent aux formes biquadrati-
ques non minorées par des carrés de formes bilinéaires non nulles:

TuroreME 2.2: Soit AeP(S,,S,), non nul, alors les assertions suivantes sont
équivalentes:
i) I/ existe X e L(R”, R"), non nul tel que A =0(X).
i) L’application 74 est non identiquement nulle.
DimonsTraTION: 1) implique ii). Soit Xe £(R”, R”), non nul, et soit A=
=0(X), alors on a ylA(xxT)y=(yTZx)*> pour tous xeR”, yeR”. Soit

i=l
Q= E %) € L(R”, R™), alors

i=1
i=1/ i=1
2 {J’:‘TA(XZ'XZ'T) yi}l/z > E [(y,'TZX,‘)Z]l/Z
i=1 i=1
= 27y x| = |r(Z2Q) ],
i=1

donc w4(R) = |#(2Q)| pour tout £, et par suite 4 est non identiquement
nulle.
i) implique i). Soit A€ P(S,,, S,), non nul. La fonction 74, non identiquement



nulle, est sous-linéaire. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach il existe une forme
linéaire /# 0 sur L(R”, R”) telle que |/(2)| <m4(R) pour tout Qe L(R”, R”).
L’espace L£(R”, R”) posséde une structure euclidienne définie par le produit scalaire
(A, ), =1tr(AQ7), donc dapres le théoréme de Riesz, il existe T e L(R”, R") tel
que lxyT) =yT3x, don

(pT2x?<yTA(xxT)y, VxeR”, VyeR”,

et par suite A = o(X).

En termes de formes biquadratiques, le théoréeme précédent exprime qu’une forme
biquadratique semi-définie positive F sur R” X R” est non minorée par le carré d’'une
forme bilinéaire non nulle si, et seulement si, on a 7wz =0.

CoroLLARE: Soit A e Ext(P(S,,, S,)), non nul, alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

1) I] existe X e L(R”, R"), non nul tel que A= 0(2).

i) L’application 74 est non identiquement nulle.

On déduit de ce théoréme que les éléments extrémaux de P(S,,, S,) se répartissent
en deux catégories: ceux qui sont de la forme E = o(X), X e £(R”, R"), et ceux pour
lesquels on a ;=0.

ReMARQUE: A cause de la convexité et ’homogénéité positive de 'application 7 4,
pour vérifier qu’elle est non identiquement nulle, il suffit de le vérifier sur les éléments
d’une base de £(R”, R”). Nous pensons qu’il doit y avoir des moyens pratiques de le
faire.

Nous pouvons maintenant énoncer le

TrrorREME 2.3: Soit Fe Q,, ,, alors il existe des formes bilinéaires Qy, Q,, ..., Q,
sur R” X R" et des formes biquadratiques semi-définies positives Gy, G,, ..., G, telles
que

F=0Q!+..+Q}+G, +...G

q

et g, =0 pour tout 1,1 Si<gq.
En termes d’opérateurs le théoréeme précédent s’énonce comme suit:

TuroreMe 2.4:  Soit AeP(S,,S,), alors i existe des matrices X, ...,
3,e &(R”,R") et des opérateurs By, ..., B,eP(S,,S,) tels que

A:Q(Zl) + ... +Q(ZP) +Bl + ... +Bq

et mp.=0,Vi,1sisgq.



Pour démontrer le théoréme 2.4 nous avons besoin d’établir un résultat auxiliaire.
Rappelons pour cela qu’une base compacte du cone P(S,,, S,) est une section affine
compacte C de P(S,, S,) telle que P(S,,S,) =R, C.

LemMme 2.5: Le cone P(S,,, S,) admet une base compacte.

DEMONSTRATION:  Soient {ey, e, ..., ¢, et { A, fo, .., },} les bases canoniques
de R” et R” respectivement. Considérons I’ensemble

c={aep(s,, 8. S Al f=1},

alors C est une base compacte de P(S,,, S,). En effet, il est clair que @ est une section
affine de P(S,,, S,), il suffit donc de montrer qu’elle est compacte. Pour cela il suffit
de montrer que si un opérateur AeP(S,,, S,) est tel que E T Aleiel) £,=0, alors

2y
A =0. Soit donc A un tel opérateur, alors on a, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
A(xxT) =0 pour tout x e R”, et donc, d’aprés la théorie spéctrale classique, 4 = 0. Le
lemme est donc démontré.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.4: D’aprés le lemme précédent et le théoréme de
Carathéodory, pour tout AeP(S,,S,), il existe des éléments extrémaux A;,
Ay, ..., A, de Coet des réels A1, A5, ..., A, =0 tels que A=4,4,+... + 1,A4,. Or,
d’apres le corollaire du théoréme 2.2, les opérateurs A, ..., A, se répartissent en deux
classes: ceux qui sont de la forme o(X), e L(R”, R"), et ceux qui vérifient 77,4 =0,
d’ott le théoréme.

RemArRQUEs 1: Pour 72 =2 ou # =2, on a, dans le théoréme précédent, G, = G, =
=...=G,=0 dapres le théoreme 1 de [1] et le théoreme 2.3.

2. La décomposition dans le théoréme 2.1 ou 2.2 n’est pas unique en général. La
décomposition d’une forme biquadratique F = F; + F,, ot F; est une somme de carrés
de formes bilinéaires et F, est une somme de formes biquadratiques Gy, G,, ..., G,
telles que 7, = 0 n’est, en général, pas unique non plus comme nous le verrons sur un

exemple qui sera donné au paragraphe suivant.

3., - ETupE DU cAs m=n =3

Soit A, 'opérateur de P(S;, S;) définie par

xlz + x32 — X1 % —X1X;3
Ty _ 2 2
Aglxx ') = —x1%  xf +x5 —xx |,
—X1X3 — X X3 xzz—i-xf

pour tout x = (x1, %, x3) € R’. L'opérateur A, est un élément extrémal de P(S;, S;)
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d’apres [3], th. 4.4., qui n’est pas de la forme o(X), T e £(R%), T # 0, et donc la forme
biquadratique associée a A, n’est pas minorée par un carré d'une forme bilinéaire non
nulle. On a donc 4, = 0. L’opérateur A, sera appelé dans la suite 'opérateur de D-

M. Choi.

ProposiTION 3.1: Soit e GL(R?), alors les opérateur Ayo(X) et o(X) A, sont aus-
si des éléments extrémaux de P(S;, S3) qui, comme Ay, ne sont pas de la forme 0(0O),
pour aucun O de L(R’).

DemoNsTRATION: On va traiter seulement le cas de Popérateur B = Ay 0(2), le cas
de Popérateur o(X) A, se traite de la méme fagon. Soit Le P(S;, S;) tel que B —
—LeP(S;,S;), alors Bo(Z 1) — Lo(Z ') e P(8s, S5), soit A—Lo(Z 1) eP(Ss, Sy),
donc, comme A est extrémal, il existe a = 0 tel que Lo(X ') = a. A et par suite L =
= aB, ce qui montre que B e Ext (P(S;, S3)). D’autre part, si B était de la forme o(@)
pour un certain @ € 2(R’), on aurait Ay =(OX '), ce qui est absurde. La proposi-
tion est démontrée.

CoroLLAIRE:  Pour tout e GL(R’), on a 7 4,4(5) = T o(s) 4, = 0.

RemarQUE:  Plus généralement, pour tout #=2, si Ae Ext (P(s,,S,), et si
e §GL(R"), alors Ap(Y), o(2) Ae Ext(P(S,, S,).

La proposition précédente nous permet de donner un exemple de la non unicité
de la décomposition du théoréme 2.4.

1 0 0
Soit X=|0 -1 o0}, alors on a
0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
avec M=o o0 , Mb=(1 o o], Ms=|0 o o, My=[o o of et
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0
Ms=lo 1 o
0 0 0

Ce résultat montre que la somme A d’opérateurs A;e P(S,,, S,) tels que 4, = 0 ne
vérifie pas nécessairement 74 = 0, et montre aussi que la décomposition F=F, + F,
d’une forme biquadratique F en la somme d’une somme F; de carrés de formes biliné-
aires et d’'une somme F, de formes biquadratiques non minorées par des carrés de for-
mes bilinéaires n’est pas unique.
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Rappelons le théoreme de Calderon ([1], th. 1), que nous énongons en termes
d’opérateurs:

THEOREME 3.2: 87 m =2 ou n =2, alors pour tout opérateur AeP(S,,, S,) il existe
des opérateurs 21,2,, ..., X e L(R”, R") tels que
A=0(Z)) +0o(X,) +...0(2).

En termes de formes biquadratiques, le théoréeme de Calderdn exprime que toute
forme biquadratique semi-définie positive sur R?> X R” ou R” X R? est la somme de
carrés de formes bilinéaires.

Lemmve 3.3: Soient a, BeR et 3 lopérateur de L(R?, R’) défini par
Z"(xl’ Xz) = (x1> X2, AXq +ﬁX2),

alors Ayo(2) ¢ Ext (P(S, S3)).

DimonsTrATION: D’aprés le théoréme de Calderon, il suffit de montrer que I'opé-
rateur Ayo(X) n’est pas de la forme o(T) pour un Te £(R?, R?). Or on a

xZ + (ax; + Bx,)? — X1 %, —x1(ax; + Bx,)
A()Q(Z)(XXT) = — X1 X2 X12 + XZZ _xz(axl +ﬁX2) >
—x; (ox; + Bx,) —x,(ax, + Bxy) x5+ (ax; + Bxy)?

et I'on voit bien que Ay0(X) n’est pas de la forme o(T) pour aucun T e L(R’).
Nous avons alors le

THEOREME 3.4: Soit 3 e L(R?), non nul. Alors Ayo(2) € Ext (P(S;, S;)) si et seule-
ment si e GL(R?).

DimonsTrATION: La condition est suffisante d’aprés la proposition précédente.
Montrons qu’elle est nécessaire. Supposons que A,0(X) € Ext (P (S;, S;)) et soient
uy, u, et us les vecteurs lignes, en tant qu’applications linéaires de R’ dans R,
de la matrice de l'opérateur ¥ dans la base canonique de R’. Si ¢ §L(R’),
on aurait par exemple u; = au, + fu,, o, feR. Soit T lopérateur de L(R?, R’)
défini par

T(x1, %) = (%1, X2, ax; + Bx3) ,

alors, d’apres le lemme précédent, A,0(T) se décomposerait en la somme A, + A,
de deux opérateurs non proportionnels de P(S,, S;). Or on a, pour tout xR,

Ago(ZX)(exT) = Ago(T)(u(x) ulx)T)
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ou u(x) = (uy(x), uy(x)), dott
Ago(Z)(xxT) = A; (a(x) u(x)T) + Ay (u(x) u(x)T).
On distingue deux cas:

1. u; et u, sont non colinéaires.
Dans ce cas, les deux opérateurs A, (u(x) u(x)") et A, (u(x) u(x)") ne sont pas pro-
portionnels, ce qui contredit le caractére extrémal de 'opérateur A;0(2).

2. u; et u, sont colinéaires.
Soient alors A et u tels que u, = Auy et us = yuy, alors on a

(1+ u?) uy(x)? — duy (x)? — uuty (x)?
Ayo(Z)(xxT) = — Auy (x)? (14 42) uy(x)? —duuy (x)* |,
— puty (x)? — Ay (x)? (A2 +u?) uy ()

et I'on voit facilement que dans ce cas aussi on a une contradiction avec le caractére
extrémal de Ay0(X). Le théoréme est démontré.

Pour tout entier £ = 2 on munit 'espace S;, de sa structure naturelle d’espace eucli-
dien définie par le produit scalaire:

(D, W)= tr(dW), YV, We S,

Pour tout opérateur A e £(S,,, S,), on note A* I'épérateur adjoint de A. On a alors
A*e £(S,,S,) et

r(AD. W) =tr(D. A* V)

pour toutes matrices P €S, et Ye S,.
Le lemme suivant résulte immédiatement de la théorie spectrale classique.

LemMe 3.5: Soit D€ S,, alors ® e S} si et seulement si on a tr(PWY) = 0 pour tous
Yesh.

ProrositioN 3.6: Soit AeP(S,,S,), alors A*eP(S,,S,,).

DemonsTrATION:  En effet, on a, pour tous @, We S,
tr(A* (@) W) = tr(PAY)) =0,

et la proposition découle du lemme précédent.
Un calcul élémentaire donne le résultat suivant:

xlz + x22 — X1 % —X1X;3
AF D) = —xyx,  xF+x7  —x%
—X1X35  —XXx3 X+ xf

pour tout x e R’.
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Avant d’énoncer un résultat plus général que le théoréme 3.4 (th. 3.9) nous avons
encore besoin de la proposition suivante dont la démonstration ne présente aucune

difficulté:

ProPOSITION 3.7: Soit Ae £S,,,S,), alors on a Ae Ext(P(S,,,S,)) si et seulement
si A*e Ext(P(S,, S,,)).

RemarQuE: Pour tous X, € L(R”, R?) et 2, e L(R*, R”) et tout AeP(8”,8"), on a
[0(2)) Ao(Z,)]* = 0(2]) A*o(Z).
Le résultat suivant se démontre comme le théoréme 3.4.

THrOREME 3.8: Soit 3 e L(R?), non nul. Alors Af o(2) e Ext (P(Ss, S;)) si et seu-
lement si 3 e GL(R).

COoRrOLLAIRE:  Soit X € £(R’), non nul. Alors o(X) Af € Ext (P(S5, 83)) si et seule-
ment si e GL(R?).

On note {ey, ..., ¢,} la base canonique de R”.
Un calcul élémentaire donne le

LEMME 3.9: Soit x € R’ , alors on a det(Ay(xxT)) = 0 (resp. det(Ag (xxT)) =0 sz, et
seulement, si il existe ie {1,2,3} tel que x = le,.

_Tugoreme 3.10:  Soient X, 2, e LR?), non nuls. Alors 0(Z,)Ajo(Z,) e
€ Ext(P(Ss, S;)) si et seulement si, on a l'une des conditions suivantes:

i) ¥, 3,e SLR),
i) X, et 2, sont de rang 1.

iii) ¥, (resp. X,) est de rang 2 et X, (resp. X) est de rang 1 et il existe
ie{1,2,3} tel que e;e Im(Z,) (resp. Im(2))) et Z e, et X1e; (resp. Xyep et s e)
sont colinéaives si [#k et [, B#1.

DemonsTRATION:  La condition est suffisante: Si ¥, 3, e §.L2(R’) le résultat décou-
le de la remarque suivant la proposition 3.1. Supposons que chacun des opérateurs X',
et X, est de rang égal a 1. Soit # un vecteur générateur de I'image de X, alors il existe
une forme linéaire / sur R’ telle que, pour tout xeR’, X,(x) = l(x) u, d’ou

0(Z1) Ago(Z,)(xxT) = l(x)* (=) Ag(uu™).

D’autre part, il existe, d’aprés la théorie spectrale classique, des vecteurs vy,
vy, 13€R’ tels que Ag(uu®) = viof + 08 + o305, dou

Q(21)A09(22)(XXT) = Z(X)Z[(21U1)(2101)T+ (2102)(2102)T+ (2103)(21U3)T],

pour tout xeR’. Le résultat découle maintenant du fait que les vecteurs X, v;,
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/=1, 2, 3, sont colinéaires. Supposons enfin que la condition iii) est vérifiée. Il est fa-

cile de voir alors qu’il existe une forme linéaire / sur R’ telle que, pour tout
3

x€eR’,

0(2)) Ago(Z,)(xx ") = Ux)[(Z1e)(Z1e)" + (21 6)(Z1 )],

d’ot le résultat.

La condition est nécessaire: Supposons que o(2;) Ay0(Z,) € Ext (P(S;, S;). Re-
marquons d’abord que, d’apres la proposition 3.1 et le théoréme 3.4, si T, € GL(R’)
alors X, € §L(R?). Supposons alors que X est de rang 2, on va montrer que X, vérifie
la condition iii). Raisonnons encore par I'absurde en supposant que X, est de rang
égal a 2 et soit alors F 'image de X',, on définit une forme biquadratique semi-définie
positive £ sur F X R®> en posant

flx,y) =yT0(Z,) Ay(xxT) y, VxeF, yeR’,

alors d’aprés le théoréme de Calderodn, f est la somme de carrés de formes bilinéaires
fiy ooy /o sur FX R, Ainsi on a donc

HZx,9) =A(Zx, y A (Ex, ) Vx,yeR3.
Or (X, x, y) est la forme blquadrathue associé a I'opérateur o(X,) Ay0(X,), et, com-
me ce dernier est extrémal, les formes bilinéaires

A%, 9), ..., L(Zx, )

sont proportionnelles. On en déduit alors que la forme biquadratique /(X x, y) est le
carré d’une forme bilinéaire, autrement dit, 'opérateur o(X;) A;0(Z,) est de la forme
0(X), e £(R’*). On va montrer que pour tout x € R*, la matrice Ayo(Z,)(xxT) ad-
met une valeur propre nulle et que cela conduit a une contradiction. Soit x € R’ et soit
{uy, uy, u3} une base de R® formée de vecteurs propres de la matrice A,0(Z,)(xx 7).
Si cette matrice n’admet pas de valeur propre nulle, alors, vu le caractére extrémal de
(Zx)(Zx)T dans le cone S5, les vecteurs Xy, 2, uy, =, us seraient linéairement dé-
pendants, ce qui est absurde car X, est supposée de rang 2. Donc la matrice
Ayo(Z,)(xxT) admet, pour tout x € R’, une valeur propre nulle. Posons pour tout
xeR’, Z,x=(l(x), L(x), (x)), ou [}, L, l; sont des formes linéaires sur R*. On
peut, quitte a faire un changement linéaire de coordonnées (qui ne change pas la natu-
re des éléments extrémaux de P(S;, S;) d’aprés le théoréme 3.4) supposer que les for-
mes linéaires /; et [, sont linéairement indépendantes et que 5 = a,/, + 5, avec
a,BeR. On peut aussi supposer que o #0. Soit x appartenant a I’hyperplan
{yeR’: L,(y) =0}, alors on a:

(1+ a?)l(x)? 0 —al; (x)?
Ayo(Z,)(xxT) = 0 [ (x)? 0
—al, (x)? 0 a’l(x)?

D’aprés ce qui précéde, on a det [Ay0(Z,)(xx )] = 0, soit a*/; (x)° = 0. On en déduit



que les formes linéaires /; et /, sont proportionnelles, ce qui est absurde. On en déduit
que X, est de rang 1. En considérant un vecteur générateur # de I'image de X, et en
raisonnant comme plus haut, on montre que la matrice A(uu ') admet une valeur pro-
pre nulle. Il en résulte alors, d’apres le lemme 3.9, qu'il existe 7e {1,2,3} et LeR
tels que z = Ae;, d’ou

Q(21) AoQ(Zz)(XXT) =12 Z(x)z [(21 61)(21 €[)T + (21 51)(21 EJ)T],

ou/, k#47.SiX est de rang 2 et X, est de rang 1, on arriverait aux mémes conclusions
en considérant Ay a la place de A,y. Le théoréme est donc démontré.

CoroLLARE: On a le méme énoncé que le précédent en remplacant A, par Af.

A notre connaissance, les seuls exemples d’opérateurs extrémaux de P(S;, ) con-
nus jusqu’ici sont Popérateur de D-M. Choi et, évidemment, ceux que nous venons de
construire, c’est-a-dire ceux de la forme o(X;) Aj0(Z,), o(Z,) AFo(X,), 24,
>,e GL(R?). Ceci suggere de poser le probléme suivant:

ProsLiME:  Est-ce que tout élément de Ext(P(S;,S;)) est de la forme
0(Z)) Ayo(Z,), ou 0o(Z,) Af 0(Z,), avec 21, 3, e £L(R’) comme dans le théoréme
précédent?

Si la réponse a ce probléme est positive, on aura le résultat intéressant
suivant:

Tout opérateur A e P(S;, S;) s’écrit sous la forme:

k / r
A= 2 oZ,)+ g:l o(X)) Ago(Z7) + 2:1 0(2,) Ag o(23),

n=1

avec X1, ..., 2, 2 e LR, k+1<nu<r i=1,2.
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