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RESUME. — Nous définissons une capacité sur un ensemble partiellement ordonné, et géné-
ralisons à ce contexte les résultats essentiels de la théorie des capacités ensemblistes (au sens de
O’Brien).

Capacità su insiemi parzialmente ordinati

RIASSUNTO. — Si definisce il concetto di capacità su un insieme parzialmente ordinato e si
estendono a questo tipo di capacità i risultati essenziali della teoria delle capacità insiemistiche
(nel senso di O’Brien).

INTRODUCTION

Récemment, plusieurs auteurs ([9], [10], [11], [12]) ont développé une théorie to-
pologique des capacités, contenant certains théorèmes classiques de compacité pour
les mesures de Radon, ainsi que d’importants résultats en théorie des grandes dévia-
tions. Soit K (resp. G, F ) l’ensemble des parties compactes (resp. ouvertes, fermées)
d’un espace topologique séparé X . Dans le sens de [10], une capacité sur X est une ap-
plication g de l’ensemble P(X) des parties de X à valeurs dans [0 , Q] telle que:

(i) g(¯) 40,

(ii) g(Y) 4 sup
K%Y , K� K

g(K) pour tout Y%X ,

(iii) g(K) 4 inf
G&K , G� G

g(G) pour tout K� K.
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La topologie vague (resp. étroite) sur l’ensemble des capacités est la topologie la
moins fine pour laquelle les applications g O g(Y) sont semi-continues supérieure-
ment pour tout Y� K (resp. F ) et semi-continues inférieurement pour tout
Y� G.

Nous présentons ici une généralisation des résultats essentiels de cette théorie qui
repose sur l’observation suivante: les définitions de base, ainsi que les démonstrations
ne requièrent de K, G et F qu’un nombre restreint de proprietés très simples qui n’uti-
lisent pas la distributivité de P(X). Si l’on remplace P(X) par un treillis (ou même par-
fois un ensemble partiellement ordonné) L pourvu d’un élément minimal et d’un élé-
ment maximal, K, G et F par trois parties A , B , C de L vérifiant ces propriétés, alors
un grand nombre de résultats restent vrais.

Notre motivation n’est pas seulement d’ordre formel. En effet, considérons le treil-
lis L des projections d’une algèbre de Von Neumann, et observons que l’algèbre est
commutative si et seulement si tout triplet dans L est distributif ([1], Theorem 6.11).
D’autre part, quand X est localement compact séparé, les éléments de P(X) identifiés
avec les fonctions caractéristiques, sont des projections de l’algèbre de Von Neumann
enveloppante de la C*-algèbre des fonctions complexes continues sur X s’annulant à
l’infini ([13]). Donc, d’un point de vue algébrique, une large part de cette théorie des
capacités (pour X localement compact séparé) est bonne candidate à une éventuelle
généralisation au contexte des C*-algèbres non commutatives.

Cet article est à considérer comme une première étape formelle vers cet objectif
plus ambitieux, dont nous donnons un avant-goût dans la Section 3.
Dans la Section 1, nous définissons une capacité sur un ensemble partiellement ordon-
né L , ainsi que les topologies vague et étroite sur l’ensemble des capacités. Lorsque L
est un treillis, les notions de sous-additivité, forte sous-additivité, additivité et maxiti-
vité sont introduites. Si (A , B) vérifie une propriété analogue à la locale compacité,
alors la topologie vague est séparée. Si de plus, A et B sont stables par sup et inf fini, et
vérifient une propriété analogue à la séparation, alors les ensembles de capacités sous-
additives, fortement sous-additives, additives et maxitives, sont vaguement fermés
dans l’ensemble des capacités (Proposition 1).

La Section 2 traite de la compacité. En particulier, l’ensemble des capacités à va-
leurs dans un compact contenant 0 est vaguement compact (Théorème 1). Il est remar-
quable que ce théorème est vrai si L est seulement partiellement ordonné avec un élé-
ment minimal appartenant à AOB. Des critères de relative compacité vague dans plu-
sieurs classes de capacités sont donnés. Les notions de contrôle, tension et confine-
ment (définies dans [11] et [12]) sont ici généralisées, ainsi que les critères de net-
compacité étroite dans l’ensemble des capacités (resp. sous-additives, fortement sous-
additives, additives et maxitives). Un principe de grandes déviations pour un net de
capacités est également défini, et les théorèmes de compacité appliqués à ce contexte
permettent d’étendre un résultat classique (Proposition 3).

La Section 3 est constituée d’exemples. Le premier est bien sûr celui des capacités
sur un espace séparé X au sens de [10]. Lorsque X est localement compact, nous rap-
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pelons comment on retrouve les résultats de compacité vague et étroite pour les mesu-
res de Radon, ainsi que certains résultats de grandes déviations. Dans le second exem-
ple, les capacités ont pour arguments des fonctions sur un espace localement compact
métrisable; plus précisément, L4R1

X N ]Q(, A4 ]l�R1
X ; l semi-continue supérieu-

rement à support compact(, B4 ]l�R1
X ; l semi-continue inférieurement(N ]Q(, et

C4 ]l�R1
X ; l semi-continue supérieurement(N ]Q(. Quand X est compact métri-

sable, les capacités fonctionnelles positives de Choquet s’annulant sur la fonction nul-
le en sont des exemples; une application directe d’un théorème de [3] permet de les
caractériser. Dans le troisième exemple, les capacités ont pour arguments les projec-
tions d’un espace de Hilbert H. En particulier, nous montrons comment tout opéra-
teur positif dans H définit une capacité maxitive.

Mentionnons ici que sauf exceptions (Corollaires 1, 2, et Section 3), les démonstra-
tions données sont des transcriptions directes au cadre des ensembles partiellement
ordonnés de celles parues dans les articles sus-cités.

1. - ESPACE DES CAPACITÉS

Dans tout le texte, (L , G) est un ensemble partiellement ordonné avec un élément
minimal 0 et un élément maximal 1, et A , B , C trois parties de L telles que: 0 �AOB ,
1 �BOC et A%C.

DÉFINITION 1: Une application g : LK [0 , Q] est une capacité sur L si

(i) g(0) 40,

(ii) g(l) 4 sup
aG l , a�A

g(a) pour tout l�L ,

(iii) g(a) 4 inf
bFa , b�B

g(b) pour tout a�A.

Notons G l’ensemble des capacités sur L. Lorsque L est un treillis, une capacité
g�G est

l sous-additive si g(a1Sa2 ) Gg(a1 )1g(a2 ) pour tout a1 , a2 dans A .

l fortement sous-additive si g(a1Sa2 ) Gg(a1 )1g(a2 )2g(a1Ra2 ) pour tout
a1 , a2 dans A .

l additive si g est sous-additive et g(a1Sa2 ) 4g(a1 )1g(a2 ) pour tout a1 , a2

dans A avec a1Ra240.

l maxitive si g(a1Sa2 ) Gg(a1 )Sg(a2 ) pour tout a1 , a2 dans A .

Notons G sa (resp. G ssa , G a , Gm) l’ensemble des capacités sous-additives (resp. for-
tement sous-additives, additives, maxitives). Pour tout G 8%G et D% [0 , Q], définis-
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sons les ensembles suivants:

l G 8D4 ]g�G 8 ; (l�L , g(l) �D(.

l G 81 4 ]g�G 8 ; g(1) 41(.

l G 8E4 ]g�G 8 ; (a�A , g(a) EQ(.

DEFINITION: 2: La topologie vague (resp. étroite) sur G est la topologie la moins fi-
ne pour laquelle les applications gOg(e) sont semi-continues supérieurement pour
tout e�A (resp. C) et semi-continues inférieurement pour tout e�B.

REMARQUE 1: Une sous base pour la topologie vague (resp. étroite) est constituée
de tous les ensembles de la forme ]g�G ; g(b) Dx( ou de la forme ]g�G ; g(e) Ex(

avec b�B , e�A (resp. C) et xD0.
Un net (ga ) dans G converge vaguement (resp. étroitement) vers g�G si et seule-

ment si lim sup ga (e) Gg(e) pour tout e�A (resp. C), et lim inf ga (b) Fg(b) pour
tout b�B.

PROPOSITION 1: Supposons que (A , B) verifie la propriété suivante: (I) Interpola-
tion: pour tout a�A , b�B avec aGb , il existe a 8�A et b 8�B tels que aGb 8Ga 8G

Gb. Alors,

(a) G est vaguement séparé.

(b) Si de plus L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés suivantes:

(S) (Stabilité) A et B sont stables par inf et sup fini.

(H) (Hausdorff ) Pour tout a1�A , a2�A , b�B tels que a1Ra240 et a1Sa2G

Gb , il existe b1�B , b2�B tels que a1Gb1Gb , a2Gb2Gb et b1Rb240.

Alors G sa , G ssa , G a , Gm sont vaguement fermés dans G , et G a , 1 est étroitement
fermé dans G.

PREUVE: (a) Si g 1cg 2 dans G , il existe a�A tel que g 1 (a) cg 2 (a), par exemple
g 1 (a) Eg 2 (a). Par définition, il existe b�B tel que bFa et g 1 (b) Eg 1 (a)1e où

eE
g 2 (a)2g 1 (a)

4
. Il existe a 8 dans A et b 8 dans B tels que aGb 8Ga 8Gb. Alors g 1 ap-

partient à l’ouvert pour la topologie vague V14 ]d�G ; d(a 8 ) Eg 1 (a)1e( et g 2 à
l’ouvert V24 ]d�G ; d(b 8 ) Dg 1 (a)1e( avec V1 et V2 disjoints.

(b) Montrons que G sa est vaguement fermé dans G. Soit g�G0G sa . Il existe a1�A ,
a2�A , x1D0 et x2D0 tels que g(a1 ) Ex1 , g(a2 ) Ex2 et g(a1Sa2 ) Dx11x2 . Par défi-
nition, il existe b1�B , b2�B tels que b1Fa1 , b2Fa2 , g(b1 ) Ex1 et g(b2 ) Ex2. Il existe
a18 , a28 dans A , b18 , b28 dans B tels que a1Gb18Ga18Gb1 et a2Gb28Ga28Gb2. Alors g
appartient à l’ouvert pour la topologie vague V4 ]d�G ; d(a28 ) Ex2 , d(a18 ) Ex1 ,
d(b 81 Sb 82 ) Dx11x2( qui ne rencontre pas G sa .

Montrons que G ssa est vaguement fermé dans G. Soit g�G0G ssa . Il existe a1�A ,
a2�A , x1D0, x2D0, yD0, zD0 tels que g(a1Sa2 ) Dy , g(a1Ra2 ) Dz , g(a1 ) Ex1 ,
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g(a2 ) Ex2 et y1zDx11x2 . Par définition, il existe b1�B , b2�B tels que b1Fa1 ,
b2Fa2 , g(b1 ) Ex1 et g(b2 ) Ex2 . Il existe a18 , a28 dans A , b18 , b28 dans B , tels que a1G

Gb18Ga18Gb1 et a2Gb28Ga28Gb2 . Alors, g appartient à l’ouvert pour la topologie va-
gue V4 ]d�G ; d(b18Sb28 ) Dy , d(b18Rb28 ) Dz , d(a18 ) Ex1 , d(a28 ) Ex2( qui ne ren-
contre pas G ssa .

Montrons que G a est vaguement fermé dans G. Soit g�G sa 0G a . Il existe a1�A ,
a2�A , x1D0, x2D0 tels que a1Ra240, g(a1Sa2 ) Ex11x2 , g(a1 ) Dx1 , g(a2 ) Dx2 .
D’après (S), il existe b�B tel que bFa1Sa2 et g(b) Ex11x2 . D’après (H), il existe
b1�B , b2�B tels que a1Gb1Gb , a2Gb2Gb et b1Rb240. Il existe a18 , a28 dans A ,
b18 , b28 dans B tels que a1Gb18Ga18Gb1 et a2Gb28Ga28Gb2. Donc g appartient à l’ou-
vert pour la topologie vague V4 ]d�G ; d(b18 ) Dx1 , d(b28 ) Dx2 , d(a18Sa28 ) Ex11

1x2( qui ne rencontre pas G a .
Montrons que Gm est vaguement fermé dans G. Soit g�G0Gm . Il existe a1�A ,

a2�A , x1D0, x2D0 tels que g(a1Sa2 ) Dx1Sx2 , g(a1 ) Ex1 , g(a2 ) Ex2 . Soit b1�B ,
b2�B tels que b1Fa1 , b2Fa2 ,g(b1 ) Ex1 et g(b2 ) Ex2 . Il existe a18 , a28 dans A , b18 , b28

dans B tels que a1Gb18Ga18Gb1 et a2Gb28Ga28Gb2. Alors g appartient à l’ouvert
pour la topologie vague V4 ]d�G ; d(b18Sb28 ) Dx1Sx2 , d(a18 ) Ex1 , d(a28 ) Ex2(

qui ne rencontre pas Gm .
Montrons que G a , 1 est étroitement fermé dans G. Si g�G a 0G a , 1 , g(1) E1 ou

g(1) D1. Puisque 1 �BOC , dans les deux cas on obtient un ouvert qui ne rencontre
pas G a , 1 . r

2. - COMPACITÉ

2.1. - Compacité vague

THÉORÈME 1: Si D est un sous-ensemble compact de [0 , Q] contenant 0, alors GD

est vaguement compact.
Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H) de la Proposition

1, alors l’assertion précédente est encore vraie en remplaçant G par G sa (resp.
G ssa , G a , Gm ).

PREUVE: Soit

V 4 0
bi�B , xiD0, i� I

]g�G ; g(bi ) Dxi(N 0
aj�A , yjD0, j� J

]g�G ; g(aj ) Eyj(

un recouvement de GD par des ouverts de la sous-base de la Remarque 1. D’après le
théorème d’Alexander il suffit d’extraire de V un sous recouvrement fini. Puisque
0 �B on peut supposer xi40 pour un certain i en ajoutant ¯4 ]g�G ; g(0) D0( à V.
En remplaçant xi par sup ]x�D ; xGxi(, on peut supposer xi�D , pour tout i� I.
Pour tout a�A posons g 0 (a) 4 inf

biFa , bi�B
xi et étendons g 0 à L par g 0 (l) 4
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4 sup
aG l , a�A

g 0 (a), pour tout l�L. Vérifions que g 0�GD : g 0 prend ses valeurs dans D;

g 0 (0) 40 est évident car 0 �AOB et xi40 pour un certain i; puisque

(i� I , g 0 (bi ) 4 sup
aGbi , a�A

g 0 (a) 4 sup
aGbi , a�A

m inf
bjFa , bj�B

xjnGxi ,

on obtient

g 0 (a) G inf
bFa , b�B

g 0 (b) G inf
biFa , bi�B

g 0 (bi ) G inf
biFa , bi�B

xi4g 0 (a)

pour tout a�A , et donc g 0�GD . L’un des ouverts de V contient g 0 et puisque
g 0 (bi ) Gxi pour tout i� I , g 0 (aj0 ) Eyj0 pour un certain j0� J. Par définition de g 0 (aj0 ),
il existe i0� I tel que bi0 Faj0 et xi0 Eyj0 . Soit g�GD . Si g� ]d�G ; d(aj0 ) Eyj0 ( alors
g(bi0 ) Fg(aj0 ) Fyj0 Dxi0 et g� ]d�G ; d(bi0 ) Dxi0 (, et GD est compact.

Puisque G sa , D4G saOGD (resp. G ssa , D4G ssaOGD , G a , D4G aOGD , Gm , D4

4GmOGD), la dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

COROLLAIRE 1: Supposons que (A , B) vérifie la propriété (I). Un ensemble P%G 1

est vaguement relativement compact dans G 1 si et seulement si pour tout eD0, il existe
un ensemble fini ]a1 , R , an( %A tels que: g�P implique g(ak ) D12e pour un cer-
tain k (1 GkGn).

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (S), (H), alors l’assertion pré-
cédente est encore vraie en remplaçant G par G sa (resp. G ssa , G a , Gm ), avec de plus
n41.

PREUVE: Supposons que la condition soit vérifiée. D’après le Théorème 1, il suffit
de montrer que la clôture vague P est dans G 1 . Soit g� P et (ga ) un net dans P con-
vergeant vaguement vers g. Si g(1) E1, alors il existe eD0 tel que g(a) E12e pour
tout a�A , et donc pour toute famille finie ]a1 , R , an( %A et pour a assez grand, on
a ga (ak ) E12e pour tout k (1 GkGn), ce qui est impossible. Si g(1) D1, alors g
est dans l’ouvert V4 ]d�G ; d(1) D1(, et ga (1) D1 pour a assez grand, ce qui est
impossible. Donc, g(1) 41.

Réciproquement, soit P�G 1 relativement compact dans G 1 et eD0. Pour tout
g� POG 1 il existe a 8g �A , ag�A , bg�B , tels que a 8g GbgGagG1 et g(a 8g ) D12e.
Quand g parcourt POG 1 , les ouverts Vg4 ]d� POG 1 ; d(bg ) D12e( forment un
recouvrement du compact POG 1 . Il existe alors un sous-recouvrement fini
Vg1

NRNVgn
de POG 1 , et on obtient la condition voulue avec ]ag1

, R , agn
(.

La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

COROLLAIRE 2: Supposons que (A , B) vérifie la propriété (I). Un ensemble P%GE

est vaguement relativement compact dans GE si et seulement si

(a�A , sup
g�P

g(a) EQ .
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Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (S), (H), alors l’assertion pré-
cédente est encore vraie en remplaçant G par G sa (resp. G ssa , G a , Gm ).

PREUVE: Supposons que la condition soit vérifiée. D’après le Théorème 1, il suffit
de montrer que P %GE . Soit g� P et (ga ) un net dans P convergeant vaguement
vers g. Si g�GE , alors il existe a�A , a 8�A , b 8�B tels que aGb 8Ga 8G1 et g(a) 4

41Q. Par hypothèse, il existe MD0 tel que sup
g�P

g(a 8 ) EM d’où sup
g�P

g(b 8 ) EM. Mais

l’ouvert V4 ]d�G ; d(b 8 ) DM( contient g et donc ga pour a assez grand, ce qui
donne la contradiction.

Réciproquement, soit P relativement compact dans GE , et a�A. Alors, 0
MD0

VM

avec VM4 ]d�GE ; d(a) EM(, est un recouvrement ouvert du compact POGE ,
d’où l’existence d’une famille finie 0

1 G iGn
VMi

4VMmax
avec Mmax4 max

1 G iGn
Mi recou-

vrant POGE .
La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

THÉORÈME 2: G est vaguement séquentiellement compact si (A , B) vérifie la pro-
priété suivante: il existe B 8%B dénombrable tel que pour tout a�A et b�B avec aGb ,
il existe b 8�B 8 tel que aGb 8Gb.

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors l’assertion
précédente est encore vraie en remplaçant G par G sa (resp. G ssa , G a , Gm ).

PREUVE: Soit (gm ) une suite dans G. Par diagonalisation, il existe une sous-suite
(g n ) telle que lim g n (b) 4L(b) existe dans [0 , Q] pour tout b�B 8. Définissons une
application g de A dans [0 , Q] par g(a) 4 inf

bFa , b�B 8
L(b) et étendons g à L par g(l) 4

4 sup
aG l , a�A

g(a) pour tout l�L. Puisque 0 �AOB , 0 �B 8 et g(0) 40. Pour tout

b�B 8 ,

g(b) 4 sup
aGb , a�A

g(a) 4 sup
aGb , a�A

m inf
b 8Fa , b 8�B 8

L(b 8 )nGL(b),

d’où

g(a) G inf
bFa , b�B

g(b) G inf
bFa , b�B 8

g(b) G inf
bFa , b�B 8

L(b) 4g(a),

pour tout a�A , et donc g�G. Vérifions que g n converge vaguement vers g. Pour tout
b�B ,

g(b) 4 sup
b 8Gb , b 8�B 8

g(b 8 ) 4 sup
b 8Gb , b 8�B 8

lim g n (b 8 ) G lim inf g n (b).

Soit maintenant a�A et xF0. Si lim sup g n (a) Dx , alors pour tout b�B 8 avec bFa ,
L(b) Dx et donc g(a) Fx.

La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r
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2.2. - Compacité étroite

Soit X un espace topologique. Un ensemble Y%X est net-compact dans X s’il véri-
fie l’une des propriétés équivalentes suivantes ([12]):

a) Tout net dans Y a un sous-net qui converge vers un point de X.

b) De tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement fi-
ni de Y.

Si X est régulier, Y est net-compact dans X si et seulement si Y est relativement
compact dans X ([12], [14]). Nous aurons également besoin de la variante suivante du
théorème de la sous-base d’Alexander dont la démonstration se trouve dans [12].

LEMME 1: Soit X un espace topologique et B une sous-base pour la topologie. Si
Y%X n’est pas net-compact dans X , alors l’ensemble des recouvrements ouverts V de X
formés d’éléments de B tels que V n’admette pas de sous-recouvrement fini de Y , posse-
de un élément maximal Vmax .

DÉFINITION 3: Un net (ga ) dans G [0 , Q[ est contrôlé si (c�C et (eD0, )a�A ,
aGc tel que si b�B et aGb alors ga (c) Ega (b)1e , pour a assez grand.

Lorsque L est un treillis, un ensemble P%G [0 , Q[ est tendu s’il existe une suite (am )
dans A telle que: amRc�A pour tout m�N et pour tout c�C , et g(aRam ) converge
vers g(a) uniformément en g�P et en a�A. La suite (am ) est dite suite de tension
pour P.

THÉORÈME 3: Soit (ga )a�[ un net dans G [0 , Q[ et g�G [0 , Q[ . Considérons les asser-
tions suivantes:

(i) (ga ) converge vaguement vers g.

(ii) (ga ) converge étroitement vers g.

(iii) (ga ) est controlé.

(iv) L est un treillis et il existe a 0�[ tel que ]ga ; aFa 0( est tendu.

Alors,

(ii) ¨ (i) et (iii),
(i) et (iv) ¨ (ii),
Si (A , B) vérifie la propriété (I), alors (i) et (iii) ¨ (ii).

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplaçant G par G sa (resp. G ssa ,
G a , Gm , G a , 1 ).

PREUVE: Si (ii) est satisfait, alors (i) aussi puisque A%C. Soit c�C et eD0. Il existe
aGc tel que g(c) Eg(a)1e , et pour tout b�B avec bFa , g appartient à l’ouvert
pour la topologie étroite V4 ]d�G ; d(c) Eg(c)1e , d(b) Dg(b)2e(. Ainsi V con-
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tient ga pour a assez grand, et pour tout d�V , d(c) Eg(c)1eEg(a)12eGg(b)1

12eGd(b)13e , et (ga ) est controlé.
Supposons (i) et (iv) satisfaits avec (am ) comme suite de tension. Soit c�C et eD0.

Il existe a 0�[ tel que pour tout m�N assez grand ga (c) Ega (cRam )1

1eEg(cRam )12eEg(c)12e pour tout aFa 0 , ce qui donne (ii). (On utilise ici le
fait que ga (c)2ga (cRam ) G sup

a�A
]ga (a)2ga (aRam )().

Supposons que (i) et (iii) soient satisfaits, et que (A , B) vérifie la propriété (I). Soit
c�C et eD0. Il existe a�A , aGc tel que si b�B et bFa , alors

ga (b) Dga (c)2e(1)

pour a assez grand. Pour tout b�B , bFa , il existe a 8�A , b 8�B tels que aGb 8G

Ga 8Gb , et ga (a 8 ) Fga (b 8 ) Dga (c)2e pour a assez grand (en appliquant (1) avec
b 8). Choisissons b�B , tel que bFa et g(b) Eg(a)1e , alors ga (c) Ega (a 8 )1

1eEg(a 8 )12eEg(a)13eGg(c)13e pour a assez grand, et (ii) est vraie.
La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

COROLLAIRE 3: Un ensemble P%G [0 , Q[ est étroitement net-compact dans G [0 , Q[ si
P est borné et tendu.

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplaçant G par G sa (resp. G ssa ,
G a , Gm , G a , 1 ).

PREUVE: Soit P%G [0 , s] (sEQ) tendu, et (ga ) un net universel dans P. D’après le
Théorème 1, (ga ) converge vaguement vers g�G [0 , s] . D’après le Théorème 3, (ga )
converge étroitement vers g.

La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

DÉFINITION 4: Soit P%G. Pour tout c�C , notons P(c) la propriété suivante: pour
tout ensemble ]bi ; i� I( %B tel que si a�A avec aGc , alors aGbi0 pour un certain
i0� I , pour tout rE s dans ]0 , Q[, il existe une partie finie ]bik (1 GkGn% ]bi ; i� I( tel-
le que: g�P et g(c) D s implique g(bik ) D r pour un certain k (1 GkGn).

On dit que P est confiné si P(c) est vraie pour tout c�C.

REMARQUE 2: Un ensemble P%G uniformément intérieurement régulier sur C est
confiné.

THÉORÈME 4: Un ensemble P%G est étroitement net-compact dans G si et seule-
ment si P est confiné.

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplaçant G par G sa (resp. G ssa ,
G a , Gm , G a , 1 ).
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PREUVE: Soit P%G net-compact et supposons que P ne vérifie pas la condition de
l’énoncé. Il existe c�C , un ensemble ]bi ; i� I( %B , et rE s dans ]0 , Q[ tels que

l si a�A et aGc alors aGbi0 pour un certain i0� I.

l pour toute partie finie ]b1 , R , bm( % ]bi ; i� I( il existe g ]b1 , R , bm(�P tel
que g ]b1 , R , bm( (c) D s et g ]b1 , R , bm( (bk ) G r pour tout k (1 GkGm).

Ordonnons les parties finies de ]bi ; i� I( de la manière suivante: ]bk ; 1 GkG

Gn( G ]bl ; 1 G lGm( si et seulement si pour tout k (1 GkGn) il existe l (1 G lGm)
tel que bkGbl . Définissons une application N de l’ensemble de ces parties finies, à va-
leurs dans P par N(]b1 , R , bm() 4g ]b1 , R , bm(. Alors, N est un net dans P , et puis-
que P est net-compact, il existe g� P qui est limite d’un sous-net avec g� ]d�G ;
d(c) F s(O ]d�G ; d(b) G r( pour tout b� ]bi ; i� I(. Mais puisque g(c) D r , il existe
a�A , aGc et bi0 � ]bi ; i� I(, bi0 Fa avec g(bi0 ) Fg(a) D r d’où la contradiction.

Réciproquement, supposons P%G confiné et non net-compact. Soit Vmax le recou-
vrement ouvert maximal du Lemme 1 où la sous-base est celle de la Remarque 1. Défi-
nissons les applications suivantes:

i) r(b) 4 inf ]rD0; ]d�G ; d(b) D r( � Vmax( pour tout b�B.

ii) l(a) 4 inf
bFa , b�B

r(b) pour tout a�A.

iii) l(l) 4 sup
aG l , a�A

l(a) pour tout l�L.

Puisque l(a) Gl(b) Gr(b) pour tout b�B et pour tout a�A avec bFa , on ob-
tient l(a) 4 inf

bFa , b�B
l(b) pour tout a�A , et l(0) 4r(0) 40, d’où l�G.

Il existe donc W� Vmax tel que l�W. Si W était de la forme W4 ]d�G ;
d(b) Dx( avec b�B et xD0, on aurait r(b) Dx d’où la contradiction. Donc W est de
la forme W4 ]d�G ; d(c) Ey( avec c�C et yD0. Choisissons r�]l(c), y[ et obser-
vons que l(a) E r pour tout a�A avec aGc , et qu’il existe donc d’après ii) ba�B tel
que baFa et r(ba ) E r. D’après i), il existe 0 E r 8E r tel que ]d�G ;
d(ba ) D r 8( � Vmax et par maximalité de Vmax et le fait que ]d�G ;
d(ba ) D r( % ]d�G ; d(ba ) D r 8(, on doit avoir ]d�G ; d(ba ) D r( � Vmax . Puisque P
est confiné, il existe ]ba1

, R , bam
( % ]ba ; a�A( tel que si g�P avec g(c) D (y1

1r) /2 D r alors g(bak
) D r pour un certain k (1 GkGm). Soit g�P. Puisque W4

4 ]d�G ; d(c) Ey( � Vmax , si g�W alors g(c) FyD (y1 r) /2 et g(bak
) D r pour un

certain k (1 GkGm) et donc g� ]d�G ; d(bak
) D r( � Vmax . On obtient donc un

sous-recouvrement fini de P , d’où la contradiction.
La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

COROLLAIRE 4: Un ensemble P%G [0 , Q[ est étroitement net-compact dans G [0 , Q[ si
et seulement si P est borné et confiné.

Si L est un treillis avec (A , B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors
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les assertions précédentes sont encore vraies en remplaçant G par G sa (resp. G ssa ,
G a , Gm , G a , 1 ).

PREUVE: Soit P%G [0 , s] (sEQ) confiné. D’après le Théorème 4, P est net-com-
pact dans G , et pour tout g 8 appartenant à la clôture étroite de P , g 8 (1) G

G sup
g�P

g(1) G s.

Réciproquement, si P%G [0 , Q[ est étroitement net-compact dans G [0 , Q[ , P est
également net-compact dans G et donc confiné. Supposons que ]g(1); g�P( ne soit
pas borné. Pour tout entier nF1 choisissons g n�P tel que g n (1) Dn. Soit g un
point limite de la suite (g n ), et mDg(1). Alors ]d�G ; d(1) Em( est un ouvert con-
tenant g et donc g n pour n�N assez grand, d’où la contradiction.

La dernière assertion résulte de la Proposition 1. r

2.3. - Grandes Déviations

Remarquons d’abord que si g�G et t�]0 , Q[, alors g t defini par g t (Y) 4g(Y)t

pour tout Y%X est une capacité; si de plus tG1 et g�G sa , alors g t�G sa .

DÉFINITION 5: Soit (ta ) un net dans ]0 , Q[ convergeant vers 0. Un net (ga ) dans G
satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations avec limite g�G et poids
(ta ) si (ga

ta ) converge vaguement (resp. étroitement) vers g.

PROPOSITION 2: Supposons que L soit un treillis avec (A , B) satisfaisant les proprié-
tés (I), (S). Si un net dans G sa satisfait un principe vague de grandes déviations, alors sa
limite est maxitive.

PREUVE: Soit (ga ) un net dans G sa satisfaisant un principe vague de grandes dévia-
tions avec limite g et poids (ta ). Remarquons que si a�A et g(a) ExEQ , alors il
existe b�B , bFa tel que lim sup ga

ta (b) Ex. En effet, choisissons a 8�A , b�B ,
b 8�B tels que aGbGa 8Gb 8 avec g(b 8 ) Ex. On obtient alors

lim sup ga
ta (a) G lim sup ga

ta (b) G lim sup ga
ta (a 8 ) Gg(a 8 ) Gg(b 8 ) Ex .

Si g�Gm , alors il existe a1�A , a2�A , 0 ExEQ tels que g(a1Sa2 ) Dx et
xDg(a1 )Sg(a2 ). Il existe b1 , b18 , b2 , b28 dans B , a18 , a28 dans A tels que b1Fa18F

Fb18Fa1 , b2Fa28Fb28Fa2 , lim sup ga
ta (b1 ) Ex et lim sup ga

ta (b2 ) Ex. D’après la pro-
priété (S), et puisque g ta �G sa pour a assez grand, on a

xEg(a1Sa2 ) Gg(b18Sb28 ) G lim inf ga
ta (b18Sb28 ) G lim sup ga

ta (a18Sa28 ) G

lim sup 2ta (ga (a18 )ta Sga (a28 )ta ) G lim sup ga (a18 )ta S lim sup ga (a28 ) )ta Ex ,

d’où la contradiction. r
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Comme conséquences directes des Théorèmes 1, 2 et 3, nous obtenons la
proposition suivante.

PROPOSITION 3: Soit (ta ) un net dans ]0 , Q[ convergeant vers 0. Tout net (ga ) dans
G admet un sous-net vérifiant un principe vague de grandes déviations avec poids (ta ). Si
L est un treillis et le net (ga

ta ) admet une partie terminale bornée et tendue, alors ce
principe est étroit.

Si (A , B) vérifie les hypothèses du Théorème 2, on peut remplacer «net» par «suite»
dans les assertions précédentes.

3. - EXEMPLES

3.1. - Capacités ensemblistes

Soit X un espace topologique séparé, L (resp. A , B , C) 4 P(X) (resp. K, G, F ). Les
Définitions 1 et 2 donnent les espaces vague et étroit de capacités sur X au sens de
[11]. Les propriétés (S), (H) sont évidemment satisfaites, et (I) est satisait si et seule-
ment si X est localement compact. L’hypothèse du Théorème 2 est vérifiée si et seule-
ment si X est à base dénombrable.

La Proposition 1 et les Théorèmes 1, 2 et 4 sont démontrés dans [10] et [12]. Les
Corollaires 1 et 2 sont seulement énoncés dans [9] pour X localement compact à base
dénombrable. La notion de contrôle pour un net généralise celle donnée pour une sui-
te dans [11], et le Théorème 3 généralise le Théorème 3.1 (a) de [11]. Notons que dans
[12], la net-compacité est rebaptisée relative compacité.

Rappelons comment on obtient certains résultats classiques de compacité vague et
étroite concernant les mesures de Radon sur un espace localement compact séparé. Il
s’agit d’identifier certaines classes de capacités avec des classes de mesures, et ensuite
d’utiliser les théorèmes de compacité.

Une mesure de Borel m sur un espace topologique X est régulière si m(Y) 4

4 inf
G&Y , G� G

m(G) 4 sup
K%Y , K� K

m(K) pour tout borélien Y%X. Une mesure de Radon sur X

est une mesure de Borel telle que m(Y) 4 sup
K%Y , K� K

m(K) pour tout borélien Y%X , et

m(K) EQ pour tout K� K. Quand X est à base dénombrable, une mesure de Radon
est régulière ([4]).

Un ensemble P%G sa , [0 , Q[ est tendu (au sens de la Définition 3) si et seulement si
pour tout eD0, il existe K� K tel que sup

g�P
m(X0K) Ee ([10]) (au sens de Bourbaki,

un ensemble de mesures régulières est tendu s’il est borné et vérifie la condition
précédente).

Si X est régulier, alors g�G a si et seulement si g est l’extension à P(X) (donnée par
la relation (ii) de la Définition 1) d’une mesure de Borel intérieurement régulière sur
les boréliens et extérieurement régulière sur K ([12]). Donc, G a , [0 , Q[ muni de la topo-
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logie étroite est homéomorphe à l’ensemble des mesures régulières bornées sur X mu-
ni de la topologie étroite usuelle. En particulier, lorsque X est localement compact, on
retrouve des résultats classiques de la manière suivante:

l Le Théorème 1 avec G a , [0 , s] (sEQ) donne la compacité vague de l’ensemble
des mesures régulières de masse inférieure à s.

l D’après la partie «(i) et (iv) ¨ (ii)» du Théorème 3, dans l’ensemble des me-
sures régulières bornées (resp. de probabilité), un net qui est tendu et vaguement con-
vergent, l’est étroitement.

l Le Corollaire 1 avec P%G a , 1 , et le résultat précédent donnent le critère de
relative compacité étroite (Théorème de Prohorov) dans l’ensemble des mesures de
probabilités régulières.

l D’après le Théorème 3, dans l’ensemble des mesures régulières bornées (resp.
de probabilité), un net converge étroitement si et seulement s’il converge vaguement
et s’il est contrôlé.

l Si un ensemble borné de mesures regulières est tendu, alors sa clôture étroite
est bornée et tendue. Le Corollaire 3 avec G a , [0 , Q[ et G a , 1 donne les deux versions du
théorème direct de Prohorov: dans l’ensemble des mesures régulières (resp. de proba-
bilité), un ensemble tendu et borné est étroitement relativement compact.

l Un ensemble borné de mesures regulières est uniformément intérieurement
régulier sur F si et seulement si sa clôture étroite est bornée et tendue. La Remarque 2
et le Corollaire 4 avec G a , [0 , Q[ et G a , 1 donnent également les deux versions du théorè-
me direct de Prohorov.

Si X est localement compact à base dénombrable, G a , E muni de la topologie vague
est homéomorphe à l’ensemble des mesures de Radon muni de la topologie vague
usuelle.

l Le Corollaire 2 avec G a , E donne le critère de relative compacité vague dans
l’ensemble des mesures de Radon.

l La version séquentielle du théorème direct de Prohorov dans G a , [0 , Q[ et G a , 1

est obtenue comme précédemment en utilisant le Théorème 2.

Rappelons qu’une famille ]ma ; aD0( de mesures de probabilités régulières sur
un espace séparé X satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations avec
poids ]ta ; aD0( %]0 , Q[ (où (ta ) K0 quand aK0) s’il existe une fonction semi-
continue inférieurement J : XK [0 , Q] (dite fonction de taux) telle que:

(i) lim sup ma (Y)ta G sup
x�Y

exp (2J(x) ) pour tout Y� K (resp. F ),

(ii) lim inf ma (G)ta F sup
x�G

exp (2J(x) ) pour tout G� G.

Il existe une bijection entre l’ensemble des fonctions semi-continues inférieure-
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ment J : XK [0 , Q] et l’ensemble Gm , [0 , 1] donnée par la relation: g(Y) 4

4 sup
x�Y

exp (2J(x) ) pour tout Y%X ([12]). Il est facile de voir que g�Gm , [0 , 1] est tendue

si et seulement si sa fonction associée J vérifie: ]x�X ; J(x) G s( est compact pour tout
sD0.

Donc, ]ma ; aD0( satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations
avec poids ]ta ; aD0( et fonction de taux J si et seulement si le net de capacités (ma

ta )
converge vaguement (resp. étroitement) vers la capacité g associée à J.

La tension d’une partie terminale du net (ma
ta ) est plus connue sous le nom de te-

nsion exponentielle de la famille ]ma ; aD0( ([5]). Lorsque X est localement com-
pact, les Propositions 2 et 3 donnent les résultats bien connus suivants:

l Tout net ]ma ; aD0( de mesures de probabilité régulières admet un sous-
net vérifiant un principe vague de grandes déviations avec poids ]ta ; aD0(.

l Si une famille exponentiellement tendue ]ma ; aD0( de mesures de proba-
bilité régulières sur X satisfait un principe vague de grandes déviations avec poids
]ta ; aD0( et fonction de taux J , alors ]ma ; aD0( satisfait un principe étroit de
grandes déviations avec mêmes poids et même fonction de taux qui de plus vérifie:
]x�X ; J(x) G s( est compact pour tout sD0 (puisque ]ma

ta ; aFa 0( est tendu pour
a 0 assez grand, la capacité limite associée à J l’est également).

3.2. - Capacités fonctionnelles

Soit X un espace localement compact métrisable, L4R1
X N ]Q( (élément de R1

X

constant ayant valeur infinie), A4 ]l�R1
X ; l semi-continue supérieurement à support

compact(, B4 ]l�R1
X ; l semi-continue inférieurement (N ]Q(, et C4 ]l�R1

X ; l
semi-continue supérieurement(N ]Q(. Notons C (resp. B) 4 ]l�R1

X ; l continue
(resp. borélienne)(. Alors, L est un treillis avec un élément minimal 0 , un élément ma-
ximal Q , 0 �AOB , Q�BOC , A%C , et (A , B) satisfait la propriété (S). De plus,
(A , B) satisfait la propriété (I) puisque pour tout a�A , b�B avec aGb , il existe
h� C telle que aGhGb ([7], Théorème 3.3.5).

LEMME 2: Soit g : AK [0 , Q] avec g(0) 40. Si g(an ) décroît vers g(a) pour toute
suite (an ) dans A décroissant vers a�A , alors g s’étend en une capacité g*�G par
g*(l) 4 sup

aG l , a�A
g(a) pour tout l�L.

PREUVE: Pour tout a�A , il existe une suite (hn ) dans C OA décroissant vers a ,
d’où g(a) G inf

bFa , b�B
g*(b) G infg(hn ) 4g(a), et g�G. r

EXEMPLE 1: Soit m une mesure de Radon bornée sur X , et n�N*. Alors gm , n défini
par gm , n (l) 4 sup

aG l , a�A
m(a n ) pour tout l�L est une capacité fonctionnelle, et

gm , n (h) 4m(h n ) pour tout h� B.
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EXEMPLE 2: Soit f : XK [0 , Q] semi continue supérieurement. D’après le lemme
de Dini-Cartan, la fonction g f : AK [0 , Q] définie par g f (a) 4 sup

x�X
f (x) a(x) pour

tout a�A vérifie les hypothèses du Lemme 2, et s’étend donc en une capacité fon-
ctionnelle par g f (l) 4 sup

aG l , a�A
g f (a).

Supposons maintenant X compact métrisable. Les capacités fonctionnelles de
Choquet sur un tel espace ont été introduite dans [4], ce sont les applications l de B

dans R telles que pour toute suite (an ) dans A décroissant vers a�A , g(an ) décroît vers
g(a), et pour toute suite (hn ) dans B croissant vers h� B, g(hn ) croît vers g(h). Une
conséquence directe du Théorème 3 de [3] permet de caractériser les capacités fon-
ctionnelles positives de Choquet qui s’annullent sur la fonction nulle parmi les élé-
ments de G.

PROPOSITION 4: Soit X un espace compact métrisable, et L l’ensemble des capacités
fonctionnelles positives de Choquet sur X qui s’annullent en 0. Alors, l�L si et seule-
ment si l4g N B avec g�G vérifiant la condition suivante: pour toute suite monotone
(an ) dans A convergeant vers a�A , lim g(an ) 4g(a).

PREUVE: Soit l�L. Alors l NA vérifie les hypothèses du Lemme 2 et s’étend donc
en un élément g4 (l NA )*�G par g(l) 4 sup

aG l , a�A
l(a) pour tout l�L. D’après la forme

fonctionnelle du théorème de capacitabilité de Choquet ([4]), g N B 4l.
Réciproquement, si g�G et g NA vérifie la condition de l’énoncé, alors d’après le

Théorème 3 de [3], g NA s’étend en une unique capacité fonctionnelle de Choquet l dé-
finie par l(h) 4 sup

aGh , a�A
l(a) pour tout h� B. r

REMARQUE 3: Soit (m n ) une suite de mesures de probabilité sur X compact métrisa-
ble, (gmn , n ) la suite de capacités de l’Exemple 1, J : XK [0 , Q] semi continue infé-
rieurement, et g f la capacité de l’Exemple 2 associée à f4exp (2J). Alors, (m n ) satis-
fait un principe de grandes déviations (au sens usuel) avec taux J et poids (1/n) si et
seulement si (gmn , n ) satisfait un principe de grandes déviations avec limite g f et poids
(1/n) (au sens de la Définition 5). En effet, (gmn , n

1/n ) converge vaguement vers g f si et
seulement si limgmn , n

1/n (h) converge vers g f (h) pour tout h� C. D’après le théorème de
Varadhan et sa réciproque ([6], Théorèmes 1.2.1 et 1.3.4), (m n ) satisfait un principe de
grandes déviations avec taux J et poids (1/n) si et seulement si pour tout h� C,

lim (m n (h n ) )1/n4 sup
x�X

f (x) h(x) .

3.3. - Capacités non commutatives

Soit B(H) l’ensemble des opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H, L4

4B4C l’ensemble des projections orthogonales dans H, et A l’ensemble des projec-
tions orthogonales de rang fini. Alors, L est un treillis avec la projection 0 pour élé-
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ment minimal, l’opérateur identité (noté 1) pour élément maximal, 0 �AOB ,
1 �BOC , A%C , et (A , B) satisfait les propriétés (I), (S), (H).

EXEMPLE 3: Rappelons qu’une forme linéaire positive v sur B(H) est normale si
pour tout net croissant borné (xa ) d’opérateurs autoadjoints de limit x , lim v(xa ) 4

4v(x). Il est clair qu’une telle forme retreinte à L est une capacité.

EXEMPLE 4: Soit z� B(H) positif, et considérons la fonction g définie sur L
par:

(p�L , g(p) 4 sup ]l�s (z); (eD0, pE]l2e , l1e]c0((2)

où E est la projection spectrale associée à z. Puisque g(0) 40 (avec la convention
sup ¯40) la proposition suivante montre que g est une capacité maxitive.

PROPOSITION 5: L’équation (2) définit une application complètement maxitive sur L
(i.e. g(S

i� I
pi ) 4 S

i� I
g(pi ) pour toute famille ]pi ; i� I( %L).

PREUVE: Nous allons d’abord établir deux propriétés préliminaires.
Propriété 1: pGEg(p) pour tout p�L . Soit l 0 (p) 4 inf ]l�R ; pGEl(, et remar-

quons que l 0 (p) �s (z) (sinon il existe eD0 tel que El0 (p)2e4El0 (p)1e , et pGEl0 (p)2e

donne la contradiction). Puisque la famille spectral ]El( est continue à droite, on ob-
tient pGEl0 (p). Supposons l 0 (p) Dg(p). Alors, p(El0 (p)1e2El0 (p)2e ) 40 pour un
certain eD0 avec El0 (p)1e2El0 (p)2ec0. Puisque pGEl0 (p)1e , on a pGEl0 (p)2e qui
donne la contradiction. Donc, pGEl0 (p)GEg(p).

Propriétés 2: g(E[0 , l[ ) Gl pour tout l�R. Supposons g(E[0 , l[ ) Dl , alors il existe
m�s (z) avec g(E[0 , l[ ) FmDl et E[0 , l[ (Em1e2Em2e ) c0 pour tout eD0, ce qui im-
plique E[0 , l[GO Em2e. Mais E[0 , l[GElGEm2e pour e suffisamment petit, d’où la
contradiction.

Nous pouvons montrer maintenant que g est complètement maxitive sur L. Soit
]pi ; i� I( %L. D’après la Propriété 1, piGEg(pi ) pour tout i� I , et donc S

i� I
piGES

i� I
g(pi ).

D’où, S
i� I

piGE[0 , S
i

l0 (pi )1e[ pour tout eD0. D’après la Propriété 2, et puisque g

est clairement croissante, on a g(S
i� I

pi ) Gg(E[0 , S
i� I

g(pi )1e[ ) G S
i� I

g(pi )1e pour tout

eD0. r

REMARQUE 4: Une suite (v n ) de formes positives normales sur B(H) converge va-
guement (resp. étroitement) vers une forme positive normale v si et seulement si
lim v n (p) 4v(p) pour tout p�A (resp. L). Donc, (v n ) converge vaguement vers v si
et seulement si lim v n (x) 4v(x) pour tout x� B(H) de rang fini. Cette définition
coïncide avec celle de convergence vague d’une suite (v n ) d’états normaux, donnée
dans [8]; cette suite est dite converger étroitement si de plus sa limite est un état. Sup-
posons maintenant qu’une suite (v n ) d’états normaux converge étroitement au sens
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des capacités vers une forme positive normale v , alors lim v n (1) 41 4v(1), et donc
v est un état. Réciproquement, si (v n ) converge vaguement vers un état normal, alors
il est démontré dans [8] que lim v n (x) 4v(x) pour tout x� B(H) ce qui implique la
convergence étroite au sens des capacités. Ainsi, pour une suite d’états normaux, les
définitions de convergence vague et étroite vers une forme positive normale coïnci-
dent avec celles de [8].

REMARQUE 5: L’ensemble A (resp. B , C) correspond à l’ensemble des projections
compactes (resp. ouvertes, fermées) par rapport à la C*-algèbre des opérateurs com-
pacts dans H, au sens de la topologie non commutative ([2], [13]).
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