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Resume. — Nous définissons une capacité sur un ensemble partiellement ordonné, et géné-
ralisons a ce contexte les résultats essentiels de la théorie des capacités ensemblistes (au sens de
O’Brien).

Capacita su insiemi parzialmente ordinati

Ruassunto. — Si definisce il concetto di capacita su un insieme parzialmente ordinato e si
estendono a questo tipo di capacita i risultati essenziali della teoria delle capacita insiemistiche
(nel senso di O’Brien).

INTRODUCTION

Récemment, plusieurs auteurs ([9], [10], [11], [12]) ont développé une théorie to-
pologique des capacités, contenant certains théorémes classiques de compacité pour
les mesures de Radon, ainsi que d’importants résultats en théorie des grandes dévia-
tions. Soit X (resp. G, F) I'ensemble des parties compactes (resp. ouvertes, fermées)
d’un espace topologique séparé X. Dans le sens de [10], une capacité sur X est une ap-
plication y de I'ensemble P(X) des parties de X a valeurs dans [0, o] telle que:

i) y(0) =0,
(i) y(Y)= sup y(K) pour tout YCX,
KcY,Kex
(iii) y(K) = o éng 7(G) pour tout Ke X.
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La topologie vague (resp. étroite) sur 'ensemble des capacités est la topologie la
moins fine pour laquelle les applications y+ y(Y) sont semi-continues supérieure-
ment pour tout YeX (resp. &) et semi-continues inférieurement pour tout
Yeg.

Nous présentons ici une généralisation des résultats essentiels de cette théorie qui
repose sur ’observation suivante: les définitions de base, ainsi que les démonstrations
ne requierent de X, § et F qu’'un nombre restreint de proprietés trés simples qui n’uti-
lisent pas la distributivité de P(X). Sil'on remplace P(X) par un treillis (ou méme par-
fois un ensemble partiellement ordonné) L pourvu d’un élément minimal et d’un élé-
ment maximal, X, § et F par trois parties A, B, C de L vérifiant ces propriétés, alors
un grand nombre de résultats restent vrais.

Notre motivation n’est pas seulement d’ordre formel. En effet, considérons le treil-
lis L des projections d’une algébre de Von Neumann, et observons que I'algébre est
commutative si et seulement si tout triplet dans L est distributif ([1], Theorem 6.11).
D’autre part, quand X est localement compact séparé, les éléments de P(X) identifiés
avec les fonctions caractéristiques, sont des projections de I’algébre de Von Neumann
enveloppante de la C*-algébre des fonctions complexes continues sur X s’annulant a
I'infini ([13]). Donc, d’un point de vue algébrique, une large part de cette théorie des
capacités (pour X localement compact séparé) est bonne candidate a une éventuelle
généralisation au contexte des C*-algébres non commutatives.

Cet article est a considérer comme une premiére étape formelle vers cet objectif

plus ambitieux, dont nous donnons un avant-gotit dans la Section 3.
Dans la Section 1, nous définissons une capacité sur un ensemble partiellement ordon-
né L, ainsi que les topologies vague et étroite sur I’ensemble des capacités. Lorsque L
est un treillis, les notions de sous-additivité, forte sous-additivité, additivité et maxiti-
vité sont introduites. Si (A, B) vérifie une propriété analogue a la locale compacité,
alors la topologie vague est séparée. Si de plus, A et B sont stables par sup et inf fini, et
vérifient une propriété analogue a la séparation, alors les ensembles de capacités sous-
additives, fortement sous-additives, additives et maxitives, sont vaguement fermés
dans ’ensemble des capacités (Proposition 1).

La Section 2 traite de la compacité. En particulier, 'ensemble des capacités a va-
leurs dans un compact contenant 0 est vaguement compact (Théoréme 1). Il est remar-
quable que ce théoréme est vrai si L est seulement partiellement ordonné avec un élé-
ment minimal appartenant 2 A N B. Des critéres de relative compacité vague dans plu-
sieurs classes de capacités sont donnés. Les notions de contrdle, tension et confine-
ment (définies dans [11] et [12]) sont ici généralisées, ainsi que les critéres de net-
compacité étroite dans ’ensemble des capacités (resp. sous-additives, fortement sous-
additives, additives et maxitives). Un principe de grandes déviations pour un net de
capacités est également défini, et les théorémes de compacité appliqués a ce contexte
permettent d’étendre un résultat classique (Proposition 3).

La Section 3 est constituée d’exemples. Le premier est bien siir celui des capacités
sur un espace séparé X au sens de [10]. Lorsque X est localement compact, nous rap-
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pelons comment on retrouve les résultats de compacité vague et étroite pour les mesu-
res de Radon, ainsi que certains résultats de grandes déviations. Dans le second exem-
ple, les capacités ont pour arguments des fonctions sur un espace localement compact
métrisable; plus précisément, L = R¥ U { o}, A = {/e R% ; [ semi-continue supérieu-
rement a support compact}, B= {/e R% ; [ semi-continue inférieurement} U { 0}, et
C = {leR%; [ semi-continue supérieurement} U {  }. Quand X est compact métri-
sable, les capacités fonctionnelles positives de Choquet s’annulant sur la fonction nul-
le en sont des exemples; une application directe d’un théoréme de [3] permet de les
caractériser. Dans le troisi¢me exemple, les capacités ont pour arguments les projec-
tions d’un espace de Hilbert 9C. En particulier, nous montrons comment tout opéra-
teur positif dans IC définit une capacité maxitive.

Mentionnons ici que sauf exceptions (Corollaires 1, 2, et Section 3), les démonstra-
tions données sont des transcriptions directes au cadre des ensembles partiellement
ordonnés de celles parues dans les articles sus-cités.

1. - ESPACE DES CAPACITES

Dans tout le texte, (L, <) est un ensemble partiellement ordonné avec un élément
minimal 0 et un élément maximal 1, et A, B, C trois parties de L telles que: 0 e A N B,
leBNCet AcC.

DernitioN 1: Une application v : L— [0, ] est une capacité sur L si

(i) y(0) =0,
(i) y(/) = sup y(a) pour tout [eL,

as</,acA

(iii) y(a) = /,>in£ By(b) pour tout 2 € A.

Notons I” 'ensemble des capacités sur L. Lorsque L est un treillis, une capacité
yel est

® sous-additive si y(a;\V a,) < y(a;) + y(a,) pour tout 4;, 4, dans A.

® fortement sous-additive si y(a;\ a,) < yla;) + y(a,) — y(ay A\ ay) pour tout
ay, a, dans A.

® additive si y est sous-additive et v(a; \V a,) = y(ay) + y(a,) pour tout a;, a,
dans A avec 4, A a, =0.

® maxitive si y(a;V ay) < y(ay)V y(a,) pour tout a4, a, dans A.

Notons I, (resp. I, I',, I',,) I'ensemble des capacités sous-additives (resp. for-
tement sous-additives, additives, maxitives). Pour tout I''cI" et Ac [0, o], définis-
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sons les ensembles suivants:
o [y={yel’;VieL, y())ed}.
o I'i={yel;y(1)=1}.
o [_={yel';VaeA, yla) < ©}.

DeriniTioN: 2: La topologie vague (resp. étroite) sur I est la topologie la moins fi-
ne pour laquelle les applications Yy~ y(e) sont semi-continues supérieurement pour
tout e€ A (resp. C) et semi-continues inférieurement pour tout e € B.

RemarQUE 1: Une sous base pour la topologie vague (resp. étroite) est constituée
de tous les ensembles de la forme {y e I'; y(5) > x} ou de la forme {y e I'; y(¢) < x}
avec beB, ee A (resp. C) et x> 0.

Un net (y,) dans I converge vaguement (resp. étroitement) vers y € I' si et seule-
ment si lim sup y,(e) < y(e) pour tout e A (resp. C), et lim inf y,(5) = y(b) pour
tout b€ B.

ProrosiTioN 1: Supposons que (A, B) verifie la propriété suivante: (I) Interpola-
tion: pour tout a€ A, beB aveca < b, il existe a' e A et b' eB tels que a<b' <a' <
< b. Alors,

(a) I est vaguement séparé.

)
(b) Si de plus L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés suivantes:
(S) (Stabilité) A et B sont stables par inf et sup fini.

(H) (Hausdorff) Pour tout a;€ A, a,e A, beB tels que a, Na, =0 et a;\ a, <
< b, il existe byeB, b,eB tels que a, < b, <b, a,<b,<b et by \b,=0.

Alors Ty, I'y;,, T',, T, sont vaguement fermés dans I', et T, | est étroitement
fermé dans T.

Preuve: (a) Siy; # vy, dans T, il existe a e A tel que y,(a) # y,(a), par exemple
y1(a) <vy,(a). Par définition, il existe beB tel que b=a et y,(b) <y,(a) +¢ ou

v2(a) —yila

< ).Ilexistea’dansAetb’danthelsqueaSb’$a’Sb. Alors y, ap-

partient a I'ouvert pour la topologie vague V,={derl; 0(a') <y, (a) + e} et y, a
louvert V,={del; 6(b') >y (a)+ ¢} avec V, et V, disjoints.

(b) Montrons que I, est vaguement fermé dans I'. Soit y e I'\T,,. Il existe 2, € A,
a €A, x;>0etx,>0tels que y(a;) <xi, v(ay) <xyet v(a;Vay,) > x; + x,. Par défi-
nition, il existe b, € B, b, € B tels que b, = a1, b, = a5, y(by) < x; et y(b,) < x,. Il existe
a{, a) dans A, by, by dans B tels que ¢, < b/ <a/ < b eta,<b) <a, <b, Alors y
appartient 2 I'ouvert pour la topologie vague V= {derl; 6(a;)) <x,, d(a)) <xy,
0(b{ Vb)) > x, +x,} qui ne rencontre pas I,.

Montrons que Iy, est vaguement fermé dans I'. Soit y e I'\T',,,. Il existe a; € A,
€A, x;>0,x%>0,y>0,2>0tels que y(a; Va,) >y, y(ay \ay) > 2, y(ay) < x4,



y(a,) < x, et y+ 2> x; + x,. Par définition, il existe b, € B, b, e B tels que b, = 4,
b, = a,, y(by) < x; et y(b,) <x,. 1l existe a, a; dans A, by, b, dans B, tels que a; <
<b/<a/<beta,< b, <a, <b,. Alors, v appartient a 'ouvert pour la topologie va-
gue V={0el;0(b/ Vb)) >y, (b Nb)) >z, 0(a]) <x,0(a;) <x,} qui ne ren-
contre pas I,.

Montrons que I, est vaguement fermé dans I'. Soit y e I',,\I",. Il existe 4, € A,
aeA,x;>0,x>0tels que gy Na, =0, y(a,V ay) <x;+ x5, yla)) > xp, y(ay) > x,.
D’aprés (S), il existe be B tel que b =4,V a, et y(b) < x; + x,. D’aprés (H), il existe
bieB, b,eBtels que sy < b <b,a,<b,<bet by \b,=0. Il existe a4/, a; dans A,
b{, b, dans B tels que a; < b/ < a{ < b, et a, < b < a) < b, Donc y appartient a 'ou-
vert pour la topologie vague V= {0eTl’; (b)) > x;, 6(b;) > x;, 0(a/ Vaj) <x, +
+x,} qui ne rencontre pas I',.

Montrons que I',, est vaguement fermé dans I". Soit y e I'\T'",,. 1l existe 4, € A,
aeA,x;>0,x>0tels que y(a, V&) > xV x,, y(a;) <xy, y(a,) <x,.Soit by €B,
b,eBtels que by = ay, b, = a, ,y(by) < x et y(b,) <x,. 1l existe a, a, dans A, b/, b;
dans B tels que a; < b/ <a{ <b; et a, < b) <a; < b,. Alors y appartient a 'ouvert
pour la topologie vague V= {0el; 0(b/ Vb)) >x;V x;, 0(a)) <x;, 0(a)) <x,}
qui ne rencontre pas I ,,.

Montrons que I', ; est étroitement fermé dans I. Si yeI',\I', ;, y(1) <1 ou
y(1) > 1. Puisque 1 e BN C, dans les deux cas on obtient un ouvert qui ne rencontre
pas I, ;. ™

2. - CoMPACITE

2.1. - Compacité vague

TueoreME 1: 87 A est un sous-ensemble compact de [0, o] contenant 0, alors T 4
est vaguement compact.

Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (1), (S), (H) de la Proposition
1, alors lassertion précédente est encore vraie en remplacant I' par Ty, (resp.
r,,r,r,.

Preuve: Soit

V= bieB, x,>0 zel{yEF )/( >X } U@EA 9;>0, E]{'}/EF V( ) <y/}
un recouvement de I' 4 par des ouverts de la sous-base de la Remarque 1. D’apres le
théoréme d’Alexander il suffit d’extraire de © un sous recouvrement fini. Puisque
0 e B on peut supposer x; = 0 pour un certain 7 en ajoutant 0 = {y e I'; y(0) >0} a 0.
En remplagant x; par sup{xe4; x <x;}, on peut supposer x,€ 4, pour tout 7el.
Pour tout ae€A posons y,(a) = , 1nf Nt étendons y, a L par y,(/) =

i =a,
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= sup Y¥ola), pour tout /e L. Vérifions que y,€ '4: y, prend ses valeurs dans 4;
a<l,aeA

y0(0) =0 est évident car 0€ AN B et x;,=0 pour un certain 7; puisque

Viel, yo(b;)= sup 7yola)= sup { inf x/}Sxi,

a<b,aeA a<b, acA\bj=a, bjeB
on obtient

< inf < inf )< inf x=
vola) bzglbeB volb) b,?%zl:lb,veByo(bl) z;,-zg,)b,eBx’ vola)
pour tout a€ A, et donc yoel,. L'un des ouverts de © contient y, et puisque
Yo(b;) < x; pourtout 7el, y,(a;,) <y; pour un certain , € . Par définition de y,(a;,),
il existe 7ye I tel que b, =4, et x;, <y,.Soit yeI',. Siy¢ {deTl; d(a;,) <y, } alors
v(b,) Zy(a,) =y, >x, et ye{oel; 6(b;) >x,}, et I'4 est compact.

Puisque Fm,A :FmﬂrA (fesp- Fsm,A :rﬂaﬂrA’ Fa,A :ramrA, rm,A =
=TI, NT,), la derniére assertion résulte de la Proposition 1. ™

CoroLLARRE 1: Supposons que (A, B) vérifie la propriété (I). Un ensemble ITC T,
est vaguement relativement compact dans I'y si et seulement si pour tout € > 0, il existe
un ensemble fini {ay, ..., a,} CA tels que: v € Il implique y(ay) > 1 — & pour un cer-
tain k (1 <k<n).

Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (S), (H), alors assertion pré-
cédente est encore vraie en remplagant I’ par Ty, (resp. T'y,, Iy, I,,), avec de plus
n=1

Preuve: Supposons que la condition soit vérifiée. D’apres le Théoréme 1, il suffit
de montrer que la cléture vague IT est dans I';. Soit v € IT et () un net dans IT con-
vergeant vaguement vers y. Si (1) <1, alors il existe € > 0 tel que y(a) <1 — ¢ pour
tout 2 € A, et donc pour toute famille finie {4, ..., a,} CA et pour a assez grand, on
ayq(a,) <1—¢pourtout £ (1 <£k<n), ce qui est impossible. Si y(1) > 1, alors y
est dans Pouvert V= {0el; 6(1) >1}, et y,(1) >1 pour a assez grand, ce qui est
impossible. Donc, y(1) =1.

Réciproquement, soit ITe I'; relativement compact dans I'; et € > 0. Pour tout
yelINT, il existe a, €A, a,eA, b,eB, tels que a) <b,<a,<lety(a))>1—e.
Quand y parcourt IT NIy, les ouverts V, = {0 e II NI'}; 6(b,) > 1 — ¢} forment un
recouvrement du compact II1NI;. Il existe alors un sous-recouvrement fini
V, U...UV, de TINT,, et on obtient la condition voulue avec {ay,, ..., a,,}.

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m

CoRrOLLAIRE 2: Supposons que (A, B) vérifie la propriété (I). Un ensemble ITCT .
est vaguement relativement compact dans I - si et seulement si

VaeA, sup y(a) < o,

yell



Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (S), (H), alors ['assertion pré-
cédente est encore vraie en remplacant I' par 'y, (resp. Iy, Iy, T,,).

Preuve: Supposons que la condition soit vérifiée. D’apres le Théoréme 1, il suffit
de montrer que TIcI'_. Soit y e IT et (y,) un net dans IT convergeant vaguement
vers y.Siyel ., alorsilexisteac A,a' € A,b' eBtelsquea<b’' <a' <letyla) =
= + o, Par hypothese, il existe M > 0 tel que supy(a') <M d’ousup y(b') < M. Mais

yell yell
louvert V={del; 8(5') > M} contient y et donc y, pour a assez grand, ce qui

donne la contradiction.
Réciproquement, soit IT relativement compact dans I'~, et ze A. Alors, U V),
M=>0

avec Vyy={0el-; 6(a) <M}, est un recouvrement ouvert du compact I1 NI .,
d’ou lexistence d’une famille finje U Vi, = Vi, avec M, = max M, recou-
vrant IINT . tsesy tsesy

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®

TutorME 2: I’ est vaguement séquentiellement compact si (A, B) vérifie la pro-
priété suivante: il existe B' C B dénombrable tel que pour tout ac A et be B avec a < b,
i existe b' € B’ tel que a< b’ <b.

Si L est un treillis avec (A, B) vérifuant les propriétés (1), (S), (H), alors 'assertion
précédente est encore vraie en remplagant T par Ty, (resp. T'y,, Ty, T,,).

Preuve: Soit (7,,) une suite dans I. Par diagonalisation, il existe une sous-suite
(v,) telle que lim y,(5) = A(b) existe dans [0, o] pour tout € B'. Définissons une
application y de A dans [0, o] par y(a) = . inbf B,A(b) et étendons y a L par y(/) =

= sup y(a) pour tout /eL. Puisque 0€6ANB, 0B’ et y(0) =0. Pour tout

a<l,acA
beB’,
yby= sup yla)= sup { inf A"} <A®),
a<b,acA a<b, acA'b' Za b eB’
d’ott

yla)< inf yb)< inf y(b)< inf  A) =y(a),

b=za,beB bza,beB’ bza,beB’

pour tout 2 € A, et donc y e I'. Vérifions que y, converge vaguement vers y. Pour tout

beB,

yb)=  sup y(b')= sup limy,(b') <liminfy,(b).
b'<b,b'eB’ b'<b,b'eB’
Soit maintenant 2 € A et x = 0. Si lim sup v, (a) > x, alors pour tout b€ B avec b = a,
A(b) > x et donc y(a) = x.
La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®
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2.2. - Compacité étroite

Soit X un espace topologique. Un ensemble Y ¢ X est net-compact dans X s’il véri-
fie 'une des propriétés équivalentes suivantes ([12]):

a) Tout net dans Y a un sous-net qui converge vers un point de X.

b) De tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement fi-
ni de Y.

Si X est régulier, Y est net-compact dans X si et seulement si Y est relativement
compact dans X ([12], [14]). Nous aurons également besoin de la variante suivante du
théoréme de la sous-base d’Alexander dont la démonstration se trouve dans [12].

Lemme 1: Soit X un espace topologique et B une sous-base pour la topologie. St
Y c X n’est pas net-compact dans X, alors ['ensemble des recouvrements ouverts 9 de X
formés d'éléments de B tels que V) n’admette pas de sous-recouvrement fini de Y, posse-
de un élément maximal Vp,,.

Dermrion 3: Un net (y,,) dans 'y, o est controlé si Nce C et Ve>0, Jae A,
a<c tel que si beB et a< b alors y,(c) <y (b)+ ¢, pour a assex grand.

Lorsque L est un treillis, un ensemble IIC Ty o est tendu $'il existe une suite (a,,)
dans A telle que: 4,, /\ c€ A pour tout 72 € N et pour tout ce C, et y(a A\ a,,) converge
vers y(a) uniformément en y € IT et en ae A. La suite (a,,) est dite suite de tension
pour [I1.

THEOREME 3: Soit (Y, )ge o un net dans 'y, o ety € L'y, wp. Considérons les asser-
tions suivantes:

@

) converge vaguement vers y.

) (Ve
(i) (y,) converge étroitement vers y.
(iii) (y,) est controlé.
(iv) L est un treillis et il existe age @ tel que {y,; a =ay} est tendu.
Alors,

(ii) = (1) er (iii),
(1) et (iv) = (i),
Si (A, B) vérifie la propriété (I), alors (i) et (iii) = (ii).

Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (1), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplagant I par T, (resp. T,
Fa)anFa,l)'

Preuve: Si (ii) est satisfait, alors (i) aussi puisque A C C. Soit ce C et € > 0. Il existe
a < c tel que y(c) <y(a)+ ¢, et pour tout beB avec b= a, y appartient a 'ouvert
pour la topologie étroite V= {d e l; d(c) <y(c) + &, 6(b) > y(b) — €}. Ainsi V con-



tient y, pour a assez grand, et pour tout d € V, d(c) < y(c) + e <y(a) +2e < y(b) +
+2e<0(b)+ 3¢, et (y,) est controlé.

Supposons (i) et (iv) satisfaits avec (4,,) comme suite de tension. Soit ce C et &€ > 0.
Il existe age ¢ tel que pour tout meN assez grand V,(c) <y (cAa,)+
+e<y(cNa,)+2e<y(c)+2e pour tout & = a,, ce qui donne (ii). (On utilise ici le
fait que yq(c) —yo(cAa,) < sug {val@) =y aNa,)}).

Supposons que (i) et (iii) soient satisfaits, et que (A, B) vérifie la propriété (I). Soit
ceCet €>0. Il existe ae A, a<c tel que si beB et b=a, alors

(1) Yob) >y, (c)—e¢

pour a assez grand. Pour tout beB, b=a, il existe a' €A, b' eBtels quea< b’ <
<a'<b,etyyla') =y, (b") >v,(c)— ¢ pour a assez grand (en appliquant (1) avec
b'). Choisissons beB, tel que b=a et y(b) <yla)+e¢, alors y,(c) <y, (a')+
+e<yla’)+2e<yla)+3e<y(c)+3¢e pour a assez grand, et (ii) est vraie.

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®

CoroLLARE 3: Un ensemble IIC Ty, o est étroitement net-compact dans Ity op 57
IT est borné et tendu.

Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (1), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplacant I par I, (resp. T,
r,r, r,.

Prevve: Soit ITc Iy, g (s < ) tendu, et (y,) un net universel dans 7. D’apres le
Théoréme 1, (y,) converge vaguement vers y € [y, ;. D’aprés le Théoréme 3, (y,,)
converge étroitement vers y.

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®

DerNiioN 4: Soit I1¢ I'. Pour tout ce C, notons P(c) la propriété suivante: pour
tout ensemble {b;; 7€} CB tel que si € A avec a <c, alors 4 < b, pour un certain
ipel, pour tout 7 < s dans J0, o[, il existe une partie finie {5, }, <, <,C {b;; 7€} tel-
le que: y eIl et y(c) >s implique y(b;) > r pour un certain £ (1 <k <n).

On dit que IT est confiné si P(c) est vraie pour tout ce C.

RemArRQUE 2: Un ensemble I7c I' uniformément intérieurement régulier sur C est
confiné.

TutoriME 4: Un ensemble TIC T est étroitement net-compact dans I si et seule-
ment si I est confiné.

Si L est un treillis avec (A, B) vérifiant les propriétés (1), (S), (H), alors les asser-
tions précédentes sont encore vraies en remplacant I par T, (resp. T,
r,r, r,.
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Preuve: Soit ITc I' net-compact et supposons que I1 ne vérifie pas la condition de
I'énoncé. 1l existe ce C, un ensemble {b;; 7el}CB, et r<s dans ]0, [ tels que

® siacA et a<c alors a<b, pour un certain 7€ l.

® pour toute partie finie {4y, ..., b, } C {b;; iel} il existe y
que Yys,, .. 51 (6) >s et Y s (be) S 7 opour tout & (1 Sksm).

byt € I tel

ey

Ordonnons les parties finies de {4;; eI} de la maniére suivante: {b;; 1 <k <
<n} <{b;1<I[<m}sietseulementsipourtoutk (1l <k<n)ilexiste/(1 </<m)
tel que b, < b;. Définissons une application N de I’ensemble de ces parties finies, 2 va-
leurs dans 1T par N({by, ..., b,,}) =y s, ... s} Alors, N est un net dans /7, et puis-
que IT est net-compact, il existe y € IT qui est limite d’un sous-net avec y e {d e I}
o(c) =s}N{oerl;d(b) <r} pourtout be {b;;iel}. Mais puisque y(c) > r, il existe
acA,a<cet bye{b;iel}, b,=a avec y(b,) =Zy(a) >r dou la contradiction.

Réciproquement, supposons I1cC I" confiné et non net-compact. Soit Y, le recou-
vrement ouvert maximal du Lemme 1 ot la sous-base est celle de la Remarque 1. Défi-
nissons les applications suivantes:

) o(b) =inf{r>0;{0el; 6(b) >r} € Oy} pour tout beB.

i) Aa) = b>in£ BQ(b) pour tout a € A.

iii) A(/) = sup Ala) pour tout /eL.
a<l,aeA
Puisque A(a) < A(b) < p(b) pour tout b e B et pour tout a € A avec b = a, on ob-
tient A(a) = b>in£ Bi(b) pour tout a€ A, et A(0) =0(0) =0, d'otd LeT.

Il existe donc We O, tel que AeW. Si W était de la forme W= {d6eT;
0(b) > x} avec hbe Bet x >0, on aurait 9(5) > x d’ot la contradiction. Donc W est de
la forme W= {deTl; d(c) <y} avec ce C et y > 0. Choisissons »e]4(c), y[ et obser-
vons que A(a) <7 pour tout a € A avec a < ¢, et qu'il existe donc d’aprés ii) b, € B tel
que b,=a et (b)) <r. Dapres i), il existe 0<r'<r tel que {derl};
0b,)>r"} € Vp et par maximalit¢ de O, et le fait que {der;
o0(b,) >r}c{oerl; o(b,) >r'"}, on doit avoir {6 el’; 3(b,) > r} € Oy Puisque IT
est confiné, il existe {b,, ..., b, } c{b,; acA} tel que si yell avec y(c) > (y +
+7)/2 > r alors y(b,,) >r pour un certain £ (1 <k <m). Soit y € I1. Puisque W =
={0el;0(c) <y} € Opu, si y& Walors y(c) =y > (y+7r)/2 et y(b,,) >r pour un
certain & (1 <k<m) et donc ye{oerl; 6(b,) >r} e V., On obtient donc un
sous-recouvrement fini de I7, d’ou la contradiction.

ax *

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®

CoroLLARRE 4: Un ensemble IIC Ty o est étroitement net-compact dans I'yo o[ 57
et seulement si Il est borné et confiné.
Si L est un treilis avec (A, B) vérifiant les propriétés (I), (S), (H), alors



les assertions précédentes sont encore vraies en remplagant I' par Ty, (resp. Iy,
Fa; Fm’ [‘a,l)‘

Prevve: Soit [IC Iy (s < ) confiné. D’apres le Théoreme 4, IT est net-com-
pact dans I', et pour tout y' appartenant a la cloture étroite de IT, y'(1) <

< sup p(1) <.
yell
Réciproquement, si ITC [y, [ est étroitement net-compact dans 'y [, II est

également net-compact dans I” et donc confiné. Supposons que {y(1); y € IT} ne soit
pas borné. Pour tout entier # =1 choisissons y, e IT tel que y,(1) > n. Soit ¥ un
point limite de la suite (y,), et 72> y(1). Alors {6 € I'; 6(1) < m} est un ouvert con-
tenant y et donc y, pour 7€ N assez grand, d’ou la contradiction.

La derniére assertion résulte de la Proposition 1. m®

2.3. - Grandes Déviations
Remarquons d’abord que si y e I' et €]0, o[, alors y’ defini par y*(Y) = y(Y)
pour tout YC X est une capacité; si de plus t<1 et yerl,,, alors y‘el,,.

DerintTioN 5: Soit (£,) un net dans ]0, o[ convergeant vers 0. Un net (y ) dans I
satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations avec limite v € I et poids

ty

(t,) si (yl) converge vaguement (resp. étroitement) vers v.

ProPOSITION 2: Supposons que L soit un treillis avec (A, B) satisfaisant les proprié-
tés (I), (S). St un net dans T, satisfait un principe vague de grandes déviations, alors sa
limite est maxitive.

Preuve: Soit (y,) un net dans I',, satisfaisant un principe vague de grandes dévia-
tions avec limite y et poids (#,). Remarquons que si a€ A et y(a) <x < o, alors il
existe beB, b=a tel que lim sup y%(b) <x. En effet, choisissons ¢’ €A, beB,
b'eB tels que asbh<a’'<b' avec y(b') <x. On obtient alors

lim sup yl(a) < lim sup y«(b) <lim sup y%(a') < yla') <y(b') <x.

Si yerl,, alors il existe g;eA, s,eA, 0<x< o tels que y(a;Va,)>x et
x> y(a;) V y(ay). 1l existe by, b, by, by dans B, a{, a; dans A tels que b, =4/ =
=b!Za,b,=Za = b =a,,lim sup yle(b;) < xetlim sup yi(b,) < x.D’apréslapro-
priété (S), et puisque y’“e ', pour a assez grand, on a

x<y(aVay,) <y(b{ Vb)) <liminf y(b/ Vb)) <lim sup y(a/ Va,) <
lim sup 2(y ,(a/ )« v (a5 )*) < lim sup y,(a/ )V lim sup y ,(a) ) < x,

d’ou la contradiction. ®
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Comme conséquences directes des Théorémes 1, 2 et 3, nous obtenons la
proposition suivante.

ProposITioN 3: Soit (t,) un net dans 10, o[ convergeant vers 0. Tout net (y ) dans
T admet un sous-net vérifiant un principe vague de grandes déviations avec poids (t,). Si
L est un treillis et le net (y'e) admet une partie terminale bornée et tendue, alors ce
principe est étroit.

Si (A, B) vérifie les bypothéses du Théoréme 2, on peut remplacer «net» par «suite»
dans les assertions précédentes.

3. - ExemPLES

3.1. - Capacités ensemblistes

Soit X un espace topologique séparé, L (resp. A, B, C) = P(X) (resp. X, G, F). Les
Définitions 1 et 2 donnent les espaces vague et étroit de capacités sur X au sens de
[11]. Les propriétés (S), (H) sont évidemment satisfaites, et (I) est satisait si et seule-
ment si X est localement compact. L’hypothése du Théoréme 2 est vérifiée si et seule-
ment si X est 2 base dénombrable.

La Proposition 1 et les Théorémes 1, 2 et 4 sont démontrés dans [10] et [12]. Les
Corollaires 1 et 2 sont seulement énoncés dans [9] pour X localement compact a base
dénombrable. La notion de contrdle pour un net généralise celle donnée pour une sui-
te dans [11], et le Théoréme 3 généralise le Théoreme 3.1 (a) de [11]. Notons que dans
[12], la net-compacité est rebaptisée relative compacité.

Rappelons comment on obtient certains résultats classiques de compacité vague et
étroite concernant les mesures de Radon sur un espace localement compact séparé. Il
s’agit d’identifier certaines classes de capacités avec des classes de mesures, et ensuite
d’utiliser les théorémes de compacité.

Une mesure de Borel ¢ sur un espace topologique X est réguliere si u(Y) =
= _inf w(G)= sup wu(K) pour tout borélien Y ¢ X. Une mesure de Radon sur X

GoY, Ge KcY,KeX
est une mesure de Borel telle que u(Y) = sup u(K) pour tout borélien Yc X, et
KcY, Kex

w(K) < o pour tout K e X. Quand X est a base dénombrable, une mesure de Radon
est réguliere ([4]).

Un ensemble ITc Iy, (. o[ est tendu (au sens de la Définition 3) si et seulement si
pour tout € > 0, il existe Ke X tel que supu(X\K) <& ([10]) (au sens de Bourbaki,

vell
un ensemble de mesures régulic¢res est tendu s’il est borné et vérifie la condition

précédente).

Si X est régulier, alors y € I', si et seulement si y est 'extension 2 P(X) (donnée par
la relation (ii) de la Définition 1) d’'une mesure de Borel intérieurement réguliere sur
les boréliens et extérieurement réguliere sur X ([12]). Donc, I', o, [ muni de la topo-
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logie étroite est homéomorphe a ’ensemble des mesures réguliéres bornées sur X mu-
ni de la topologie étroite usuelle. En particulier, lorsque X est localement compact, on
retrouve des résultats classiques de la maniére suivante:

® Le Théoreme 1 avec I', o ) (s < %) donne la compacité vague de 'ensemble
des mesures régulieres de masse inférieure a s.

® D’apres la partie «(i) et (iv) = (ii)» du Théoréme 3, dans ’ensemble des me-
sures réguliéres bornées (resp. de probabilité), un net qui est tendu et vaguement con-
vergent, l’est étroitement.

® Le Corollaire 1 avec ITIc T, , et le résultat précédent donnent le critére de
relative compacité étroite (Théoréme de Prohorov) dans 'ensemble des mesures de
probabilités régulieres.

® D’apres le Théoréme 3, dans 'ensemble des mesures réguli¢res bornées (resp.
de probabilité), un net converge étroitement si et seulement s’il converge vaguement
et s'il est controlé.

® Si un ensemble borné de mesures reguliéres est tendu, alors sa cloture étroite
est bornée et tendue. Le Corollaire 3 avec I', o [ et I', | donne les deux versions du
théoréme direct de Prohorov: dans I’ensemble des mesures réguli¢res (resp. de proba-
bilité), un ensemble tendu et borné est étroitement relativement compact.

® Un ensemble borné de mesures reguliéres est uniformément intérieurement
régulier sur Fsi et seulement si sa cloture étroite est bornée et tendue. La Remarque 2
et le Corollaire 4 avec I', (o »( et I', ; donnent également les deux versions du théore-
me direct de Prohorov.

Si X est localement compact a base dénombrable, I', . muni de la topologie vague
est homéomorphe a I'ensemble des mesures de Radon muni de la topologie vague
usuelle.

® Le Corollaire 2 avec I', - donne le critére de relative compacité vague dans
I’ensemble des mesures de Radon.

® La version séquentielle du théoreme direct de Prohorov dans I', [, [ €t I, |
est obtenue comme précédemment en utilisant le Théoréme 2.

Rappelons qu’une famille {¢#,; & >0} de mesures de probabilités réguliéres sur
un espace séparé X satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations avec
poids {z,; a>0}c]0, [ (ou (#,) =0 quand a—0) s’il existe une fonction semi-
continue inférieurement J: X— [0, oo ] (dite fonction de taux) telle que:

(i) lim sup u,(Y)« < supexp (—J(x)) pour tout Ye X (resp. F),
xeY

(i) lim inf u,(G)*“ = supexp (—J(x)) pour tout Ge G.
xeG

1l existe une bijection entre I’ensemble des fonctions semi-continues inférieure-
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ment [:X—[0, ©] et l'ensemble I', [y ;; donnée par la relation: y(Y) =

= supexp (—J(x)) pour tout Y'c X ([12]). Il est facile de voir que y € I',, (. 17 est tendue
xeY

si et seulement si sa fonction associée | vérifie: {x e X; J(x) < s} est compact pour tout
s>0.

Donc, {u,; a >0} satisfait un principe vague (resp. étroit) de grandes déviations
avec poids {#,; a >0} et fonction de taux J si et seulement si le net de capacités (u/s)
converge vaguement (resp. étroitement) vers la capacité y associée a J.

La tension d’une partie terminale du net (u‘) est plus connue sous le nom de te-
nsion exponentielle de la famille {«,; a >0} ([5]). Lorsque X est localement com-
pact, les Propositions 2 et 3 donnent les résultats bien connus suivants:

® Tout net {u,; @ >0} de mesures de probabilité régulieres admet un sous-
net vérifiant un principe vague de grandes déviations avec poids {z,; @ >0}.

® Si une famille exponentiellement tendue {u,; a >0} de mesures de proba-
bilité réguliéres sur X satisfait un principe vague de grandes déviations avec poids
{ty; >0} et fonction de taux J, alors {u,; a >0} satisfait un principe étroit de
grandes déviations avec mémes poids et méme fonction de taux qui de plus vérifie:
{xe X; J(x) <s} est compact pour tout s >0 (puisque {u%; a = a,} est tendu pour
a, assez grand, la capacité limite associée a | I'est également).

3.2. - Capacités fonctionnelles

Soit X un espace localement compact métrisable, L = R% U {  } (élément de R ,*
constant ayant valeur infinie), A = {/e R* ; / semi-continue supérieurement a support
compact}, B= {/eR? ; / semi-continue inférieurement } U {}, et C= {/eR%;/
semi-continue supérieurement} U { o }. Notons € (resp. B) = {/eR%; [ continue
(resp. borélienne)}. Alors, L est un treillis avec un élément minimal 0, un élément ma-
ximal ©, 0eANB, ©«eBNC, AcC, et (A, B) satisfait la propriété (S). De plus,
(A, B) satisfait la propriété (I) puisque pour tout ae A, be B avec a < b, il existe
he C telle que a < h<b ([7], Théoréme 3.3.5).

Lemme 2: Soity : A— 1[0, o] avec y(0) = 0. 87 y(a,) décroit vers y(a) pour toute
suite (a,) dans A décroissant vers a€ A, alors v s'étend en une capacité v, eI par
y« ()= sup v(a) pour tout [eL.

a<l,acA

Preuve: Pour tout a € A, il existe une suite (b,) dans CNA décroissant vers «,
d’ou y(a) < /y>in£ BV*(b) <infy(h,) =yla), et yel. =

ExempLE 1: Soit 4 une mesure de Radon bornée sur X, et # e N*. Alors v, , défini
par y, ,(/)= sup wu(a”) pour tout /eL est une capacité fonctionnelle, et

as</,acA

Vu,»(h) =u(h”) pour tout he B.
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ExempLE 2: Soit f : X— [0, o] semi continue supérieurement. D’aprés le lemme
de Dini-Cartan, la fonction y,: A—[0, o] définie par y/(a) = sup f(x) a(x) pour
xeX

tout a € A vérifie les hypothéses du Lemme 2, et s’étend donc en une capacité fon-
ctionnelle par y/(/) = sup y/la).

a<l,aeA

Supposons maintenant X compact métrisable. Les capacités fonctionnelles de
Choquet sur un tel espace ont été introduite dans [4], ce sont les applications 4 de B
dans R telles que pour toute suite (2,) dans A décroissant vers a € A, y(a,) décroit vers
y(a), et pour toute suite (b,) dans B croissant vers h € B, y(h,) croit vers y(h). Une
conséquence directe du Théoréme 3 de [3] permet de caractériser les capacités fon-
ctionnelles positives de Choquet qui s’annullent sur la fonction nulle parmi les élé-
ments de T

ProrosiTioN 4: Soit X un espace compact métrisable, et A ['ensemble des capacités
fonctionnelles positives de Choquet sur X qui s’annullent en 0. Alors, A e A si et seule-
ment st A=y |y avec yel vérifiant la condition suivante: pour toute suite monotone
(a,) dans A convergeant vers ac A, lim y(a,) = y(a).

Preuve: Soit 4 € A. Alors 4,4 vérifie les hypothéses du Lemme 2 et s’étend donc
en un élément y = (14),,€ ['par y(/) = sup A(a) pour tout /€ L. D’aprés la forme

a<l,acA

fonctionnelle du théoréme de capacitabilité de Choquet ([4]), y 5= 4.

Réciproquement, si y € I" et y |4 vérifie la condition de Iénoncé, alors d’apres le
Théoréeme 3 de [3], y |4 s’étend en une unique capacité fonctionnelle de Choquet 4 dé-
finie par A(h) = sup A(a) pour tout he B. =

a<h,acA

REMARQUE 3: Soit (u,,) une suite de mesures de probabilité sur X compact métrisa-
ble, (y,, ,) la suite de capacités de I'Exemple 1, J: X— [0, %] semi continue infé-
rieurement, et ¥/ la capacité de 'Exemple 2 associée a /= exp (—]). Alors, (u,,) satis-
fait un principe de grandes déviations (au sens usuel) avec taux | et poids (1/#) si et
seulement si (y, ) satisfait un principe de grandes déviations avec limite y, et poids
(1/n) (au sens de la Définition 5). En effet, (y4”,) converge vaguement vers ysi et
seulement si limy}’” , (h) converge vers y /(h) pour tout » € €. D’apres le théoréme de
Varadhan et sa réciproque ([6], Théorémes 1.2.1 et 1.3.4), (u,,) satisfait un principe de
grandes déviations avec taux | et poids (1/#) si et seulement si pour tout b e G,

lim (i, (h"))" = sup f(x) hlx).

xeX
3.3. - Capacités non commutatives
Soit B(I) 'ensemble des opérateurs bornés dans un espace de Hilbert I, L =

= B = C I'ensemble des projections orthogonales dans I(, et A 'ensemble des projec-
tions orthogonales de rang fini. Alors, L est un treillis avec la projection 0 pour élé-
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ment minimal, I'opérateur identité (noté 1) pour élément maximal, 0 € AN B,
1eBNC, AcC, et (A, B) satisfait les propriétés (I), (S), (H).

ExempLe 3: Rappelons qu’une forme linéaire positive @ sur B(H) est normale si
pour tout net croissant borné (x,) d’opérateurs autoadjoints de limit x, lim w(x,) =
= w(x). Il est clair qu'une telle forme retreinte 4 L est une capacité.

ExempLe 4: Soit ze B(H) positif, et considérons la fonction y définie sur L
par:

(2) VpeL, y(p)=sup{leoc(z);Ve>0,pE)_ . ,1q%=0}

ol E est la projection spectrale associée a z. Puisque y(0) =0 (avec la convention
sup # = 0) la proposition suivante montre que y est une capacité maxitive.

ProposITION 5: L’équation (2) définit une application completement maxitive sur L
(Ze. y(_\/lpl-) = _\/ly(pl-) pour toute famille {p;; iel}cL).

Preuve: Nous allons d’abord établir deux propriétés préliminaires.

Propriété 1: p < E,, pour tout pe L. Soit A(p) = inf {1 eR; p < E;}, et remar-
quons que A¢(p) € 0(z) (sinon il existe e > 0 tel que E; () - . = B ) 4er et p < Ej ) - ¢
donne la contradiction). Puisque la famille spectral {E; } est continue a droite, on ob-
tient p < E; ). Supposons Ao(p) > y(p). Alors, p(E; ) +. — Ej ) -.) =0 pour un
certain &€ >0 avec E; )+, — E; () - # 0. Puisque p S E; )+, on a p<S Ej (-, qui
donne la contradiction. Donc, p < E; ) < E,(,).

Propriétés 2: y(E|,. ;) <4 pour tout A € R. Supposons y(E(y ;1) > A, alors il existe
ueol(z)avec y(Eyy 5) Zu>Aet E 4 (E, ., —E,_,) # 0 pour tout £ > 0, ce qui im-
plique Epy ;% E,—.. Mais Epy ;;<E;<E,_. pour ¢ suffisamment petit, d’ou la
contradiction.

Nous pouvons montrer maintenant que y est complétement maxitive sur L. Soit
{p;; iel} cL. D’apres la Propriété 1, p, < E,(,, pour tout 7€ I, et donc i\é/}p,- < E,\!IW’Z)'

D’ou, ,\/[pz'sE[O,\/lo(p,-)Jrs[ pour tout ¢ >0. D’aprés la Propriété 2, et puisque y
1€ i
est clairement croissante, on a y(_\/lpl-) S V(Efo, vy +el) S _\/Iy(pl-) + & pour tout
S iel e

e>0. ]

ReMarQUE 4: Une suite (w,,) de formes positives normales sur B(I() converge va-
guement (resp. étroitement) vers une forme positive normale w si et seulement si
lim w,(p) = w(p) pour tout p € A (resp. L). Donc, (w,) converge vaguement vers @ si
et seulement si lim w,(x) = w(x) pour tout x e B(IH) de rang fini. Cette définition
coincide avec celle de convergence vague d’une suite (w,) d’états normaux, donnée
dans [8]; cette suite est dite converger étroitement si de plus sa limite est un état. Sup-
posons maintenant qu’une suite (w,) d’états normaux converge étroitement au sens
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des capacités vers une forme positive normale w, alors lim w,(1) =1 = w(1), et donc
w est un état. Réciproquement, si (w,) converge vaguement vers un état normal, alors
il est démontré dans [8] que lim w,(x) = w(x) pour tout x € B(I() ce qui implique la
convergence étroite au sens des capacités. Ainsi, pour une suite d’états normaux, les
définitions de convergence vague et étroite vers une forme positive normale coinci-
dent avec celles de [8].

RemarQuE 5: L’ensemble A (resp. B, C) correspond a 'ensemble des projections
compactes (resp. ouvertes, fermées) par rapport a la C*-algébre des opérateurs com-
pacts dans J(, au sens de la topologie non commutative ([2], [13]).
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