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Sulle singolarita eliminabili delle soluzioni dell’equazione
delle superfici minime

AsstrAcT. — For any # > 2, any open set 2 C R”, any subset K of Q, closed in Q, with
H"YK) =0, any u € (@ \ K), solution of the minimal surface equation, there exists an unique
U e (Q), equal to # in Q\ K.

This result of mine, was published in 1977 (see [5]). I will give here an easier proof of it, not
resorting to the generalized solution theory.

Moreover, I will compare the new proof with De Giorgi-Stampacchia’s one of 1965 (see [3]),
that assumed the stronger hypothesis K CC €, i.e. K compact in Q.

I will remind too, the case of isolated singularities, as treated by Finn in 1953 (see [4]).

1. - I TEOREMA DI REGOLARITA
Nell’abstract ho anticipato il seguente

TeoreMA 1: Se Q C R” é un insieme aperto, n > 2, K un sottoinsieme di Q, chiuso in
Q, H""YK) = 0, per ogni u € C*(Q\ K) soluzione dell equazione delle superfici minime,
ze.
D
(1) div| —2—— | =0, VxeQ\K,
1+ |Duf?

esiste un’unica U € C*(Q), con
(2) Uaxk = .

Per la dimostrazione di questo Teorema utilizzeremo il seguente Lemma, dimostrato

in [5].
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LemmA 2: Sza A un aperto di R"*Y e C un sottoinsieme chiuso di A, con H"(C) = 0. Per
ogni insieme E C A e misurabile secondo Lebesgue, avente perimetro localmente minimo in
AN\ C, si ba che il perimetro di E ¢ localmente minimo in A.

Non riporterd qui la dimostrazione di questo Lemma, ma per comodita di lettura
ricordero il significato di perimetro localmente minimo.

DeriNizIONE 3: E ha perimetro localmente minimo in A, se sono vere le seguenti dise-
guaglianze; per ogni aperto L CC A,

(3) Pr(E) = sup{ Jdiv(o(x)dx tpE [Cé(L)]”H, |P(x)] < 1}< “+o0.
E

Per ogni insieme misurabile secondo Lebesgue F C A, con FAE =(F\E)U
UE\F) cclL,

(4) Pr(E) < Pr(F).
Applicheremo il Lemma al caso di
A=QxR, C=KxR, E={x12:x€Q\K,t<ux)},
dove ©, K, » hanno il significato dato loro nell’enunciato del Teorema.
DimostrAZIONE DEL TEOREMA. Cominceremo col dimostrare la locale limitatezza di # in

Q. A tale scopo, ci limiteremo a verificare I'esistenza, per ogni palla B =B, CC £, di
H € R con

(5) H > u(x), VxeB,\K.

Sia ¢ > 0 e tale che la palla B,,,, avente lo stesso centro di B,, sia

(6) B,is CC Q.

Sia e € (0, 0) un numero il cui valore decideremo piu avanti, e sia Q. un intorno aperto di
KN B,ys, con

(7) H'(Q.) <e.

Indichiamo con M il numero

(8) M = max{u(x) : x € B, \ Q.}.

Supponiamo ora che esista un x € B, \ K con

9) ulx) >M+o.

Per una elementare proprieta delle frontiere minime, come ¢ il caso della frontiera di E,
deve valere

(10) HH 5, 0) 1 |y — o + |t — a0 < 0,1 < ul0)} > ﬂ‘i prass
dove w, & la misura della palla unitaria 7-dimensionale. Dalla (10) si ricava
(11) H'{y € Bpso \K: [y — x| < 0,uly) > M} > A

2(n+1)
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Poiché vale
(12) {y €Boisc \K: |y —x| <o,uly) >M} C Q.

deve essere, per la (7),

Wy,
2(n+1)
Se ¢ viola la (13), non pud valere la (9), quindi possiamo concludere che la (5) ¢ vera se

H=M+o.
Consideriamo la —u, possiamo affermare I'esistenza di H* < H, tale che

(14) ulx) > H*, Vxe€B,\K.

a”.

(13) €>

Poiche la frontiera OE dell’insieme E ¢ la chiusura dell’insieme grafico della #, varra
lidentita
(15) OEN (B, x R) = 9EN (B, x [H*,H]).

Indichiamo con v il vettore unitario uscente dai punti della frontiera di E, quando questa
esiste, si ha

1

(16) Upi1(x) = —,  V(x, ulx).

\/1+ |Duf?
Calcoliamo e dimostriamo che
(17) inf{v,1(x) : x € B,\ K} > 0.
In caso contrario esisterebbe una successione {x;} C B, \ K, con
(18) limv,11(x;) =0

j
(19) limx; = x € B,

j
(20) limu(x;) = ¢t € [H*, H]

j

e il punto (x, ) € JE.
La (18) e il Theorem 6, p. 39 di [1] implicherebbero I'esistenza di un intorno di (x, )
nel quale sarebbe

(21) Uyy1 = 0.

Ma questo contrasta con il fatto che in ogni intorno di (x,#) debbono esservi punti di
grafico della «.
Deve essere allora vera la (17), la quale implica, grazie al Teorema 5.6, p. 55 di [7], che
la frontiera di E in B, x IR ¢ il grafico di una funzione Lipschitziana U, con Ujp,\x = .
Il fatto che la U € C?(B,) ¢ allora conseguenza del Teorema di regolarita di De Giorgi
(vedi [2]) e di un precedente Teorema di C.B. Morrey, jr. (vedi [8]). O
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2. - It Teorema b1 DE GIORGI-STAMPACCHIA

Ennio De Giorgi e Guido Stampacchia dimostrarono nel 1965 la tesi del Teorema 1,
nell’ipotesi piu restrittiva per I'insieme K, i.e.

(22) Kcca.
La (22) permise loro di dimostrare il seguente
Trorema 4 (Principio del Massimo debole). Se Q C R” ¢ aperto, connesso, n > 2, e

K cc Q con H"HK) = 0. Se u € C*(Q\ K) ¢ soluzione della equazione delle superfici
minime e se A é un aperto con

(23) KcAccqa
Allora vale ['identita

24 sup # = maxu.
(24) sup 1

La (3) ¢ facilmente ottenibile con un calcolo introdotto da R. Finn nel caso K = {xo}.
Utilizzando il Principio del Massimo debole si ottiene il

Teorema 5 (Principio del Massimo forte). Se Q C R” é un aperto connesso, n > 2,
K cc Q con H" Y (K) = 0. Se u, w & una coppia di soluzioni in Q\ K, se A & un aperto
verificante (24) e se vale

(25) ulx) < wlx), Vx € 0A,
allora vale

(26) ulx) <wlx), VxeA\K.

Dal Principio del Massimo forte si ricava il seguente

TeoreMa 6 (Principio di Massimo per i rapporti incrementali) Nelle ipotesi del
Principio del Massimo debole si ha la seguente identita
u(x) — uly) ulx) — uly)

(27) sup = sup
xyeA\K |X - y| ;(;7\1}( |X — y|

La (27) implica la Lipschitzianita della « in A\ K e percio lesistenza di U € C*(A)
eguale alla # in A\ K.

Tl Principio di Massimo per i rapporti incrementali fu utilizzato da David Hilbert per
la sua dimostrazione del Principio di Dirichlet del 1904. John von Neumann nel 1931
(vedi [9]) sent il bisogno di scrivere e pubblicare una dimostrazione elementare per il
Principio gia usato da Hilbert. Il Lemma di J.von Neumann fu utilizzato da De Giorgi e
Stampacchia nel loro lavoro del 1965.
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3. - It Teorema b1 FInn

Nel caso K= {xp} C B.(0), e € C(B.(0)\ {0}) N C*(B.(0)\ {0}) soluzione dell'equa-
zione delle superfici minime, utilizzando la soluzione P(x) del Problema di Dirichlet per
Iequazione delle superfici minime su B, (0) con i valori di z su 9B (0), si ottiene #(x) = P(x),
per ogni 0 < |x| < € e da cio 'ovvia eliminazione della singolarita in {0}.
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