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1. - INTRODUZIONE

In questo articolo riassumiamo i principali risultati del libro [4], dedicato ad una
teoria dei flussi gradiente in spazi metrici generali e nello spazio delle misure di
probabilita munito della distanza di Wasserstein quadratica. La sintesi che faremo dei
risultati (largamente ispirata a [3] con qualche piccola aggiunta, modifica e aggiorna-
mento) riflette la struttura del libro, con due parti che possono essere lette quasi
indipendentemente: nella prima studiamo i flussi gradiente in spazi metrici (chiamandoli
curve di massima pendenza, dato che solo il concetto di pendenza, e non quello di
gradiente, ha senso in spazi metrici), seguendo con piccole varianti le idee sviluppate in
[12] (si veda anche [2]).

Troviamo anche condizioni generali che assicurano la convergenza dello schema di
discretizzazione implicito a una curva di massima pendenza. Queste condizioni sono
tipicamente soddisfatte se il funzionale & convesso lungo le geodetiche (parametricamente
percorse a velocita costante). Troviamo anche una nuova condizione di convessita, che
combina il comportamento del funzionale e della distanza, e che assicura sia 'unicita delle
curve di massima pendenza che stime esplicite dell’errore per lo schema di discretizzazione
implicito (e qui sviluppiamo ulteriormente le idee introdotte in [6, 211). Questi risultati
estendono altri gia noti in spazi con curvatura non positiva (NPC) (si veda [19], [17]), ma
si possono applicare anche ad alcuni spazi con curvatura non negativa (PC), come ad
esempio lo spazio di Wasserstein delle misure di probabilita.

Nella seconda parte descriveremo lo spazio di Wasserstein delle misura di probabilita
in uno spazio di Hilbert separabile X e la sua struttura “differenziale”, recuperando in un
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contesto molto pit generale il calcolo formale sviluppato da Otto in [22] e la
rappresentazione della distanza di Wasserstein come distanza “Riemanniana” in [7].
Una delle principali caratteristiche del nostro approccio é che non richiediamo né che X
sia di dimensione finita né che le misure in questione siano assolutamente continue
rispetto a una misura fissata (ad esempio quella di Lebesgue). La nostra derivazione della
struttura “Riemanniana” (i.e. il fibrato tangente e la metrica sulle fibre) nasce da una
caratterizzazione variazionale delle curve assolutamente continue a valori nello spazio di
Wasserstein. Dopo la costruzione del fibrato tangente esamineremo in dettaglio le
proprieta di differenziabilita, lungo la curve assolutamente continue, della distanza di
Wasserstein da una misura fissata, e caratterizziamo il vettore tangente alla curva
attraverso il comportamento asintotico dei piani di trasporto tra punti vicini sulla curva.
In questo contesto & possibile introdurre in maniera naturale anche i concetti di
sottodifferenziale e di flusso gradiente (si veda anche [10], dove concetti analoghi
appaiono nel contesto dei cosiddetti spazi di lunghezza quasi-Riemanniani) e si trova
che i flussi gradiente coincidono con le curve di massima pendenza. Questo porta in molti
casi a risultati di esistenza per i flussi gradiente, alla convergenza dello schema di
discretizzazione implicita (si veda anche [16], [9], [1]) e, sotto un’ipotesi leggermente
piu restrittiva di convessita, a stime esplicite dell’errore per lo schema di discretizzazione
implicita.

2. - FLUSSI GRADIENTE IN SPAZI METRICI

2.1. Nozioni preliminari

Iniziamo con l'introdurre alcune nozioni di base che hanno senso in ogni spazio
metrico completo (¥, d) (si veda [2, 5] per una trattazione pil completa di questo
argomento).

DErINIZIONE 2.1: Sia v : (a,b) — . una curva, diremo che v appartiene a ACP(a, b;.7”),
perp € [1,+ o0, se esiste m € 17(a, b) tale che

(2.1) d(o(s),v(2) < Jm(r) dr VYa<s<t<h.

s

Nel caso p =1 lo spazio coincide con quello delle curve assolutamente continue e lo ind-
cheremo semplicemente con AC(a, b;.7).

Teorema 2.2: (Derivata metrica). Sia p € [1,+ ool. Allora, per ogni v € ACP(a, b;.7)
il limite

(22) 1/](0) 1= lim 2@ 20)

s—t |S—Z|
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esiste per ,%ﬁl—q.o. t € (a,b). Inoltre la funzione t— |V'|(t) appartiene 12(a,b), & un inte-
grando ammissibile per il membro destro della (2.1), ed é minimo in questo senso:

(2.3) |V[(0) < mlt) per £'-q.o.t € (a,b), per ognifunzione 7 soddisfacente (2.1)

DerintzioNE 2.3: (Pendenza locale). La pendenza locale di un funzionale ¢ nel punto
v € D(@) ¢ 0 se v é un punto isolato di ., altrimenti & definito da

(2.4) |04|(v) := lim sup M

w—v d(”7 w)

Indicheremo con D(O$) Uinsieme dei v € . tali che |0¢|(v) < + 0.

Avendo in mente queste definizioni, possiamo formulare come in [12] (si veda anche
[12, 18, 2]) il concetto di flusso gradiente in spazi metrici generali.

DerinizioNe 2.4: (Curve di massima pendenza). Diremzo che una mappa localmente
assolutamente continua u : (a,b) — . & una curva di massima pendenza del funzionale ¢ se
Goué L'-qo. uguale a una mappa non decrescente g e

1

(2.5) o) < —§|u’|2(t)—%|8¢|2(u(t)) per Z'go.t € (a,b).

Diremo che u ¢ il punto iniziale della curva u se lim u(t) = .
t—a
Per illustrare le idee euristiche alla base della precedente definizione, incominciamo
con il caso classico del flusso gradiente

(2.6) i (2) = —V(ult))

in uno spazio di Hilbert. Se, in ambo i membri, prendiamo i moduli, otteniamo
I'equazione |¢/|(2) = |V(u(#))| che ha senso in spazi metrici, interpretando il membro
sinistro come la derivata metrica e il membro destro come la pendenza locale. Tuttavia,
nel passare da (2.6) a un’equazione scalare abbiamo chiaramente una perdita di
informazione. Questa informazione pud essere recuperata guardando alla derivata
dell’energia:

d

dt
La seconda uguaglianza vale se e solo se #' e —V@(u) sono parallele e la terza uguaglianza
vale se e solo se |¢/| e [V¢(u)| sono uguali, cosicché possiamo riscrivere (2.6) come segue:

1 v 1 2 d
5 [0+ 5[V = — = glult)).

$(u(®)) = (1), Vo(u(2)) = —|d || V(u(2))| = —%IM’Iz(f) —%IW(W))IZ-

Questo argomento mostra che la formulazione metrica & consistente con il classico caso
Hilbertiano.
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2.2. Discretizzazione implicita nel tempo

La costruzione classica delle curve di massima pendenza ¢ basata su una discre-
tizzazione temporale, che fornisce soluzioni discrete dipendenti da un passo temporale
7 > 0, che approssimano la curva di massima pendenza per t — 0.

Le soluzioni discrete sono costruite attraverso uno schema variazionale ricorsivo nel
modo seguente: fissato 7 > 0 e il dato iniziale UY, scegliamo U”*! nell’insieme

" — aremind &+ ) 4 = 2(U" -
(2.7) JLUZ] = argmm{¢( )+2Td v, )}.

DermnizioNE 2.5: (Soluzioni discrete). La soluzione discreta di passo t & la funzione
costante a tratti U, definita da:
U, (2) := U” if telnt,(n+ ).

Dato che vogliamo mostrare la convergenza delle soluzioni discrete a una curva limite,
dobbiamo imporre delle proprieta di compattezza dello spazio metrico (o dei sottolivelli
di ¢). Naturalmente si puo richiedere compattezza rispetto alla topologia indotta dalla
distanza d, ma questo requisito sarebbe troppo restrittivo per alcune applicazioni. Per
questa ragione supporremo che esista una topologia ¢ con le seguenti proprieta:

2.1a: Topologia debole. — ¢ € una topologia di Hausdorff su . compatibile con
d nel senso che o & piu debole della topologia indotta da d e d ¢ o-semicontinuo
inferiormente per successioni:
(2.8) (ty,0,) > (w,0) = liminfd(u,,v,) > d(u,v).

n—00

De Giorgi ha introdotto in [11] la nozione di limite di soluzioni discrete in senso
astratto (dove si considerano perturbazioni pit generali del quadrato della distanza),
coniando il termine movimenti minimizzanti. Ricordiamo la sua definizione.

DeriNnizionE 2.6: (Movementi minimizzanti). Per un dato funzionale ¢ e un dato
iniziale ug € .7, diremo che una curva u : [0,+ 0o) —.% ¢ un movimento minimizzante
per ¢ con dato iniziale uy se per ogni T > 0 sufficientemente piccolo esistono soluzioni
discrete U, definite come in (2.5) e tali che

(2.9) h?g¢<U§):¢<uo>, lifgd(Uf,uo):O, U.(t) Zut) Veel0,+ o).

Indichiamo con MM(@; uy) l'insieme di tutti i movimenti minimizzanti per ¢ con dato
iniziale wug .

Analogamente, diremo che una curva u : [0, + 00) — .% & un movimento minimizzante
generalizzato per ¢ con dato iniziale u se esiste una successione 1y, | 0 e una corrispondente
successione di soluzioni discrete U, definite come in (2.5) tali che

(2.10)  lim $(U°) = ¢lup), Jim AU ,up) =0, U () >ult) Viel0,+00).
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Indichiamo con GMM($;uy) Uinsieme di tutti i movimenti minimizzanti generalizzati
per ¢ con dato iniziale uy.

Per essere sicuri dell’esistenza di soluzioni discrete, e per mostrare che i movimenti
minimizzanti (generalizzati) sono curv di massima pendenza, dovremo imporre alcune
condizioni sul funzionale ¢.

2.1b: Semicontinuita inferiore. — Supponiamo che ¢ sia g-semicontinuo
inferiormente per successioni sugli insiemi d-limitati:

(2.11a) sup d(u,, u,) < +00, u, Ly = lim inf ¢(z,,) > ¢(ar).

n,m 7n—00

2.1c: Coercivita. — Esistono 7, > 0 e #, €.7 tali che

1
(2.115) m* = inf $(v) +—d*(v,u,) > —oc.
ves” 2t
2.1d: Compattezza. — Ogni insieme d-limitato contenuto in un sottolivello di ¢ &

relativamente -compatto per successioni:

ogni successione (#,) C .7 con sup ¢ (u,) < +oo, sup d(u,,u,) < +oo

n,m

(2.11¢)
ha una sottosuccessione g-convergente.

2.1e: Semicontinuita della pendenza locale.

2.11d)  |0¢|(u) = inf § Liminf |0@|(u,) : u, = u, sup{d(u,, u), $lu,)} < + oo .
n—+ 00 P

In pratica le ipotesi b, ¢ assicurano I'esistenza di soluzioni discrete, d & necessaria per
trovare una curva limite e e & necessaria per mostrare che questo limite ¢ una curva di
massima pendenza.

Prorosizione 2.7: (Convergenza dello schema di discretizzazione implicita). Suppo-
niamo che le ipotesi 2.1a, b, c, d valgano e siano date una successione (t,) | 0 e una
corrispondente successione di dati iniziali {U? } soddisfacenti

(2.12) Ugn L, gb(UgZ) — Plug) < +00  as n — + 00, supd(Ufﬂ,uo) < + 0.

Allora esistono una sottosuccessione #(k) e u € ACZ ([0, 4 00);.7") tali che

(2.13) Uy, () Zult) Vi€ [0,+00).

In particolare « € GMM(¢;u), che risulta un sottoinsieme non vuoto di
ACE ([0, + 00);.7).

loc
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Trorema 2.8: (Le curve limite sono di massima pendenza). Supponiamo che le
condizioni 2.1a, b, c, e valgano e che ¢ soddisfi la proprieta di continuita

@14)  sup {|08](0). d(w,.0). 90 } < Ho0. v, v = $lw,) = S
HELN
Allora ogni u € GMM(¢; uy) é una curva di massima pendenza per .

Alcuni risultati piu forti (i.e. I'identita dell’energia e la convergenza di varie quantita
discrete alla loro controparte continua) possono essere ottenuti sostituendo I'ipotesi di
continuita (2.14) con l'ipotesi che |0¢| sia un upper gradient di ¢ nel senso di Heinonen e
Koskela (si veda [15] e 1a (2.15)).

TeOREMA 2.9: Supponiamo che le condizioni 2.1a, b, ¢, e valgano e che |0¢| abbia la
seguente proprieta: per ogni curva assolutamente continua v: 0,11 —.% la funzione

|0¢| o v e di Borel e

(2.15) |p(w(1) — $(u(s))| < J|8¢|(v(r))|v’(r)| dr Yo<s<r<l.

Allora ogni # € GMM(¢; ug) € una curva di massima pendenza per ¢ for ¢ e # soddisfa
I'identita dell’energia
T

(2.16) %J|| w+»Jm¢ D) dt + 3T = dug) VT >0,
0

Inoltre, se {Uy, },cn € una successione di soluzioni discrete soddisfacenti (2.12) e (2.13),
abbiamo

(2.17) ﬂangO (U, (1)) = pu(r)) Vte[0,+0c0),
(2.18) ﬂangO |0¢|(U,,) = ”lirglo UL | = || = |0¢|() in Lf,([0,4 00 ),
dove |U.| ¢ definita da
n—1 n
(2.19) |UZ|(2) M se ¢ € ((n— 1)t,n1)

e |0~ @| il membro destro in (2.11d).

2.3. Funzionali convessi lungo le geodetiche

Le condizioni astratte date qui sopra sono soddisfatte quando il funzionale ¢ convesso
lungo le geodetiche (percorse a velocita costante). Questo caso ¢ rilevante per molte
applicazioni, si veda per esempio [17, 20, 22, 23] e gli esempi menzionati nella prossima
sezione.



Dermizione 2.10: (Convessita lungo le curve). Un funzionale ¢ : % — (— 0o 4+ ool &
detto convesso lungo la curva y : [0,1] — . se

(2.20) $(,) < (1= 1)g(y) + 1(yy)

DermNizioNE 2.11: (Geodetiche a velocita costante e spazi di lunghezza). Una curva
y:[0,1] — .7 & una geodetica a velocita costante congiungente due punti vy, v1 €.7 se
y,=v,1=0,1e
(2.21) d(y,,y,) = (¢ — s)d(vg,v1) Vs, r € [0,1], s <=

Uno spazio metrico .7 ¢é detto spazio di lunghezza se per ogni coppia di punti x, y € ./
esiste almeno una (non necessariamente unica) geodetica che li congiunge.

Dermizione 2.12: (Funzionali convessi lungo le geodetiche). Un funzionale ¢ .7 —
— (= 00, 4 00] su uno spazio di lunghezza .7 ¢ detto convesso lungo le geodetiche se per
ognix,y €.% esiste una geodetica a velocita costante y tale che yy = x, y; =y et @(y,) &
una funzione convessa in [0, 1].

Per funzionali convessi lungo le geodetiche la pendenza locale ammette la seguente
semplice rappresentazione:

(2.22) |0¢|(v) = sup (M> +,

w#v d(l}, LU)

usando la quale si pud mostrare che || ha la proprieta di upper gradient formulata nel
Teorema 2.9 e che 2.1e vale con la topologia ¢ uguale a quella indotta da 4. Si ottiene
quindi il seguente risultato.

TrorEMA 2.13: Supponiamo che ¢ sia convesso lungo le geodetiche e che tutte le ipotesi
2.1a, b, ¢, d valgano. Allora ogni ugy tale che $(uy) < + 0o é il punto iniziale di una curva
di massima pendenza per ¢ e valgono tutte le conclusioni del Teorema 2.9.

La proprieta di convessita garantisce inoltre alcune proprieta puntuali di
differenziabilita, osservate per la prima volta da Brezis [8] in un contesto Hilbertiano.
Sono raccolte nel seguente teorema.

Trorema 2.14: (Proprieta puntuali). Supponiamno che le ipotesi 2.1a, b valgano e che ¢
sia convesso lungo le geodetiche. Se ¢(ug) < + oo allora ogni u € GMM($; uy) é localmente
Lipschitz in (0, + 0o) e soddisfa le seguenti proprieta:

(1) La derivata metrica destra

, . dluls), u(?))
(2.23) o', |(2) := lg?%

esiste e |0@|(u(2)) < + oo per ogni t > 0.
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(i) La funzione t— ¢(u(?)) e convessa e la funzione t— |0@|(u(t)) é non crescente e
continua a destra.
(iii) L’equazione
d

(2.24) -9l = — 01 (w(2)) = —|u', P (2) = —|0g|(u(0)) |, |(2)
+

vale per ogni t € (0,+ 00).

Anche se la convessita geodetica assicura I'esistenza di curve di massima pendenza e
molte utili proprieta, compresa I'identita dell’energia, 'unicita delle curve di massima
pendenza con un fisato dato iniziale & un problema aperto. Il problema ¢ irrisolto anche in
un contesto lineare, per esempio quando .7 & uno spazio di Banach riflessivo, e sembra
dipendere dalla mancanza di una struttura Hilbertiana. Alcuni risultati parziali sono
discussi nella prossima sottosezione.

2.4. Un nuovo tipo di convessita

Stime esplicite dell’errore per il metodo di discretizzazione implicita e I'unicita delle
curve di massima pendenza possono essere dimostrare se si richiede la convessita non solo
del funzionale, ma anche della distanza.

Trotest 2.15: Supponiamo che per ogni scelta di w, vo,v1 €. esista una curva
y:[0,1] — .7 tale che y; = v;, i = 0,1, ¢ & convessa lungo la curva e

(2.25) d?(w,y,) < (1 — Dd*(w, vo) + td*(w, v1) — t(1 — 1)d*(vy, v1)

Questa ipotesi ¢ in un certo senso piu forte della conessita geodetica, dato che stiamo
richiedendo una condizione di uniforme convessita anche sulla distanza; d’altro canto ¢&
pitt debole, dato che non imponiamo che la curva y sia una geodetica, né che sia a velocita
costante. Nelle applicazioni descritte nella prossima sezione questo grado di liberta
risultera estremamente utile.

Si noti anche che la condizione (2.25) lungo le geodetiche ¢ la definizione di Non
Positively Curved (NPC) spazio metrico nel senso di Alexandroff (per spazi metrici
Riemanniani la condizione & equivalente alla non positivita di tutte le curvature sezionali).
Nel contesto degli spazi NPC l'unicita dei flussi gradiente ¢ stata mostrata in [19] (si veda
anche [17]), ma il nostro pit generale risultato segue da una linea diversa di ragio-
namento, fortemente legata a quello usato in [6, 21].

D’ora in poi noi identifichiamo la topologia ¢ con quella indotta dalla distanza d e
lasciamo cadere l'ipotesi di compattezza 2.1d: infatti, 'Ipotesi (2.15) garantisce sia
l'esistenza del punto di minimo nel problema discreto 2.7 che la convergenza delle
soluzioni discrete a una curva di massima pendenza. I principali risultati sono contenuti
nel seguente teorema, nel quale noi usiamo la notazione ¢ () per la funzione

inf ¢(- ) + d2(-, ) /2x.
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TroREMA 2.16: Supponiamo che ¢ sia un funzionale semicontinuo inferiormente e
coercivo (in base alla 2.1c) e che I'Ipotesi 2.15 sia soddisfatta. Allora

i) Convergenza e formula esponenziale: per ogni uy € D(§) esiste un unico u = Slup]
in MM(D; ug) che puo quindi essere espresso tramite la formula esponenziale

(2.26) ult) = Slug)(#) = lim U}, (uo).

ii) Effetto regolarizzante: u & una curva localmente Lipschitz di massima pendenza con
u(t) € D(0@) C D(@) per t > 0, in particolare, valgono le seguenti stime a priori:

(2.27) (D) < ¢,(up), |0 (ult)) < |0 (v + dz(v uy) Vv e D).
iti) Unicita e disuguaglianze variazionali di evoluzione: « ¢ ['unica soluzione della di-
suguaglianza variazionale di evoluzione

(2.28) % %dz v) + ¢ut) < ¢v) L'-aein (0,4 00), Voe D).

iv) Semigruppo di contrazioni: La mappa t— Slugl(t) é un semigruppo non espan-
swo, 1.e.

(2.29) d(STuo)(2), STwol(2)) < dlug, v0) ¥, 00 € D(@).

v) Stima ottimale a priori: se zy € D(¢) allora

(2.30) Pz (S[uo]( 1), ,/,1(%0) S£(¢(uo) —¢;/ﬂ(%o>) < I0¢| (o).

3. - FLUSSI GRADIENTE NELLO SPAZIO DELLE MISURE DI PROBABILITA

3.1. Nozioni di base e notazioni

Questa sezione ¢ dedicata allo studio della struttura differenziale dello spazi delle
misure di probabilita su uno spazio di Hilbert separabile X (nel seguito indicato con
(X)), munito della distanza di Wasserstein W, (si veda [4] per estensioni al caso delle
metriche “di Finsler” W, con p # 2).

Iniziamo col richiamare alcune nozioni di base.

DerinizioNe 3.1: (Trasporto di misure). Sia p una misura di probabilita su X e sia
r: X — X una mappa di Borel. La misura immagine ryp € 7(X) di u attraverso r é

definita da
(3.1) r4u(B) == u(r~'(B)) per ogni insieme di Borel B C X.
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Piu in generale, l'integrale rispetto a u e I'integrale rispetto a 7 sono legati da

(.2) Jf(i’(x))d,u(x) - J F)drpuy)

X X

per ogni funzione di Borel £, positiva o limitata.

DeriNizioNe 3.2: (Piani di trasporto). Date due misure pit, 12 € A(X), linsieme dei
piani di trasporto tra piy e 1, & definito da:

(3.3) It 12) = {,uE?(XxX):ni#,u:,ul, ni,u:,uz},

dove i : X x X — X, i =1, 2, sono rispettivamente le proiezioni sulla prima e sulla
seconda coordinata; si noti che questo insieme é sempre non vuoto, visto che contiene
certamente it x 12

La famiglia dei piani di trasporto include in un certo senso quella delle mappe di
trasporto: infatti ogni mappa r induce un piano u tra u!' e p, :=ryu' definito da
(Id x r) 44, dove (Id x 7)(x) = (x, 7(x)).

La distanza di Wasserstein ¢ definita sulla famiglie delle misure in 2(X) il cui
secondo momento ¢ finito, i.e.:

(3.4) 7X) = {u e 7X) J|x\zdﬂ(x> < +oo).
X

DerNnizionE 3.3: (Il problema del trasporto ottimale). Date u', p? € 75(X), la loro
distanza di Wasserstein ¢ definita da

(3.5) Wit 1) == min{ J ler — ol dpa(xy, x2) = € F(,ul,,uz)}.
XZ
Non é difficile mostrare che il minimo é sempre raggiunto e che la funzione definita sopra
¢ una distanza: indicheremo con I'y(u', 1?) il sottoinsieme di I'(u', 1i%) dove il minimo &
raggiunto, i.e.
(5.6) pe L) = | = saP dutin ) = WEG g2
XxX

Notiamo che I',(u!, 1) & un sottoinsieme chiuso e convesso di I"(u!, 12).
DeriNizIONE 3.4: (Misure Gaussiane e insiemi Gauss nulli). Data u € (X), diremo che

U & una misura Gaussiana non degenere in X se per ogni f € X' la misura immagine
Sfurt € P(R) & una Gaussiana non degenere sulla retta, i.e. esistono m = m(f) € R e
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o =0o(f) >0 tali che
J el g g e R,

—00

u{x e X : —oo < flx) < a}) =

2no?

Un insieme B € B (X) (dove B(X) indica la 6-algebra di Borel) é un insieme Gauss nullo se
1(B) = 0 per ogni misura Gaussiana non degenere 1 in X.

Nel caso in cui 4! si annulla su ogni insieme Gauss nullo (nel caso X = R? questa
condizione equivale all’assoluta continuita di z! rispetto alla misura di Lebesgue #) vale
il seguente teorema, dovuto nel caso finito dimensionale a Knott-Smith e Brenier (si veda
anche [13] per un analogo risultato negli spazi di Wiener e [14] per un risultato pit
preciso in dimensione finita).

Teorema 3.5: (Esistenza e unicita della mappa di trasporto ottimale). Siano
ul, 12 € 75(X) e supponiamo che ' si annulli su ogni insieme Gauss nullo. Allora
Ty, 12) contiene un solo elemento u, inoltre u é indotto da una mappa di Borel r e
r & il gradiente, nel senso di Gateaux, di una funzione convessa.

Indicheremo con 774 (X) il sottoinsieme di tutte le misure in 7%,(X) che si annullano su
tutti gli insiemi Gauss nulli, e per ogni 4 € 7”5(X) indicheremo con T}, la mappa data dal
teorema precedente; notiamo che (TZ)#ﬂ =o e che | |TZ — Id|2 dp = W3(u, o).

X

Richiamiamo infine le proprieta fondamentali della convergenza in (#%,(X), W5);
ricordiamo che un sottoinsieme .7% di Z°(X) & detto teso se

(3.7) lim sup w(X\ Bg) =0,

R—+o00 HexX

e uniformemente 2-integrabile se

(3.8) lim sup J w2dux) = 0.
RHJ“’C,UE,?Z'
X\Bg

Teorema 3.6: (Compattezza e convergenza). (7°2(X), Ws) é uno spazio metrico
completo e separabile. Inoltre, un insieme 7% C 9»(X) ¢ relativamente compatto se e solo
se ¢ teso e uniformemente 2-integrabile. Infine, data una successione (w,) C 72(X) e
1 € P>(X) vale:

u, converge debolmente a i,

39 lim Wa(u,, 1) = 0 <
3-9) =il {u,} ¢ uniformemente 2-integrabile,

dove la convergenza debole é intesa nella dualita con le funzioni continue e limitate (a
supporto compatto, se X ha dimensione finita).
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3.2. La struttura Riemanniana di (7+(X), Ws)

In questa sezione analizzeremo la struttura “Riemanniana” di (7%(X), W5),
sviluppando un calcolo differenziale che rende rigoroso 'approccio seguito in [22] ed
¢ consistente con la formula di Benamou-Brenier (3.15) di rappresentazione della
distanza di Wasserstein.

Tl nostro punto di partenza & di derivare la struttura metrico-differenziale dello spazio
(i.e. il fibrato tangente e la metrica su di esso) a partire dalla caratterizzazione delle curve
assolutamente continue, definite usando solo la distanza (globale) dello spazio; questo
punto di vista pud essee adottato anche in contesti classici, ad esempio varieta
Riemanniane finito-dimensionali immerse isometricamente in uno spazio Euclideo.

Nell’enunciato del seguente teorema faremo uso della classe delle funzioni cilindriche
in X, della forma ¢ o z dove ¢ € Cfo(Rd) en: X — R? &la mappa naturale indotta da d
vettori ortonormali in X. Se I C R ¢ un intervallo aperto, la classe delle funzioni test
cilindriche in X x I ¢ definita analogamente, usando funzioni ¢ € Cfo(Rd x ).

Trorema 3.7: (Curve assolutamente continue e equazione di continuita). SizI C R un
intervallo aperto, sia , : I — 7°3(X) una curva assolutamente continua e sia |i'| € L\(I) la
sua derivata metrica. Allora esistono campi vettoriali di Borel v,(x) tali che

(3.10) v € L2(p,, X), ol < 111(2) for Z1-go.tel
e l'equazione di continuita

(3.11) %+V~(v,ﬂ,):o in X x (0,1)

vale nel senso delle distribuzioni, i.e.
1

(3.12) “ (8,¢(x, £) + (0,(x), Vi@, z)>) dp,(x) dt =0
0X

per ogni funzione cilindrica  in X x 1. Inoltre, per £'-q.0. t € I v, appartiene alla chiusura
in L?(u,, X) dello spazio dei gradienti delle funzioni cilindriche in X.

Viceversa, se u, : I — 7°2(X) soddisfa l'equazione di continuita per un certo campo di
Borel v, tale che |vi1z2(,,) € L'(D), allora p, ¢ una curva assolutamente continua e
1) < Noell g2, per Srgo. tel

Naturalmente, per una data curva g, non vi € un unico campo di velocita v, per il quale
vale 'equazione di continuita (3.11): scelti dei campi w;, tali che V - (w,1,) = 0 i campi
v; + w; soddisfano ancora (3.11). Tuttavia, le seguenti considerazioni suggeriscono una
scelta canonica di v;:

e i vettori v; agiscono solo su V¢, con ¢ cilindrica in X;
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e la seconda implicazione nel teorema precedente mostra che il vettore v, in L?(1,, X)
maggiora sempre la derivata metrica |/ |(2) per #'-q.0. ¢ € I;
e la prima implicazione mostra che ¢ possibile avere

(313) ||Z}tHL2(/lt,X) == ‘,u/|(f) per ,,%‘1—q.0. IS I,

e lalinearita di (3.11) e la stretta convessita della norma implicano l'unicita dei vettori
soddisfacenti (3.13).

Quindi ¢& naturale considerare come vettori tangenti quei campi di velocita v; per i
quali vale sia (3.11) che (3.13). Questo porta alla seguente definizione.

DerinizionE 3.8: (Fibrato tangente). Sia y € 7°2(X). Definiamo

Tan, 7»(X) :=={Ve: ¢ cilindrica in X}2,.

OssERVAZIONE 3.9: Comze osservato in precedenza, i vettori in Tan, 7°,(X) C L2 (1, X)
possono anche essere caratterizzati dal seguente principio variazionale: v € Tan, 7%,(X) se e
solo se

(3.14) o+ w2y > 0l Ywe L*(u; X) tale che V - (wwp) = 0.

Lo spazio tangente nel punto x, essendo un sottospazio chiuso di L?(u, X), ¢ munito di
un prodotto scalare naturale (-, -) 4 tuttavia lo spazio (#3(X), W>) non & una varieta
Riemanniana infinito-dimensionale (neanche nel caso Euclideo X = Rd), dato che non &
possibile definite una mappa esponenziale da un intorno dell’origine in Tan, 7% (X) in
25(X) che sia un omeomorfismo. Questo ¢ dovuto al fatto che la caratterizzazione delle
geodetiche dello spazio da

exp,(w) := (Id + w)yp

se e solo se x+— x + w(x) ¢ il gradiente di una funzione convessa. D’altro canto esistono
v e Tan, 7, (R?) la cui derivata seconda ¢ illimitata dal basso, quindi x — x + hv(x) non &
ottimale per alcun 4 > 0.

Nonostante queste difficolta manteniamo la terminologia struttura Riemanniana, dato
che vi sono molte analogie con il caso Riemanniano (queste analogie hanno indotto gli
autori di [10] al concetto di spazio di lunghezza Riemanniano): la piu rilevante & che
comunque la distanza di Wasserstein ¢ la distanza indotta dalla metrica Riemanniana sul
fibrato tangente. Questo fatto ¢ stato esplicitato per la prima volta da Benamou and
Brenier [7] e Otto [22], nel caso in cui X = R? e tutte le misure sono assolutamente
continue rispetto a v,

TeorEMA 3.10: (Formula di Benamou-Brenier). Dati 1i°, u* € 75(X), vale
1

6.15) WL, ) = inf [ o .
0
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dove lestremo inferiore & preso tra tutte le curve assolutamente continue u, :[0,1] —
— P5(X) tali che w; = i for i =0, 1 e v; soddisfa l'equazione di continuita (3.11).

Il prossimo teorema mostra come i vettori tangenti lungo una curva possono essere
ottenuti guardando il comportamento asintotico dei piani ottimali di trasporto lungo la
curva. E interessante notare che al limite si ottiene un piano (Id x vy) 44, indotto da una
mappa di trasporto anche quando y, non & necessariamente regolare.

Teorema 3.11: (Piani ottimali lungo le curve assolutamente continue). Siz y, : I —
— P(X) una curva assolutamente continua e sia v, € Tan,, 7>(X) il suo campo tan-
gente di velocita. Allora per #*-q.0. t € I vale la seguente proprieta: per ogni scelta di
#y € Lolpty, 1y y) st ha

(3.16) hm( ,b<n2—n1>)#,lb=<1dxy[)#ﬂt in 75X x X)

e
I
(3.17) lim V2 W T4+ bodptt) _ o
h—0 |/,7‘
In particolare, per #*-q.o. t € I tale che y, € 75(X) si ha
(3.18) hin 7 (T/w —Id)=v,  inL*(u,X).

Le nozioni e i risultati appena presentati conducono in modo naturale al concetto di
differenziabilita; tutte le definizioni e risultati elencati nel seguito possono essere adattati
al caso di misure non regolari (si veda [4]) ma, per semplicita, li enunciamo solo per
misure regolari. Nel caso generale & necessario sostituire mappe di trasporto con piani di
trasporto, o anche con oggetti piti complessi definiti in X>.

DEFINIZIONE 3.12: (Differenziabilita per misure regolari). Diremo che ¢ : 75(X) —
— P(X) e differenziabile nel punto u € 7°4(X) se esiste v € Tan, 75(X) tale che
o) — ) — (v, TH —1d),,

lim =0
pray W', 1)

Il vettore v se esiste & unico, e verra chiamato differenziale di ¢ in .

Un risultato utile e interessante & il fatto che, per ogni ¢ € 7%,(X), la funzione
w— W3(u,0) & differenziabile in ogni x € 775(X).

Teorema 3.13: (Differenziale di W3(-,0)). La funzione u— W?(u,0) & differenzia-
bile per ogni p € 75(X). 1l suo differenziale e v := 2(1d — Tf).



—29 _

Sinoti che il Teorema 3.11 implica che se g, & una curva assolutamente continua e ¢ &
una funzione differenziabile in g, per Z'-q.o. ¢, allora la mappa #— ¢(u,) & #'-q.o.
differenziabile e la sua derivata vale {w,, v;) 1 dove w; ¢ il differenziale di ¢ in u, e v, &l
vettore velocita della curva. In particolare, per ogni #+— g, € 7°5(X) e ogni o € 7(X) la
derivata della funzione ¢+ W3(u,,a) esiste #'-q.o. e vale 2(Id — 17 ,vs),,- Si pud
mostrare, usando ancora il Teorema 3.11, che questa proprieta di differenziabilita &
ancora vera per mappe £+ i, € 7°5(X) e, in questo caso, la derivata pud essere calcolata

usando i piani ottimali di trasporto tra u, e o.

3.3. Sottodifferenziale e flussi gradiente

Seguendo le stesse idee della precedente sezione si vede subito che la definizione pit
naturale di sottodifferenziale 9~ ¢(x) di una funzione ¢ nel punto u € 74(X) &

(3.19) ve€d ¢ seesolose ¢lo) > @)+ (v, T; —1Id), Vo7 (X).

Tuttavia, per ragioni tecniche (ad esempio per considerare anche misure non regolari),
¢ conveniente generalizzare questo concetto.

Nella prossima definizione considereremo piani multipli di trasporto, i.e. misure di
probabilita in X x X x X; indicheremo con 7/ : X> — X? le proiezioni canoniche, per
1<4,7<3.

DermNizione 3.14: (Sottodifferenziale). Szz ¢ : 7°5(X) — (— oo, +00] e sia 1 € D(¢).
Un piano di trasporto {1} € 7°2(X x X) appartiene al sottodifferenziale di ¢ in u, indicato
con 0~ P(u), se

(i) 7mhm =
(i) per ogni o € 7°3(X) esiste y € 75(X x X x X) tale che ni;zy:,u e n;’}y eIy, 0),
soddisfacente

(3.20) 6(0) > $u) + J (2,35 — 1) dy.

X3

Si noti che anche se u € 75(X) la precedente definizione non si riduce a quella
data in 3.19, dato che potrebbe succedere che una misura g nel sottodifferenziale non
sia indotta da una mappa v; la formula (3.20) si riduce alla (3.19) se u ¢ regolare e
M= (Id X U)# .

OSSERVAZIONE 3.15: L'insieme 0~ $(u) & un sottoinsieme chiuso e convesso di 7°5(X x X).

Esempio 3.16: (Energia interna). Supponiamo che X = R? e che F: [0, 00) —
— (= 00,4 <] sia tale che s— s?F(s™¢) & convessa e non crescente in (0,00) e
F(0) = 0. Supponiamo anche che F abbia una crescita pit che lineare all’infinito
(si veda [4] per casi pil generali). Definiamo il funzionale energia interna come
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segue:

S0 = | Firds per o= p !

R”

e d(11) = 4 oo se  non @ assolutamente continua rispetto a #“. Allora ¢ & convesso lungo
le geodetiche di 77, (X).
Come esempi di funzioni F si possono considerare:
" 1 . . o
(a) F(t) = [ con 7 >1- 7 (questa restrizione su 7z viene dalla convessita di

s s? F(s79))

(b) Come caso limite per 72 — 1 dell’esempio precedente otteniamo F(¢) = #log ¢ (il
funzionale entropia).

Indicata con Lr(¢) = ¢F'(¢) — F(¢) la trasformata di Legendre di F, sotto opportune
ipotesi di crescita su F, soddisfatte nei casi (a) e (b), si pud mostrare che, per x = p.#“ nel
dominio di ¢, ~¢(u) & non vuoto se e solo se Lr(p) € WH1(X), e in tal caso

(3.21) 0 ¢ =Ud xv)gu  con  v:= %(M
Si pud mostrare che il sottodifferenziale appena definito & un operatore chiuso, nel

senso specificato dalla prossima proposizione.

ProrosizioNe  3.17: (Chiusura dell’operatore sottodifferenziale). Su ¢ : 7%5(X) —
— (= 00, 4+ 00l un funzionale semicontinuo inferiormente e supponiamo che (1) C D(¢)
converga a i € D(@) in 7(X) e che wy, € 9~ ) convergano a p, con [ |x,*dw;, limitata.
Allora u € 8 ¢(p).

Possiamo ora introdurre il concetto di flusso gradiente, basato sulla struttura
differenziale dello spazio di Wasserstein; vedremo tuttavia che per funzionali convessi
lungo le geodetiche questo concetto coincide con quello puramente metrico di curva di
massima pendenza.

DeriNizioNE 3.18: (Flusso gradiente). Diremo che y, € ACE ((0,+ 00); 75(X)) & una
soluzione del flusso gradiente

(3'22) /:‘t € - 87¢(:“t)
se per £'-qo. t>0 il suo campo tangente di velocits v, € Tan, 72(X) soddisfa
(Id x —v,)zu € O~ lu,).

Nel caso dell’Esempio 3.16 abbiamo, grazie alla (3.21), che il flusso gradiente cor-
risponde a imporre il campo di velocita v = VLp(p)/p; sostituendo quindi tale campo



— 31 —

nell’equazione di continuita si trova 'equazione di diffusione non lineare (con g, = p, )

0
a—f =V - (VL(p)).

L’ingrediente fondamentale per ’equivalenza tra il punto di vista “metrico” e quello
“differenziale” & il seguente lemma.

Lemma 3.19: (Pendenza locale e sottodifferenziale) Sia ¢ : 7°5(X) — (— 0o, + 00l un
funzionale semicontinuo inferiormente e convesso lungo le geodetiche, soddisfacente

(3.23) o) > — aWZZ(,u,,D) +b Yu € 7,(X)
for qualche a > 0, b € R e p € 7(X). Allora

0P = min] [ ol du:neo sy Ve D,
XxX

con la convenzione min ) = + oo.

Teorema 3.20: (Curve di massima pendenza coincidono con flussi gradiente). Sia
¢ : P(X) — (= 00, + 00l un funzionale semicontinuo inferiormente e convesso lungo le
geodetiche, soddisfacente (3.23). Allora p, : (0,+ 00) — P2(X) é una curva di massima
pendenza in base alla Definizione 2.4 se e solo se & un flusso gradiente.

Grazie a questa equivalenze, per mostrare 'esistenza di flussi gradiente possiamo
applicare i Teoremi 2.8, 2.9, 2.13, 2.16 della sezione precedente; in questo caso &
conveniente scegliere come topologia debole o quella indotta dalla convergenza stretta
(i.e. nella dualita con le funzioni continue e limitate in X). Ma si puo anche fare uso della
struttura differenziale dello spazio e passare al limite in una sorta di inclusione
sottodifferenziale discreta, come in [16]. Tuttavia, gli argomenti variazionali impliciti
nell’approccio di De Giorgi sembrano essere piti generali, e consentono per esempio di
trattare le metriche W), o le misure non regolari.

Come abbiamo gia osservato, 'unicita delle curve di massima pendenza & ancora un
problema aperto sotto la sola ipotesi di convessita lungo le geodetiche. In questo caso,
tuttavia, si pud far uso della struttura differenziale dello spazio di Wasserstein, e in
particolare le proprieta di differenziabilita di W3(-,0) lungo le curve assolutamente
continue, per mostrare una proprieta di contrazione che implica I'unicita.

TroremA 3.21: (Unicita dei flussi gradiente). Se ¢ : 7(X) — (— oo, +00] & un
funzionale convesso lungo le geodetiche allora per ogni u, € 7°5(X) esiste al pict un flusso
gradiente y, : (0,+ 00) — 75(X) che soddisfi hﬂ)l Ly = I

t

Infine, & importante osservare che, sorprendentemente, per una vasta classe di
funzionali convessi lungo le geodetiche e studiati nella letteratura (e precisamente
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Penergia interna, I'energia potenziale

L JVd/x con V convessa
X

e energia di interazione

[ J W(x —9) dulx)duly) con W convessa
XxX

considerate in [20] e tutte le loro possibili combinazioni), anche I'Ipotesi 2.15 ¢
soddisfatta e quindi si ha non solo unicita del flusso gradiente, ma anche stime esplicite
dell’errore per lo schema di distretizzazione implicito, grazie al Teorema 2.16 (inoltre
I’esistenza non richiede pit alcuna impotesi di compattezza, neanche debole, dei
sottolivelli di ¢). Infatti, anche se le geodetiche dello spazio 7% (X) non soddisfano la
disuguaglianza (2.25) (incdentalmente & stato osservato in [22] che vale sempre la
disuguaglianza opposta!), & possibile interpolare con diverse curve lungo le quali il
funzionale & ancora convesso e vale la (2.25). Date u,, 1ty € 7%2(X), le “geodetiche
generalizzate” in questione sono

(3.24) = (L= 0T + 1T

nel caso in cui p € 775(X) (la definizione generale richiede piani di trasporto multipli,
come nella definizione di sottodifferenziale).
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