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Resumte. — Nous définissons et nous étudions une théorie des fonctions finement biharmo-
niques dans un domaine fin de R”. Les résultats de cette théorie s’étentdent d’une maniére évi-
dente a2 un domaine fin d’un espace biharmonique de la théorie axiomatique de Smyrnelis dont
les espaces harmoniques vérifient I'axiome D.

Funzioni finemente biarmoniche

Riassunto. — Si espone una teoria delle funzioni biarmoniche in un dominio fine di R”. I ri-
sultati di questa teoria si estendono in maniera evidente a un dominio fine di uno spazio biar-
monico (nel senso della teoria assiomatica di Smyrnelis, nella quale gli spazi armonici verificano
I'assioma D).

1. - INTRODUCTION

Soit 2 un domaine de R”, qu’on suppose borné si #z = 2. La topologie fine sur Q a
été définie par H. Cartan en 1940 comme étant la plus fine des topologies rendant
continues les fonctions surharmoniques dans Q.

La théorie du balayage des mesures a permis a Fuglede de développer et étudier
dans [11] une théorie des fonctions finement harmoniques dans un ouvert fin (i.e., ou-
vert au sens de la topologie fine) de 2, généralisant la notion classique de fonction
harmonique dans un ouvert ordinaire de Q.

Smyrnelis ([18] et [19]) a aussi développé une théorie axiomatique des fonctions
biharmoniques s’appliquant a un opérateur obtenu par couplage de deux opérateurs
différentiels L; et L, du second ordre elliptiques ou paraboliques dans 2, et a montré
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qu’on peut étendre a ce nouveau cadre les méthodes et les résultats de la théorie clas-
sique ou axiomatique des fonctions harmoniques.

Dans cette théorie Smyrnelis identifie les fonctions biharmoniques au sens de I'o-
pérateur L, L,, i.e., les fonctions « telles que L; L, =0, aux couples de fonctions
(u, v) telles que Lyu = —v et Lyv =0, ces couples sont appelés couples biharmoni-
ques. Il définit alors les notions de couples surharmoniques et de potentiels. Bouleau
[4] a ensuite montré que dans la théorie de Smyrnelis les couples hyperharmoniques
= 0 sont exactement les couples excessifs d’une résolvante triangulaire de noyaux bo-
réliens sur I'espace de base. Boboc et Bicur [2] ont montré que ces couples s’identi-
fient aussi aux fonctions excessives d’une famille résolvante de noyaux sur I'espace
QD Q.

Dans le présent travail nous nous proposons de développer et d’étudier la notion
de fonction finement biharmonique sous-jacente a la théorie de Smyrnelis des fonc-
tions biharmoniques.

Pour des raisons de simplicité, nous considérons uniquement la théorie des fonc-
tions biharmoniques au sens du Laplacien dans ©; 'extension au cadre général d’un
espace biharmonique de Smyrnelis dont les espaces harmoniques associés vérifient les
hypothéses de la théorie des fonctions finement harmoniques de Fuglede est
évidente.

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, nous utilisons le balayage
des mesures en théorie de Smyrnelis pour définir les notions de couple finement har-
monique ou hyperharmonique. Nous définissons également la notion de potentiel fin
et nous établissons un principe du minimum fin.

Pour une fonction finement hyperharmonique v = 0 dans un domaine fin de Q
nous introduisons la notion de fonction finement hyperharmonique pure d’ordre 2 as-
sociée et nous montrons qu’elle minore spécifiquement toute fonction finement hy-
perharmonique # = 0 telle que le couple (#, v) soit finement hyperharmonique. Ce ré-
sultat, qui peut étre obtenu aussi par la technique des résolvantes comme dans [2],
permet de faire la représentation intégrale des couples potentiels fins a partir de celle
des potentiels fins ordinaires.

A la fin de ce travail nous étudions le probléme de Riquier dans un ouvert fin et

nous montrons que, pour tout ouvert fin borné w de R” et tout x € w, la mesure v

(voir paragraphe 2) est absolument continue par rapport a la mesure &%,

Les notations utilisées dans tout ce travail seront identiques a celles des travaux de
Fuglede et Smyrnelis cités dans la bibliographie. En particulier, si U est un domaine
fin non vide de 2, c’est-a-dire un domaine au sens de la topologie fine classique sur
R” (on utilisera le mot fin (finement) pour distinguer les notions relatives a la topolo-
gie fine de celles relatives a la topologie initiale), la réduite et la balayée, dans € (resp.
U), sur une partie A de Q (resp. U), d’une fonction f sur 2 (resp. U) a valeurs dans R
seront désignées respectivement par Rf' et E? (resp. YR/ et UR?).

Pour d’amples détails sur la théorie des fonctions finement harmoniques on ren-
voie a [11].
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2. - MESURES BIHARMONIQUES

Tout au long de ce travail nous utilisons la théorie locale des fonctions biharmoni-
ques telle qu’elle est présentée par Smyrnelis dans [18] et [19], dont nous rappelons
ici quelques résultats nécessaires aux développements qui suivent.

Soit (X, () un espace biharmonique au sens de [18]; on note U™ (X) le cone des
couples hyperharmoniques positifs sur X. Par le mot fonction on entendra toujours,
sauf mention expresse du contraire, une fonction a valeurs dans R. L’ordre sur
I'ensemble des couples de fonctions sur un ensemble M est lordre produit
usuel:

(o< (h, k) = f<h e g<k,

on écrira aussi (b, £) = (f, g) au lieu de (f, g) < (b, k). Si (£, g) = (0, 0), on écri-
ra tout simplement (#, g) =0. Soient F=(f, g) et G=(h, k) deux couples de
fonctions; on pose min(F, G) = (min(f, »), min(g, £)) (resp. max(F, G) =
= (max (f, ), max (g, £))), ou, pour deux fonctlons u et v, la fonction habituellement
notée min (#, v) (resp. max (#, v)) est définie par min («, v)(x) = min («(x), v(x))
(resp. max (#, v)(x) = max (u(x), v(x))).

Pour tout couple @ = (£, g) de fonctions sur X, et toute partie E de X, on note
@ le couple réduit du couple @ sur E. On rappelle que ce couple est défini par

E=inf{(u, v) e U" (X);(u, v) = & sur E},

ot 'inf est pris au sens de I'ordre produit. Le couple balayé de @ sur E est noté &F,
et défini par ®F = (D, B,), ou, pour une fonction b sur X, b désigne la régularisée
s.c.i. de b, i.e. la plus grande minorante s.c.i. de 5 dans X. On remarquera que I'on a
PF= (@) ot @1 = max (P, 0).

Comme en théorie des espaces harmoniques, c’est la notion de balayée d’un couple
de mesures qui va nous permettre de définir la notion de couples finement hyperhar-

moniques, surharmoniques ou harmoniques. A cet effet, nous rappelons le résultat
suivant ([19], th. 7.11 et th. 7.12):

TutoriEME 2.1: Pour tout couple (u, ) de mesures de Radon positives sur X et tou-
te partie E de X, il existe trois mesures de Radon positives u®, vF et 1Y sur X telles que,
pour tout I-potentiel P= (p, q), on ait

jﬁfd,u= fpd,uE—}— jquE,
J/ﬁgdv= JqdlE,
oi PE = (P, P¥).

ReMARQUE: Les mesures 1 et AX ne sont autres que les balayées des mesures u et 1
relativement aux espaces harmoniques (X, 9(;) et (X, 9(,) associés a I'espace bihar-
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monique (X, ). Si ces espaces sont égaux comme dans le cas considéré ici, on a u* =
=AF dés que u=A.

Lorsque 4 =A=¢,, xe X, on notera les mesures u”, vF et 1F correspondantes
dans le théoreme précédent par uZ, vE et AL respectivement. Ce sont ces mesures qui
permettent de définir les notions de couples finement harmoniques et finement
hyperharmoniques.

On note P(X) (resp. P (X), resp. P, (X)) le cone des IC- (resp. I;-, resp. I(-) po-
tentiels et on pose

P5(X)={qe P X)|Fpe P (X):(p, 9) e PX)}.

Lemme 2.2: Soit (X, IC) un espace bibarmonique fort; alors tout IC,-potentiel q est
Penveloppe supérieure d'une suite croissante (q,) d’éléments de P5(X).

DemMONSTRATION: Soit (p”, ¢ ) un IC-potentiel tel que p’' >0 et g’ > 0. Il est facile
de vérifier que la suite (g,) définie par g, = min (g, #g') répond aux conditions du
lemme.

On note I le faisceau biharmonique défini sur Q par le Laplacien:

Iy (w) ={(u,v) e[6*(w)*: Adu= —v, Av=0},

pour tout ouvert w de 2. Le couple (£, IC,) est un espace biharmonique dont les es-
paces harmoniques associés sont identiques a I'espace harmonique classique défini par
l'opérateur de Laplace sur Q.

On rappelle d’apres [10] que I’espace biharmonique (R”, 9C4) est fort si et seule-
ment si # = 5. Par contre, si 2 est un domaine borné de R”, 'espace (2, 9(,) est fort
pour tout # = 1. Il serait intéressant de caractériser les domaines forts de R” pour 7 <
< 4. Dans toute la suite on suppose que £ est un domaine fort.

PrOPOSITION 2.3: Pour tout ouvert fin w relativement compact, @ CQ, et tout
xew,onaul=2%=el o e est la balayée de la mesure €, sur Co» dans Uespace
harmonigue classique associé au Laplacien.

DemonstratioN: En appliquant le théoréme précédent aux couples P = (p, 0), ot
p est un potentiel quelconque sur 2, on voit que u” = . Pour établir la relation
280 =% il suffit d’utiliser le lemme précédent en observant pour tout I(-potentiel
P=(p, q), la fonction P§ n’est autre que la réduite de ¢ sur E.

Pour tout ouvert fin V on désigne par 9,V la frontiere fine de V et par V son adhé-
rence fine. Il est bien connu que si I'ouvert fin  est régulier, alors la mesure 5 est
portée par Jrw.

DeriniTioN 2.4: Soit w un ouvert fin relativement compact de Q, w C Q, le triplet
de mesures (uS”, vE®, AS”) est appelé le triplet des mesures bibarmoniques au point x
de w.
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3. - COUPLES FINEMENT HYPERHARMONIQUES ET COUPLES FINEMENT BIHARMONIQUES

Dans toute la suite, f — lim et f — lim inf désigneront respectivement les limites fi-
ne et fine inférieure, c’est-a-dire au sens de la topologie fine. Pour un couple F =
= (u, v) de fonctions sur U, on note f—lim inf F(x) le couple (f— lim inf «(x),
£ — lim inf o(x)). o o

xX—=y

On rappelle d’abord qu’une fonction # sur un ouvert fin V de 2 est dite finement
hyperharmonique dans V si # est finement s.c.i., a valeurs dans ] — o, + ], et si
pour tout ouvert fin relativement compact w tel que @ CV, et tout xe w, on a

u(x) = rudef‘” > — 0,

DeriNirioN 3.1: Un couple (u, v) de fonctions sur un ouvert fin V de Q est dit finement
hyperbarmonigque dans V si u et v sont finement s.ci. a valeurs dans 1 — o, + ],
et si pour tout ouvert fin relativement compact w tel que WCV, et tout xew, on a

u(x) = rfﬂdﬂgw + F:Ud%fw > — o, v(x) = r\‘vdi?" > -,

Ces inégalités sont appelées inégalités de la moyenne.

On note U/(V) I'ensemble des couples finement hyperharmoniques dans un ou-
vert fin V de Q. Il est clair que U/ (V) est un coéne convexe de sommet O,
c’est-a-dire,

1) Yu,ve UV), u+ve UAV),
2) Yue U V), VA =0, due UiV).

De plus, le cone U (V) est inf-stable, c’est a dire,
VF, GE ‘L{f(V), rnin (F, G) € ‘U,f(V) .

On notera également U, (V) le cone des couples finement hyperharmoniques = 0
dans V.

Un couple (#, v) de fonctions sur un ouvert fin V de © est dit finement hypohar-
monique dans V si le couple (—#, —v) est finement hyperharmonique dans V.

DeriNttioN 3.2 Un couple (u, v) de fonctions sur un ouvert fin V de Q & valeurs
dans R est dit finement barmonique dans V si (u, v) est a la fois finement hyperbarmo-
nique et finement hypobarmonique.

Ainsi, un couple finement biharmonique dans un ouvert fin V de € est
un couple (#, v) de fonctions finies, finement continues sur V, et qui vérifient
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les formules de la moyenne:
u(x) = jud,uf‘” + fvdvf‘”, v(x) = fif‘”,

pour tout ouvert fin relativement compact wCc@wcCV, et tout xew.

1l est facile de voir que si U et V sont des ouverts fins de 2 tels que Vc U et si
F=(u,v) e UAU), alors F|y= (u|y, v|y) € UHV). Cette propriété, vraie aussi pour
les couples finement harmoniques, permet, quitte a se restreindre aux composantes fi-
nement connexes de 'ouvert fin V, de se ramener au cas ot V est un domaine fin U
que l'on fixera dans toute la suite. On rappelle que la topologie fine est localement
connexe (voir [11], cor. du th. 9.11).

Le théoréme suivant se démontre exactement comme le théoréme 9.4. de [11].

TueoriME 3.3: Soit (f, g) un couple de fonctions définies et s.c.i. sur U, finement
hyperharmonique dans U. Si de plus il existe un potentiel fin stable P dans Q tel que
(f, @)= =P, alors on a (f(x), gx) = (["fdu + [*gdv<’, [* gdiY) pour tout
xeU oa P est fini.

On dit qu'un potentiel P= (p, q) est stable si les potentiels p et g sont
stables.

Les quatres propositions qui suivent résultent immédiatement de la définition 3.1
et de celle des fonctions finement hyperharmoniques.

ProposiTioN 3.4: Soit (u,,, v,) une suite croissante d’éléments de U, (U). On a alors
(supu,, supv,) € ULU).

PropositioN 3.5: Soit (u, v) € UAU), et soit v' une fonction finement hyperhar-
monique dans U. Si v' <v, alors (u, v'") € U, U).

ProrosiTioN 3.6: Soient u et v deux fonctions finement hyperbarmoniques =0
dans U On a alors (u, 0) € U (U), et (+ 0, v) e U (V).

ProposiTiON 3.7: Soit (u, v) € U/ (U); alors les fonctions u et v sont finement hy-
perbarmoniques dans U. En particulier le couple (u, 0) e U} (U).

TrueoreME 3.8: Sodent V un ouvert fin de U et (uy, v,) € UAU), et (uy, v;) € UAV)
tels que

f— lirxnﬁi}nf(uz, 0)(x) = (uy (), v1(), Vyed,VNU,
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alors le couple (u, v) défini par

[ min (2, vy), (11, 0,))(x) si xeV,
(u, v)(x) = ,
(uy, v1)(x) si xe U\V

est finement hyperbarmonique dans U.

DimonsTraTION: Le couple (#, v) est finement s.c.i. d’aprés les hypothéses de I’é-
noncé; les inégalités de la moyennes sont évidentes.

ProposiTioN 3.9: 87 (u, v) € U/ (U), alors les fonctions u et v sont finement hyper-
harmoniques dans U.

ProposiTioN 3.10: Sozent (u, v) € US (U) et w un ouvert fin régulier tel que & c U;
alors la fonction (u, v), définie par

(u, ), = (S ude + [*odv©, [*vde)  dans o,
U, Vg (Zl, v) dans U\(U

est finement hyperbarmonique dans U.

DemonstraTION: Comme le couple (#, v) est =0, les fonctions # et v sont fine-
ment hyperharmoniques = 0 dans U d’aprés la proposition précédente. Il en résulte
alors d’apres ([11], th. 14.6 et th. 14.7) que 'on a f — lirxn_jynf(fw udeS” + [ odvi®) =

= u(x)etf — ligcn_)iynf( [*0de€”) = v(y) pour tout y 9y . La proposition résulte mainte-

nant des théorémes 3.3 et 3.8.

4. - REDUCTION ET BALAYAGE DES COUPLES FINEMENT HYPERHARMONIQUES

Si f est une fonction sur U, on note f sa régularisée finement s.c.i. C’est la plus
grande minorante de £ qui soit finement s.c.i. dans U, et elle est donnée par
flx) =f—Ilim inf f(y), VxeU.
y—x

Si F= (f, g) est un couple de fonctions sur U, on note F le couple (7, g). Ce couple
est applelé le couple régularisé finement s.ci. de F dans U.

DeriNitioN 4.1: Soit Ac U et F = (£, g) un couple de fonctions sur U. Le couple ré-
duit de F sur A, noté F2, est le couple défini par
FA=inf{(u,v) e U (U); (u, v) = (f, g) sur A}.
Le couple balayé de F sur A est le couple FA régularisé finement s.c.i. de F*.

Proposirion 4.2: Soit AcU et F=(f, g) un couple de fonctions sur U. Alors le
couple F* est finement hyperbarmonique dans U. Si de plus le couple F est majoré par
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un couple finement surbarmonique =0 dans U, alors le couple F* est finement surhar-
monique dans U.

ProposiTion 4.3: Sozent ( f g) un couple de /ionctz'ozx sur U, et Ac U. Posons F4 =
= (F{,F4). On a alors (f, 0" = (UR?, 0) et F?ZUR?.

DimonsTrATION: Le couple (UE 7 ) est finement hyperharmonique = 0 dans U et
majore (f, 0) g.p. sur A, donc ( Rf, = (£, 0/4. D’autre part si («, v) e U/ (U) ma-
jore le couple (£, 0) sur A, alors « est une fonction finement hyperharmonique =0
qui majore fsur A, donc (7, 04 = (Rfl, 0), et par suite (£, 04 = (R4 7, 0). Soit mainte-
nant v une fonction finement hyperharmonique = 0 sur U telle que v = g sur A. Alors
le couple (+ o, v) est finement hyperharmonique = 0 et majore (£, g) sur A, d’ou
IA{A = F4, l'inégalité inverse découle facﬂernent du fait que pour tout couple finement
hyperharrnonlque (u, v) =0 tel que («, v) = (f, g) sur A, la fonction v est finement
hyperharmonique =0 et majore g sur A.

ProposITION 4.4: Soient (u, v) € U/ (U) et AcU. Alors on a (u, 0)* = (u, v) q.p.
sur A.

DimonstraTiON: Cela résulte en effet du fait que, pour tout couple finement hy-
perharmonique (#, v) = 0, les fonctions « et v sont finement hyperharmoniques posi-
tives et de [11], th. 11.8.

RemarqQue: Si (#, v) € Uy (U) majore g.p. un couple F de fonctions sur Ac U,

alors (u, v) = F4,

5. - ORDRE SPECIFIQUE DANS °u,+ (U)

Remarquons d’abord que le cone U/ (U) est réticulé pour I'ordre naturel, ce qui
se démontre comme en théorie des fonctions finement harmoniques.
L’ordre spécifique, noté <, est défini sur U; (U) par

(u, v) < (s, 1) < uy, v1) e UU): (s, 1) = (uy, v1) + (u, v).

_ ProposiTion 5.1: Soient  Fy = (uy, v1), F, = (uy, v;) e U (U). On a alors
[(F,—F,)"1V<F,.

DEMONSTRATION: La proposition se démontre exactement comme dans le cas des
fonctions finement hyperharmoniques (voir [11], pages 129, 130 et 131).

CoroLLAIRE: (Propriété de décomposition de Riesz). Sozent F, G et H trois couples
de U (U) tels que F< G+ H. 1l existe alors deux couples Fy, Fye U} (U) tels que
F:F1+Fz, F1$G et Fst.
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TrtoreMe 5.2: Soient S, Te U/ (U), et AcU. On a alors S+T)y A =854+T~

DenmonstraTiON: L'inégalité (S+ 1) < §4 + T4 découle immédiatement de la défi-
nition de couple balayé. Montrons 'inégalité inverse. Ona S+ 1) =S+ T'=$4 + T4
q.p. sur A d’aprés la proposition précédente, donc $4 + T4 < (§+T1)* en vertu du co-
rollaire précédent appliqué a l'inégalité (S+ 1) <84 + T4,

On déduit aussi de la proposition 5.1 que le céne U/} (U) vérifie les axiomes du
chapitre 4 de [5] quand U est muni de la topologie fine, d’ou le résultat
suivant:

ProposiTion 5.3: Le cone Uy (U) est un treillis complétement réticulé pour 'ordre
spécifique.

SiF, Ge U} (U), onnote F\/ G et F A G respectivement le max et le min au sens
de Pordre spécifique. Si {F;; 7€} est une famille d’éléments de U/ (U), on note /\ F;

(resp. \V F,) I'enveloppe inférieure (resp. supérieure) au sens de 'ordre spécifique de
la famille {F;; 7eI}.
Remarquons que, comme dans le cas harmonique, on a

FVG+FAG=F+G
et, pour une famille filtrante croissante (resp. décroissante), au sens de I'ordre spéci-
fique, {F;; 7el}, d’éléments de U/ (U), on a

\V F;= sup F;(resp. N\ F;= inf.F,).

6. - COUPLES FINEMENT SURHARMONIQUES ET COUPLES POTENTIELS FINS

Dans ce paragraphe on va se contenter d’énoncer seulement les définitions et quel-
ques propriétés essentielles des couples finement surharmoniques et des couples po-
tentiels fins (dans la suite on dira tout simplement, par abus de langage, potentiels
fins).

DeriNtTioN 6.1: Un couple (u, v) finement hyperbarmonique dans un ouvert fin 'V
de Q est dit finement surbarmonique dans V si les fonctions u et v sont finies sur un
ensemble dense dans V.

Il n’est pas difficile de voir que, d’apres ([11], th. 12.9), pour qu’un couple
(u, v) € Uy (U) soit finement surharmonique, il faut et il suffit que les fonctions « et v
soient finies en au moins un point de U.

On note $;(U) I'ensemble des couples surharmoniques dans U. Il est clair que cet
ensemble est un cdne convexe. On note aussi S/ (U) le sous-cone de S/(U) formé des
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couples finement surharmoniques = 0, et S} * (U) le cone des fonctions finement sur-
harmoniques =0 dans U.

DerNtTioN 6.2 Un couple P = (py, p;) € S (U) est appelé potentiel fin si tout
couple (u, v) finement bypobarmonique dans U qui le minore au sens de ['ordre naturel
produit est < 0.

On note #/(U) I'ensemble des couples potentiels fins dans U. Alors $/(U) est un
sous-cone de S/ (U). Clest aussi une bande de S/ (U), i.e.,

VP, Qe 8/ (U): P+ Qe P{U) = P, Qe PH(U).

ProrosiTioN 6.3: Soit (s, s,) un couple finement surbarmonique dans un domaine

fin U de Q. Alors

1) 51 5,20, la fonction s, est finement surbarmonique;

ii) le couple (sy, s,) est un potentiel fin si et seulement si s, et s, sont des poten-
tiels fins.

DemonsTtraTION: Le i) résulte aussitdt de la définition 6.1 et de celle des fonctions
finement surharmoniques. Montrons le ii). Supposons que s; et s, soient des potentiels
fins dans U et que (#, v) soit un couple finement hypoharmonique dans U tel que
(u, v) < (51, 5,). Comme v est finement hypoharmonique dans U, on a v <0, et il ré-
sulte alors de la définition des couples finement hypoharmoniques que # est finement
hypoharmonique dans U, et donc # <0. Inversement, supposons que le couple
(s1, 55) soit un potentiel fin. Si # est une fonction finement hypoharmonique dans U,
telle que « < s,, alors le couple («, 0) est finement hypoharmonique < (s, s5,), d’ot
(u,0) <0, et par suite <0, donc s5; est un potentiel fin dans U. De méme, si v
est une fonction finement hypoharmonique dans U telle que 0 < v, alors le couple
(— o0, ») est finement hypoharmonique et on a (— o, v) < (5, 5,), d’ott v = 0, donc
s, est un potentiel fin dans U.

ProrosiTioN 6.4: (Principe du maximum). Soient @ wun ouvert fin cU et
(u, v) € Upw) tel qgue f — lim inf (u, v)(y) =0, pour tout y e d;w N U. S'il existe un
XEW, x—y

potentiel fin P dans U tel que (u, v) = —P dans w, alors on a (u,v) =0 dans w.

On signale que la réstriction de I'ordre spécifique dans U, (U) a 8/ (U) en fait un
treillis complétement réticulé.

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, un couple H e 8/ (U) sera
dit invariant s’il est orthogonal, pour 'ordre spécifique, a la bande des couples poten-
tiels fins. On note I(;(U) I’ensemble des couples invariants; IC;(U) est un sous-cone de



8/ (U). Clest aussi une bande de S/ (U). On a donc,
VSe s/ (U), 31 Pe PAU), AIHe I(U): S=P+H.

1l est clair que que IC;(U) est un codne convexe. Il est clair aussi que tout couple fi-
nement biharmonique est invariant, mais la réciproque est fausse en général. En effet
soit » une fonction invariante dans U qui ne soit pas finement harmonique; alors le
couple (b, 0) est invariant, mais il n’est pas finement biharmonique.

Question: Le probléme de savoir si une fonction invariante dans U est la somme
d’une suite de fonctions finement harmoniques positives dans U a été posé par Fugle-
de dans [16]. A notre connaissance ce probléme demeure toujours ouvert. Par analo-
gie avec ce probléme on peut poser la question suivante:

Est-ce que tout couple invariant dans U est la somme d’une suite de couples fine-
ment harmoniques = 0?

Méme si la réponse au probléeme de Fuglede est positive, il semble qu’il n’est pas
évident qu’il en soit de méme pour les couples invariants. En effet, comme on va le
voir dans la suite, si H = (b, k) est un couple invariant, on a h = A, + V(k), ot V est
un noyau borélien sur U, et A, est invariante. On voit donc que, méme si b, et & sont
des sommes de suites de fonctions finement harmoniques = 0, il ne semble pas facile
d’affirmer que le couple (V(£), &) est la somme d’une suite de couples finement har-
moniques dans U.

7. - COUPLES FINEMENT HYPERHARMONIQUES PURS

ProrosiTioN 7.1: Soit v une fonction finement hyperbarmonique =0 dans un ou-
vert fin V de Q. Alors la fonction

Uy = inAf{MBO;(u, v) e U (V)}

est finement hyperharmonique dans V et l'on a (uy, v) € UL (V).

Comme en théorie des fonctions biharmoniques, nous adoptons la définition
suivante:

DErINITION 7.2: La fonction uy de la proposition précédente est appelée la fonction
finement hyperbarmonique pure d’ordre 2 associée d v.

Soit (#, v) un couple finement hyperharmonique =0 dans U. On dit que ce
couple est pur si # est la fonction finement hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a v.

Pour alléger les écritures, on notera dans la suite V() la fonction finement hyper-
harmonique d’ordre 2 associée a une fonction finement hyperharmonique » = 0 dans
U. Cette notation sera justifiée par la suite.
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Proposition 7.3: Soit (u, v) € S} (U) un couple pur. Si la fonction v est finement
harmonigue dans un ouvert fin VC U, et si u est finie dans V, alors le couple (u, v) est
bibarmonique dans V.

DEMONSTRATION:  Soit @ un ouvert fin relativement compact régulier tel que @ c V;
alors le couple (#, v), est finement hyperharmonique dans U d’aprés la proposition
3.8, et I'on a

(u,v),= Uud,u.c‘” + Jvdv.c‘”, v)

dans @, dot u< [udu® + [vdv ®, et, par suite, # = [udu® + [vdv® dans .
Comme le couple (#, v) est finement continu, on en déduit qu’il est finement harmo-
nique dans V.

ProPOSITION 7.4: Soient vy, v, deux fonctions finement byperbarmoniques =0
dans U. Alors, si vy <v,, on a Vy(v;) < Vy(vy).

DemonstraTiON: La proposition résulte immédiatement de la définition 7.2 et de la
proposition 3.5.

ProposiTioN 7.5: Soit (sy, s;) € Sf (U). On a alors Vy(sy) <sy, Ze. il existe
te Sp T (U) tel que Vy(sy) +1=s,.

DimonsTraTION: Posons s = V4 (s,). Soit @ un ouvert fin relativement compact ré-
gulier tel que @ c U et soient v finement hypoharmonique dans w, bornée supérieure-
ment, et « finement hyperharmonique dans w, bornée inférieurement, telles que
f — lim sup v(x) < s, (y) (resp. f — xll)l’lyl igfy)u(x) = s5(y)), considérons la fonction

X—>), X€EW®
inf(s; +u—v,s) dans w,

51 dans U\w .

=

Alors, d’apres les conditions ci-dessus sur « et v et le théoréme 3.8, le couple (¢, s5,) est
finement surharmonique = 0 dans U. On en déduit s; + # — v = s dans w. Les fonc-
tions # et v étant arbitraires, on en déduit donc d’aprés ([11], th. 14.6) que, pour tout
xeU, tel que s(x) <+, on a

51(x) —s(x) = J (s, —s) de®.

Le théoréme de prolongement par continuité fine ([11], th. 9.14) nous assure alors que
la fonction s; — 5 se prolonge en une fonction finement surharmonique ¢ = 0 dans U et
Ion a donc s; =5+ ¢.



ProrosiTiON 7.6: Soient vy, v, deux fonctions finement hyperbarmonigues =0
dans U. On a alors

VO(UI + Z)2) = VO(UI) + Vo(l)z) .

DimonsTraTION:  L’inégalité Vi (vy + v,) < V() + Vi (v,) découle simplement
de la définition 7.1 et du fait que le couple (Vy(v;)+ Vy(v,), v1+0,) =
= (Vo(vy), v1) + (Vi (v,), v,) est finement hyperharmonique = 0 dans U. Montrons I'i-
négalité inverse. Le résultat est trivial si V(v,) = + % ou V;(v,) = + o . Supposons
donc que les fonctions Vi(v;) et V,(v,) soient finement surharmoniques. Alors,
d’apres la propriété de décomposition de Riesz des couples finement surharmoniques
=0 appliquée a l'inégalité (Vi (v, +v,), v1+1v,) < (Vi (vy), v1) + (V(v,), v,), on peut
trouver deux couples finement surharmoniques dans U, (s;, #;) =0 et (55, ,) =0,
tels que (Voy(v; +05), v; +0,) = (51, 1) + (55, &), (51, 1) < (Vo (0y), vy) et (55, 1) <
< (Vy(v,), v,), ce qui entraine ¢, = v et £, = v, et donc 5, = V) (v;) et s, = V) (v,), ce qui
achéve la démonstration de la proposition.

ProrosiTioN 7.7: Soit (v,) une suite croissante de fonctions finement hyperbarnio-
niques =0 dans U, et soit v =sup v,. On a alors Vy(v) = sup V,(v,).
n n

DemonstrATION: On a (Vy(v), ) € U/ (U), et v = v,, donc (V, (), v,) € U/ (U)
pour tout z d’apres la proposition 3.5, donc V;(v) = V;(v,) pour tout 7, et par suite
Vo(v) = sup Vi (v,). D’autre part, (sup V,(v,), sup v,) € U (U) pour tout 7, d’apres

la proposition 3.4, donc (sup V(v,), v) € U/ (U), dou Vy(v) < sup Vi (v,).
On note Gg le noyau cfe Green de 2. On rappelle que Gg eZt défini par
Golx,y) =Glx, y) = h(x, y),
ol, si #=3, G est le noyau de Green de R”:
1 1
0,(n=2) |x -y

Glx,y) =

n—2"

et, si # =2, G est le noyau logarithmique de R?:
1
Glx, y) == _lon_yH ’
2m

et ol g, est I'aire de la sphére unité de R” et, pour tout y € 2, A(., y) est la plus grande
minorante harmonique de la fonction G(., y) dans Q.
Soit W le noyau borélien défini sur Q par

W) = [Gal., 9) f(y) dy

pour toute fonction borélienne f=0 sur . Alors, pour toute fonction hyperharmo-
nique » = 0 dans 2, W(v) est la fonction hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a v.
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On note Gy le noyau de Green fin de U. On rappelle que Gy est défini par
Gylx, 9) =[Gol, ») =R ,1(x), Vx, yeU,

BN

ou la fonction entre crochets est prolongée par continuité fine au point y.

Pour tout y € U, la fonction Gy(., y): x> Gy(x, y) est un potentiel fin finement
harmonique dans U\{y}, et tout potentiel fin vérifiant cette propriété est proportion-
nel a2 Gy(., y) (voir [12]).

Il résulte aussitot de la définition de Gy que, pour tout xe U, la fonction
y—Gylx, y) est borélienne sur U. Soit Vs le noyau borélien sur U défini par

Vi flx) = JGu(X, y) f(y) dy

pour toute fonction borélienne = 0 sur U. Ce noyau sera noté simplement V dans la
suite. On remarquera que si U= Q, alors V=W.

Si w est un ouvert fin de U, on notera V,, le noyau égal a Vs dans chaque compo-
sante finement connexe 0 de w.

On rappelle qu'une mesure de Borel sur U est une mesure positive o-finie sur U
muni de sa tribu de Borel définie par la topologie induite par celle de . Si u est une
mesure de Borel sur U, alors pour tout x € U, lintégrale [ Gy (x, y)du(y) a un sens, et
la fonction G est définie par Gf(x) = [ Gy(x, v) du(y) pour tout xe U.

Nous rappelons d’abord les résultats suivants:

Turoreme 7.8 ([14], th. 2.4): Soit u une mesure de Borel =0 sur U. Alors Gfj est
finement hyperbarmonique dans U, et si G{} est finement surbarmonique, alors c’est un
potentiel fin.

TurorME 7.9: ([15] Pour tout potentiel fin p dans U, il existe une mesure de Borel
w=0 sur U, unique, telle que p = Gf.
Posons

V(Q)={reST(Q): W()eST(2)}.

Pour toute fonction se S*(£2), la fonction s — RV est bien définie et finement
surharmonique dans le complémentaire dans U d’un ensemble polaire. Elle se prolon-
ge donc, en vertu du principe du prolongement par continuité fine, en une fonction,
notée sy, de 8/ (U). Remarquons que si e V(R), alors W(#)y = V(z|y).

ProrosiTioN 7.10: Soit te (). Alors la fonction hyperbarmonigque pure d’ordre
2 associée @ la restriction de t a U est égale a W(¢)y.

DimonsTraTION: Le couple (W(#)y, ¢) est finement hyperharmonique = 0 dans U.
En effet, on a, pour tout ouvert fin dcdc U et tout x€d,

[ Wl + ["edvd < Wio = ["RE, |ydu?

= (W(z) = R§)(x),



car le couple (W(z), #) est finement hyperharmonique dans U et la fonction R, est
I'enveloppe supérieure des fonctions IA{%](W(,), ., finement harmoniques dans U d’apres
[11], th. 10.2. Soit # une fonction finement surharmonique = 0 dans U telle que le cou-
ple (u, t) soit finement surharmonique dans U, et soit #; la fonction définie par

U=

J min (« + R, W(z)) dans U,
| W) dans Q\U .

Alors, d’aprés le théoréme 3.8, le couple (uy, #) est finement surharmonique dans 2.
Or, comme ¢ = 0, la fonction #; est finement surharmonique dans 2, donc elle est sur-
harmonique dans Q en vertu du théoréme 9.8 de [11]. 1l en résulte, d’apres la défini-
tion des couples finement surharmoniques que (#;, #) est surharmonique dans £,
d’ott u+ R, = W(s) et donc le résultat.

Provosition 7.11: Soit (u, v) € 8§ (U) un couple pur. Alors, si v est invariante dans
U, le couple (u, v) est invariant. En particulier si v est finement harmonique dans U, et si
u est finte dans U, alors le couple (u, v) est finement harmonique dans U.

DeMONSTRATION:  Soit (p, ¢) un potentiel fin tel que (p, ¢) < («, v). On a alors
g <wv, et comme v est invariante et ¢ est un potentiel fin, on a ¢ =0, et par suite
(u, v) = (uy, v) + (p, 0), ot (u1, v) € S/ (U); mais alors on aura #; = « et donc p =0
et le couple (u, v) est invariant. Le reste de la proposition est évident.

LemMe 7.12: Pour toute fonction se Sp *(U), il existe une suite croissante (t,) de
fonctions de V(Q) telle que sup(t,)y.

DemMONSTRATION:  Soit ¢ un potentiel fin >0 dans U. On a alors s=
= sup min (s, mg). D’autre part, pour tout 7 € N, min (s, 72¢) est un potentiel fin; il est

m
donc, d’aprés le théoréme 7.9, de la forme G{;”, ot1 u,, est une mesure de Borel = 0 sur
U. Les mesures u,, sont des sommes de suites (4, ,), de mesures finies sur U de sup-

)y. La suite ((Z Gu, D,

isn

ports compacts, et 'on a pour chaque 7, G;”" = (G

m,n

répond aux conditions du lemme.

TutorEME 7.13: Pour toute fonction finement hyperbarmonique v =0 dans U,
V(v) est la fonction hyperbarmonique pure d'ordre 2 associée a v.
DemonstraTION:  Soit s€ V(2). On a alors
5|szu+R§U|U>
d’ot, d’apres la proposition 7.6,

V0(5| U) = Vo(fu) + Vo(RXCU),



58—

et, par suite, d’aprés la proposition 7.10,
Volsy) = Vo(s|y) = VoREY [ )
= W(s)y — WRY)y,
q.p. dans U. D’autre part, un calcul facile donne
W(s)y = WR)y = Visu) qp.,

d’ot Vi (sy) = V(sy). Le théoréeme découle maintenant du lemme 7.12 en vertu de la
proposition 7.7.

RemARQUE: Si v est une fonction finement hyperharmonique =0 dans un ouvert
fin de U, alors la fonction finement hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a v est
égale a V, (v).

Le théoréme suivant est une application du précédent:

TurorEME 7.14: 87 (u, v) est un couple finement surbarmonique localement borné
inférieurement dans Q, alors (u, v) est un couple surbarmonigque dans Q.

DimonsTraTiON: Quitte a se placer localement, on peut supposer que (u, v) =0
dans Q. D’apreés [11], th. 9.8, la fonction v est hyperharmonique dans Q. D’autre part
on a, d’apres ce qui précéde, # = V(v) + ¢, ou ¢ est une fonction finement surharmo-
nique = 0, donc surharmonique dans 2 toujours d’apres [11], th. 9.8. Maintenant le
théoréme résulte du fait que, dans le cas ot U = Q, le noyau V coincide avec le noyau
W du début de ce paragraphe.

Proposition 7.15: Soit (u, v) € S} (U) un couple pur. Si v est un potentiel fin, alors
(u, v) est un potentiel fin.

Maintenant on peut donner également quelques applications du théoréme 7.13.
aux couples invariants.

ProrosiTioN 7.16: 87 (b, k) est un couple invariant dans U, alors k est une fonction
invariante dans U.

DemonstraTiON:  En effet, si p est un potentiel fin qui minore spécifiquement £,
alors le couple (5, p) est finement surharmonique dans U et donc le couple (V(p), p)
est, d’aprés la proposition précédente, un potentiel fin qui minore spécifiquement
(b, k) d’aprés la proposition 7.5, donc il est nul.

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, nous avons la

ProrositioN 7.17: Soit H= (b, k) un couple invariant dans U, alors H est fine-
ment harmonique dans le domaine fin V= {xe U; h(x) + k(x) < + o }.



DemonstraTiON: En effet, comme la fonction £ est invariante d’aprés la proposi-
tion précédente, elle est finement harmonique dans V d’aprés ([14], th. 4.4 et [11], th.
10.2). La proposition découle maintenant de la proposition 7.3.

8. - REPRESENTATION INTEGRALE DES POTENTIELS FINS

Le domaine Q étant supposé fort, on peut affirmer, d’aprés [10], que pour tout
ye R, la fonction W(Gg(. 9)) est surharmonique.
On définit le premier noyau de Green fin G} de U par

Gi(x, v) = V(Gy(., y)(x), Y(x, y) e U?,

ot V est le noyau du paragraphe précédent.

ProposiTioN 8.1: Soit ye U. Alors le couple (GU(., y), Gy(., y)) est un potentiel
fin pur dans U, finement bibarmonigque dans U\{y}. Tout potentiel fin vérifiant cette
propriété est proportionnel i (GH(.,y), Gy(., 9)).

DiMONSTRATION:  Le couple (GU(., 9), Gy(., 9)) est pur et lon a GA(.,y) <
< W(GL(., y)). Puisque la fonction W(Gg(., ¥)) est finie dans U\{y}, et que Gy (., )
est finement harmonique dans U\{y}, il résulte de la proposition 7.3 que le couple
(G4, 9), Gy(., 9)) est finement biharmonique dans U\{y}. Soit maintenant (p, ¢)
un couple potentiel fin pur dans U, finement biharmonique dans U\{y}. Alors ¢ est
proportionnel a Gy (., y), soit, g = aGy(., y), dou p = Vig) = aG}(., y).

Pour tout x € U, la fonction y+— G{(x, v) est borélienne. Donc si u est une mesure
de Borel =0 sur U, lintégrale [ G{(x, y) du(y) a un sens. On notera alors G} la
fonction [GH(., y) du(y).

ProposITION 8.2: Pour toute mesure de Borel u =0 sur U, le couple (G, Gf) est
finement hyperbarmonigque. C'est un potentiel fin deés qu’il est finement surbarmo-
nique.

Nous pouvons maintenant énoncer le

TuroriME 8.3: Soit (p, g) un potentiel fin dans U; alors il existe deux mesures de
Borel w, v=0 sur U, uniques, telles que p = Gfi + G} et g = G}.

DemonstratioN:  D’aprés la proposition 7.5 et le théoréme 7.13, on a p=p, +
+ Vl(g), ot p; est un potentiel fin dans U. Or g es un potentiel fin dans U d’apres la pro-
position 6.4, donc, en vertu du théoréme 7.9, il existe une mesure de Borel unique v =
= 0 sur U telle que ¢ = G}, d’ou, V(g) = Gjv d’apres le théoréme de Fubini. De méme,
p1 est un potentiel fin dans U, donc il existe une mesure de Borel unique ¢ = 0 sur U
telle que p = G§.
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9. - ProBLEME DE RIQUIER FIN

Soit w un ouvert fin borné tel que @ ¢ U; on note Uj(w) 'ensemble des couples fi-
nement hyperharmoniques bornés inférieurement dans .
Si (f, g) est un couple de fonctions sur d;w, on pose

Hf’f’ p=inf{(x, v) e UHw): f— lim inf («, 2)(x) = (f(y), g»)), Vyedmw}.

Xew, x—y
On pose aussi H{} , = (HZ"/)_;), H{?2) et HY = —H{; _,.

Il est clair que le couple Hf}, ,) (resp. H{} ,) est un couple finement hyperharmo-
nique (resp. finement hypoharmonique) dans w.

On dit qu’un couple (/, g) de fonctions sur dyw est résolutif (pour le probleme de
Riquier fin) si on a Hf}, , = H{} ,) et si ces fonctions sont finement harmoniques dans
w; on notera alors ces fonctions par H( ,.

Il résulte de la définition et des propriétés des couples finement hyperharmoni-
ques que 'on a Hfufz) =H?etH{ é) = H?, avec les notations de [11], p. 173, relati-
ves au probléme de Dirichlet fin.

TueOREME 9.1: Soit (f, g) un couple de fonctions sur d;w. On a alors

Hf}’,lg):J' fdﬂ.c“’-f—f gdv<® et Hf’f’yzg)zJ’ gdAc®.

DemonstrATION: Le théoréme se démontre comme dans le cas finement harmo-
nique ([11], preuve du th. 14.6), en utilisant le théoréme 3.3.

CorOLLAIRE 1: Pour tout couple (f, g) de fonctions sur dyw, on a

HY ,=Hy+HGY, HY).

CoroLLARE 2: Un couple (f, g) de fonctions sur yw est résolutif si, et seulement
si, pour tout x € w, les fonctions f et g sont respectivement intégrables pour les mesures
ul® v et g est intégrable pour la mesure 25°.

CoroLLARE 3: Soit (f, g) un couple de fonctions boréliennes bornées sur 3.
Alors (f, g) est résolutif-

TrEoREME 9.2: Supposons que l'ouvert fin w est régulier et soit (f, g) un couple de
fonctions continues bornées sur dyw. On a alors

f— lim HE ,(x) = (f(p), gy)

xew—y

pour tout y € dw.

DrmonsTraTION: Quitte 2 ajouter 2 £ et g des constantes, on peut supposer que le
couple (7, g) est = 0. D’aprés le théoréme précédent et le théoréme 14.6 de [11], on a
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HY p=(H'+HE p, H”?). Or on sait d’aprés [11], th. 14.7, que, pour tout
yedw, f— lim H (x )=f(y) et f— lim H®?(x)=gly), donc

Xew, x—y xXew, x—y

f— lim 1nf H (x) = (f(y), gly)). Soit ¢ wune constante = max(sup f(x),

€
rew, xedrw

sup g(x)), alors en appliquant ce qui précéde au couple (¢ —f, c — g), on obtient
xedrw

f— lim sup H% < (f(y), g(y)), et le théoréme est donc démontré.

XEW, XY

ProposITION 9.3: 87 g est une fonction bornée =0 sur Syw, alors Hiy ', est la fon-
ction hyperbarmonique pure d’orde 2 associée @ HY dans o.

DEMONSTRATION: - Si (#, v) € Ui(w) tel que f—hm inf («, v) = (0, g) sur dw,
alors v = H‘é’, et doncu=V, (H‘gf’), d’ou linégalité Hy L) = V“’(H”) D’autre part, on
peut trouver une suite décroissante (v,) de fonctlons de S (o ) telle que inf v, =
=H?. On a alors Hj , < (V,(v,), v,) = (V,(H?), Hg“).

COROLLAIRE:  Pour tout x € w, la mesure v¢ est absolument continue par rapport a la
mesure L.

DenmonsTRATION: Soient A un borélien de U, Ac 8w, et x e w tels que [1,dA¢ =
=0, alors le couple H$ 1,)= (0, 0), d’aprés ce qui précéde, donc vE”(A4) =0.

Si I'ouvert fin w est régulier, alors ;w est un borélien de €. En effet, on a 9,0 =
=b(w)\w, ol b(w) est la base de w. Si w est régulier, alors c’est un K, de 2. D’autre
part, il est bien connu qu’il existe un potentiel p fini continu sur Q tel que H(w) =
= {xeQ; p(x) = RY}, donc b(w) et par suite 3;w sont des boréliens de £

TutorEME 9.4: Supposons que l'ouvert fin w est régulier. Alors, pour tout x € w, les

mesures Wy, vy, et Ay sont portées par 3.

DEMONSTRATION:  Soit x € w. Les mesures 4 $” et 15 égales a 85“’, sont portées par

dw, d’apres ([11], 0.6). Il reste juste 2 montrer que la mesure v<” est portée par dsw,
mais ceci résulte simplement du fait que cette mesure est absolument continue par
rapport a 159,

Voici une application du résultat précédent:

TurOREME 9.5: Soient w un ouvert fin relativement compact tel que wcU, et
(u,v) e Mf (U). On a alors (u, v), = (u, v)°.

DenmonsTrATION: Soit (s, £) € U/ (U) tel que (s, t) (u, v) sur Cw; alors on a, d’a-
pres le théoreme 3.3, s(x) = [ sdu® + [* tdv? et t(x) = [*d\? pour tout xe w, et
donc s(x) = [“udu® + [Fvdv® et t(x) = [*vdA? pour tout x € w, car les les mesures
u?, v? et A2 sont portées par 9;w; donc (u, 0)“ = (u, v),,. L'inégalité inverse est évi-
dente.
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