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Résume. — On établit des formules de la moyenne pour les fonctions biharmoniques classi-
ques, et on montre que toute fonction qui vérifie ces formules est biharmonique. Ces formules
sont ensuite utilisées pour établir un théoréme de Picard pour les fonctions biharmoniques et
pour montrer que la limite d’une suite uniformément localement convergente de fonctions
biharmoniques est biharmonique. On posera également le probléme de la réciproque du théo-
réme de la moyenne biharmonique.

Formule della media per funzioni biarmoniche

Ruassunto. — Si stabiliscono alcune «formule della media» per le funzioni biarmoniche in
senso classico, e si dimostra che ogni funzione per la quale valgano queste formule & biarmoni-
ca. Queste formule sono poi impiegate per stabilire un teorema di Picard riguardante le funzio-
ni biarmoniche e per provare che la funzione limite di una successione di funzioni biarmoniche
che converga localemente in modo uniforme & ancora una funzione biarmonica.

1. - INTRODUCTION
11 est bien connu que toute fonction harmonique / dans un domaine £ de R” véri-

fie les formules de la moyenne périphérique et spatiale sur toute boule B= B, , de
centre x € £ et de rayon >0 telle que Bc Q:

h(x) =

1
- j h(z) do(2)
OB
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et

1
h(x) = —
|B|

[pnas,

B

ou 0,(B) et |B| sont respectivement l'aire de la sphere 9B et le volume de la boule B,
do(z) et dy sont respectivement la mesure d’aire sur 9B et la mesure de Lebesgue sur B.

Inversement, toute fonction continue A sur Q qui vérifie la formule de la moyenne
périphérique ou spatiale sur toute boule B d’adhérence incluse dans Q est harmoni-
que dans Q.

On peut méme seulement exiger de 5 d’étre localement intégrable et de vérifier la
formule de la moyenne spatiale sur certaines boules de £ pour qu’elle soit harmoni-
que dans  (on dit alors que b vérifie la propriété de la moyenne restreinte), et ceci a
fait I'objet de nombreux travaux anciens et récents. Lorsque 2 est borné, Volterra
[13] et Kellog [9] ont montré que cela est vrai lorsque A est continue sur Q. Des résul-
tats positifs ont été obtenus ensuite sous des conditions restrictives sur les rayons des
boules (Feller [5], Akcoglu et Sharpe [1], Baxter[2], Heath [7], Veech [23] et [24]).
Récemment Hansen et Nadirashvili [6] ont obtenu des resultats plus généraux.

Notre but dans ce travail est d’établir des formules analogues pour les fonctions
biharmoniques classiques, c’est-a-dire pour les solutions de I’équation biharmonique
A%u = A(Au) =0, et de poser le probléme de la propriété de la moyenne restreinte
pour les fonctions biharmoniques. Nous reviendrons a ce probléme dans un travail
ultérieur.

Dans tout ce travail £ désigne un domaine de R”, # = 1. Tous les résultats obtenus
sont évidemment vrais pour un ouvert quelconque de R”. Le mot fonction signifiera
toujours, sauf mention expresse du contraire, fonction a valeurs dans R.

Tous les résultats de ce travail s’étendent sans difficulté aux fonctions polyharmo-
niques d’ordre = 2. Nous n’avons considéré le cas des fonctions biharmoniques que
pour des raisons de simplicité.

2. - FORMULES DE LA MOYENNE POUR LES FONCTIONS BIHARMONIQUES

Pour des raisons de simplicité, on se limite dans ce paragraphe aux 7 = 3; les for-
mules obtenues sont aussi valables pour 7 = 2.

Une fonction biharmonique, au sens classique, dans un ouvert U de R” est une
fonction réelle de classe @* sur U qui soit solution de I'équation biharmonique
classique

A*h=0,

ou A est opérateur de Laplace classique dans R”.
Soit By la boule unité de R”. Le noyau de Green Gy, de B, est donné par (voir [11],
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p. 77):
s 1 1 1 ‘
||X—y||”72 - ||x||”’2 ||X?'\‘_y||n—2 st x#Zy,y#0,
e HyH%_1 Siy#Ex=0,
L + oo " izy.

o, pour x =0, x* est le symétrique de x par rapport a 9B,, donné par x* =
[

Pour une boule quelconque B = B, , de R” de centre x et de rayon »> 0, il n’est
pas difficile de voir que le noyau de Green Gy de B est donné par

1

Gy, 2) = —= G, (r 1y —x), r " Hz—x)),

7,i’l

a cause de l'invariance du Laplacien par les isométries de I'espace euclidien R”.
Soit » une fonction biharmonique, au sens classique, dans un ouvert Q et soit B =

=B, , une boule ouverte de £ de centre x et de rayon >0 telle que B, ,C Q.
Soit by la fonction définie sur R” par

(1) ho(y) =27 =|ly — x|

La fonction A, est biharmonique dans R” et positive au voisinage de B et on a
A/?O = —Zﬂ.
En outre, pour tout A >0 on a

) A(h = Ahy) = Ab +22n .

On peut donc trouver un réel 1, tel que Ah + 21,72 <0 et h— Ayhy> 0 dans B, de
sorte que la fonction » — A b, est surharmonique > 0 au voisinage de B. Quitte a ajou-
ter 2 b la fonction —A(hy, on va supposer qu’elle est surharmonique = 0 au voisinage

de B. Alors, d’apres la décomposition de Riesz des fonctions surharmoniques on a,
dans B,

3) h= jpB(, . 2) h(2) do(z) + GE,
9B

et

(4) —Ab=— jpB(., 0 Ah(2) do(z) ;

3B
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oti P? est le noyau de Poisson de B, donné par:

2 2
(5) PB(y, 2) = It
o,r ly—=al

1
o,(n—2)
le potentiel de Green de 4 dans B, et 0, est I'aire de la sphére unité de R”. En particu-
lier on a, d’apres (3),

, V(y,20eBx3dB,

u est la mesure de densité — Ab par rapport a la mesure de Lebesgue, Gf est

(6) hix) = j PB(x, 2) h(z) do(z) + G (x).
oB

D’autre part, on a

1
7) Gi(x) = — ——— JGB(x, y) Ah(y) dy
o,(n— Z)B
et, comme la fonction 45 est harmonique dans £, on a aussi
(8) Ab= [ PP, 2) Ah(z) do(2),
3B
d’ou
1
9) Gi= - —j JGB(., ) PB(y, 2) dy Ah(2) do (),
0,(n—2)
B B
et donc
1
(10) G (x) = — —j jGBu,y) PE(y, 2) dy | Ab(z) do(2).
0”(”_2)33 B
En outre, on a
12—l 1 1
a0 [Gale PP, 2 dy= — [ Il - — |
. o,r b k=4 [l — 5l r

mais l'intégrale du membre de droite de I'égalité précédente est indépendante de

. . . . n=2)o,a,
z€ OB comme on peut le voir par un changement de variable simple; soit ———*"*

(ne dépendant que de r et #) sa valeur; alors on a

7’”72

a

(12) Gi(x) = = — 2 [ 4b2) do()
7
B

g,

(13) = —a,4h(x),
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car la fonction Ah est harmonique au voisinage de B. On en déduit, d’apres (6),

(14) b = [ PPx, 2) bla) dot) = a, Ab(x)
3B
1
(15) - —— [h2) dote) — @, abtx).
g,r"
5B
Appliquons cette formule a la fonction hy. On a hy(x) =272 et Ahy= —2n, d’ou, par

2
un calcul simple, a, = 2’— 1l en résulte
n

1

o,

2
(16) h(x) = ——— | hlz) do(z) - ;—Ab(x) .
3B &
C’est la formule de la moyenne périphérique pour les fonctions biharmoniques. En
utilisant la formule

(17) [ i) dy = j( [ b2 do(z))dg;
B, 0 \8B,,
on en déduit également, par un calcul élémentaire, la formule:
18) b = —— [ by d LA
x) = - x),
Bl Y S+ 2)

ou |B, ,| est le volume de la boule B, ,.

Nous ignorons toutefois si les formules (16) et (18) existent dans la littérature.
Nous les appellerons les formules de la moyenne biharmonique périphérique et spa-
tiale respectivement, et nous dirons qu’une fonction 5 vérifie la formule de la moyenne
biharmonique périphérique (resp. spatiale) sur une boule B= B, ,c B, ,C  si elle sa-
tisfait la formule (16) (resp. (18)) relativement a B.

Nous résumons ce qui précéde par I’énoncé suivant:

TutoreME 2.1: Soit b une fonction bibarmonique dans Q. Alors b vérifie les formu-

les de la moyenne bibarmonique périphérique et spatiale sur toute boule ouverte
BcBcQ.

RemaArRQUE: Pour une fonction harmonique dans Q, les formules de la moyenne
biharmoniques périphérique et spatiale se réduisent aux formules classiques de la mo-
yenne pour les fonctions harmoniques.

On peut se demander si la réciproque du théoréme 2.1 est vraie. Plus précisément
on peut se demander si toute fonction 5 admettant un Laplacien dans @ et vérifiant
les formules de la moyenne biharmonique périphérique ou spatiale sur toute boule
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Bc Bc Q est biharmonique dans . Pour donner une réponse partielle positive, nous
aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 2.2: Soit n=2. Alors les intégrales f x7 x7 dx et Jx;‘ dx sont indépendantes
deietj 1<i{, j<nu, etona B

Jx[‘dsz fxfxfdx ,
B B

ot l'on a posé x = (x1, X3, -+, X,).

Dans la suite on notera respectivement | et K les intégrales j x7 x7 dx et Jx“dx et
on posera [ = szdx

Nous allons commencer par le résultat particulier suivant:

TutorEME 2.3: Soit b une fonction de classe C* dans Q. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

1) b vérifie la formules de la moyenne périphérigue bibharmonique sur toute bou-
le ouverte Bc Bc Q.

i) b vérifie la formules de la moyenne spatiale biharmonique sur toute boule ou-
verte BC Bc £.

iii) A est bibarmonique.

Demonstration: 1l est facile de voir que que i) implique ii). L’implication iii) = 1)
a été démontrée plus haut. Supposons que A vérifie la condition ii) et soit B = B, , une
boule ouverte telle que BC Bc 2. On a alors, d’aprés la formule de Taylor,

- b
b(y) = h(x) + 25 (3= %) — (x)
i=1 ox;
1< %h 3%h
+ = )2 = + )y — x) ——
2 zgl (v =) ax,-z () 1$l‘2j$ﬂ(yl xl)(y] x]) axiay/ (x)
°h
+— (v = x) (9, — %) (9 — %) ————
6 1<i,/,k<n Y Vi AR Ox; 9x; Oxy
1 3*h
+— (v = x)(; = x) e — %)y = %) ————— (x
24 1sz,/,/e,1sﬂy YT TR T BRI Ox; Ox; Oxy, Ox;
+2(y)
pour tout y € B, ol g est une fonction continue sur B, , telle que hm LT &by )H4 =
Yy — X

Les fonctions y= X(y;,— x;) o (x), y— > (- x:)(y; — x;) Sk (x),
ox; 1<i<j<n Ox; 3y,
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v S i) — ) - x) —— ety S (= x)y,—

1<i<j<k<n Ox; Ox; Ox,, 1<i<j<k<I<n

— ;) (e — %) (9, — %) 84—/?
/ Ox; Ox; Ax;, Ixy

Elles sont donc de moyenne spatiale nulle sur B. Il est facile de voir que les
fonctions

(x), sont harmoniques dans Q, et nulles au point x.

3% h
2 (= x) (= x) (9 — xp) ———— (x
Y 1sz:j</<y X0y T TR T Xk Ox; 9x; Oy,
et
3h
> (= x) (e — x) (= xy) ——
Y 1sz’<_/=ky X\ Ve = Xp\Y1 — X; 9, 3%, Oy

sont aussi de moyenne spatiale nulle sur B.
De méme, les fonctions

9*h
= > (i = %) = %) (e — x) (9 — %) ————— (%),
y 1<i=j<k<i<sn ‘ y/ / Tk A ! aXiaX]'&XkaX/
= > ( )( )( )( ) 5'h
Z'_‘xl' = X ,_x, — X —_— _x,
Y 1<Si<j=k<lIsn Y AR A G Ox; Ox; Oxy, Ox;
et
> > ( )( )( )( ) o'k
= x;) (Y, — x; — X —x;) —— (x
J 1<i<j<k=Il<n J y] 4 Vi g ! axlax]axkaxl

sont de moyenne spatiale nulle sur B car elles sont biharmoniques dans Q, nulles au
point x et de Laplacien nul au point x; elles sont donc de moyenne nulle sur B d’apres
le théoréme 2.1. On a donc

=1, Ox?
1 , 5 a*h
l Py — Py | =22
i 4 1sz'<;'sn[BJ(yl 500y~ %) y] 9%x,0% x; ()
1 ., | 9%h
= —x)dy| 22
24 1;”[!(% %) yl ot
+Jg(y) dy,
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d’ou, d’apres le lemme précédent,

jb@) dy = [B|h(x) + %IA/o(x)

B
1 *h 3*h
+ —K|2 () + 2 —(x)
24 1si<jsun axl-zax]-z 1</<n axl4 x]
+Jg(y) dy ,
B
soit
1 1
(19) f/)(y) dy = |B|h(x) + =14h(x) + — KA?h(x) + ﬁg(y) dy,
5 2 24 5
et par suite
1 I K 1
200 hix) = — [hly) dy — —— Ab(x) — —— A2h ——f dy .
(20)  A(x) |B|B (y) dy 21B] (x) 1B (%) |B|B a(y) dy
En utilisant 1’égalité élémentaire
2
(21) L~
|B| nln+2)
on trouve
1 2 K 1
22 h(x)= — | b(y) dy — ———— Ah(x)— 2 - — dy .
(22) (x) |B|B (y) dy it 2) (x) 4[5 x |B|Bg(y) ly

Or, puisque 5 vérifie la formule de la moyenne biharmonique spatiale sur B, on a

2
23) A?h(x) = ?4 o) dy .

B

En faisant tendre » vers 0, on obtient donc A%h(x) =0. Le théoréme est ainsi
démontré.

RemarQuE: On voit d’aprés ce qui précéde que pour qu’une fonction 4 de classe
C” dans Q soit biharmonique il faut et il suffit que, pour tout x € , / vérifie la formu-
le de la moyenne biharmonique spatiale sur une suite (B,) de boules de centre x et de
rayons tendant vers 0.
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Lemve 2.4: Soit T une distribution sur Q telle que A>T = 0. Alors T est une fon-

ction presque partout égale (pour la mesure de Lebesgue) @ une fonction bibarmonique
dans Q.

DiMONSTRATION: Le lemme résulte aussitdt du caractére hypoelliptique de 'opéra-
teur de Laplace.
Nous pouvons maintenant établir le résultat général suivant:

TutoreME 2.5: Soit h une fonction localement intégrable dans Q dont le Laplacien
au sens des distributions soit une fonction. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) b est presque partout égale é une fonction bibarmonique dans Q.
ii) Pour presque tout xe€ 2, on a

2

hix) = ﬂ_ljb ) do(2) = L Ah(x)

o, 2n
B

pour toute boule B= B, ,CB, ,c£.

iii) Pour presque tout xe€ Q, on a

(/1 +2) EPPIETRAG

pour toute boule B=B, ,c B, ,c Q.

DrimonsTraTION:  L’implication i) => ii) résulte aussitot du théoréme précédent.
L’implication ii) => iii) s’obtient par un calcul d’intégrale simple. Montrons I'implica-
tion iii) = i). Soit (0,), ¢ une famille régularisante de fonctions de classe ¢ dans R”,
a supports compacts, telle que Supp (6,) c B, . et JG dx =1 pour tout € > 0. Pour
tout 0 > 0 posons

Q,={xeQ:d(x, CQ) >0},

alors on a, pour ¢ suffisemment petit,

2

(24) b 6,(x) —A(h*0,)(x),

2n(n+2)

pour toute boule B, ,c B, ,c £2. On voit donc que la fonction 5 * 6, de classe C*, est
biharmonique dans 2, d’apres le théoréme précédent. Quand & tend vers 0, les fon-
ctions harmoniques 4(4 * 6,), uniformément localement bornées, convergent locale-
ment uniformément vers une fonction harmonique £ dans £ ,; les fonctions 5 * 6, ten-
dent en topologie de Lkl,c(QQ, dx) vers b, donc, au sens des distributions, on a A5 = k.
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1l en résulte alors, d’apres le lemme 2.4, que la fonction 5 est presque partout égale a
une fonction biharmonique dans £ ,. Comme o est arbitraire, on en déduit que 5 est
presque partout égale a une fonction biharmonique dans 2.

COROLLAIRE: Soit h une fonction de classe @ dans un ouvert Q. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes:

1) b vérifie la formule de la moyenne bibarmonique périphérigue sur toute boule
BcBcQ.

ii) b vérifie la formule de la moyenne bibarmonigque spatiale sur toute boule
BcBcQ.

On note G, le noyau de Green de 2, et on définit le noyau borélien V sur Q par
Vfx) = [Galx, ) f0) dy,  Vxe®,
pour toute fonction borélienne =0 sur Q.

THEOREME 2.6: S7 k est une fonction harmonique =0 sur Q telle que Vb # + o,
alors la fonction VEk est bibarmonique dans Q.

Demonstration: 11 est clair que la fonction V& est surharmonique = 0. D’autre
part, on a A%(Vk) = 0, donc, d’apreés le lemme 2.4, V& est presque partout égale a une
fonction biharmonique 4. On en déduit que 4 est surharmonique, d’ott V& = 5 partout
dans , et le théoréme est démontré.

On peut maintenant poser le probléme suivant:

ProsLiME:  Soit A une fonction admettant des dérivées partielles secondes
3%h 3%h
oxz T ox?

boule ouverte B, ) de centre x et d’adhérence contenue dans dans 2 telle que

1 r(x)?
= b dy— ———— Ah
|Bx,r<x)| ‘[ (y> Y 2n(n+2) (x),

Bx, rlx)

dans un domaine 2 de R”, et telle que, pour tout x € Q, il existe une

(25) h(x)

est-ce que b est biharmonique dans Q?

3. - APPLICATIONS

Nous allons donner ici quelques applications des formules de la moyenne
biharmonique.

Nous commencons par un théoréme de Picard pour les fonctions biharmoni-
ques:
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TutoriME 3.1: Si b est une fonction bibarmonique bornée sur R”, alors b est
constante.

DEMONSTRATION:  Supposons que sup |h(x) | =M < + 0. On déduit aussitdt de la

n

formule de la moyenne biharmoniqﬁz spatiale (ou périphérique) sur une boule B =

4n(n+2 .
=B, ,deR” que |4h(x) | < gMpour tout x € R”. En faisant tendre 7 vers + o,

on obtient Ah(x) =0, de sorte que A est une fonction harmonique bornée, donc con-
stante d’aprés le théoréme classique de Picard.

Comme pour les fonctions harmoniques, nous avons aussi le théoréme de conver-
gence de type Harnack suivant:

TutoriME 3.2: Soit (h,) une suite de fonctions bibarmoniques dans Q qui converge
uniformément localement dans Q vers une fonction h. Alors b est bibarmonique dans Q.

DremonsTraTION: On déduit aussitét de la formule de la moyenne biharmonique
spatiale (ou périphérique) que les fonctions harmoniques A5, convergent uniformé-
ment localement vers une fonction harmonique 4 dans Q. Il en résulte que la fonction
h est de classe @* et que 'on a Ah =k, de sorte que / est biharmonique dans .
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