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MOHAMED EL KADIRI ()

Dé jon simplifiée d'un th de Fuglede
sur la représentation intégrale des potentiels fins (**)

Réviaii. — Nous donnans, en wilsant un théoréme mmm&wwm&‘m
ﬂbmmmnﬂ.ﬂe.luddomd-ﬂm\o&mhnwmmw
tiels fins dane un domaine fui de K

Dimostrarione mpliﬁuu&umd}'udd:

sulla rappresentazione integrale dei potentiali fini
Rossanero, — Impiegando un icorena di pastizione di tipo Beeloe. Feyel, si di una dimostra-
oo scaplfc d s eosme & Fogde 1 riguardante la ripprescntazione integrale dei po-
i I

1. - Iymeopucmon

Soient £ T'espace R i n >3, ou un domaine borné de &, et U un domaine fin
ton vide de 12 que Fon supposers toujours régulier (done un K, de Q) grice au princic
e de prolongement par continuité fine. On note Gy e noyau de Green fin de U (s
1511, Dans [8) Fuglede a démontré Je théoréme suivant:

Tusosiaie: Pour faut potentiel fin p dans U, il existe une mesnre de Borel u % 0 sur
U, unigue, telle que p= Gf.

On rsppelle qu'une mesure de Borel sur U est une mesure positive a-finie sur U

muni de sa tribu de Borel définc par I topologic induite par celle de £2. Si 1 est une
mesire de Borelsur U, I fonction G ext défnic par Gii(x) = [ Gulx ) dulx) pour
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tout xel. Plus généralement, 5i 4 est une mesurc de Borel sur 2, liniégrale
fcu(a.yupdy).unmmmuu on la notera aussi Gif(x), En idenvifiant

de Borel it sur U avee son image ji par injection canonique de U sur 2,
mlGﬂ Gf.

La démonstration de Fuglede du théoréme précédent est trop longue. Notre but
dans ce cravall est de dégager des ravaux de Fuglede (7] et [8] une démonstration
simplifiée du théoréme précédent, moyeanant un théaréme de partition du type Bre-
Tor-Feyel [3]. Les résultuts de cc travail s'étendent d'une maniére évidente au cadre gé-
néral des cspaces de Brelot considérés par Fuglede.

Dans tout ce travail le mot fonction signifiera toujours fonction 3 valeurs dans K.
On note $19) e cone des fonctions surharmoniques = 0 sur £ et 8(U) celui des fon-
crions finement 20 dans U. Lordre spécifique dans S(U) (ou 5(2))
st noté <. 5 s € 3(12), on notera, suivant [6], s In fonction 5 - R, eventuellement
prolongée par coatinuisé fine aux points ois 1a différence n'a pas de sens, oit Rf dési-
ywhbdq&micﬂd\uufmﬂhn[mh‘ SiEe U et sif est une fonction sur E,
an notern sa balayée dans le cone S(U) par “RY ou simplement “R, si E = U. La cégu-
larisée s.c.i. (resp. finement s.c.i.) d'une fonction sur @ (resp. U) est notée . Enfin, si 4
est une mesure de Radon positive sur @ ct si E€ @, on notera A7 la balayée de 4 sur E
fwoir [1]). Les autres notations ex définitions utilisées dans ce wravail seront toujours
comme dans les travaux de Fuglede cités dans la bibliographic.

2. - DeuosTaATION DU THEORENE DE. FucLEns
Nous allons uriliser le résultat suivant inspicé de Feyel [3]:
Trinsise 2.1: Soient Ec U et s& SIUY, alors if existe 5, 5@ SU) teller que

s=g5+5
i) "RE = 5, {on dira alors gue 5, est sutoréduite sur E) ot VR = 55,

Dicrsruanon: On va uriliser In propriéeé suivante bien connue du cdne S()
Gvarr (41

Vi, va S(U), Bwe S wmw+ R,

On notera I fonetion & par «—UR, .
On définic par pécurrence sur 120 upe sulte (v,) ddéiments de SIU) en
posant:
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11 et clair que b suite (v,) et décrolssante. Posant 5 = fof 0, on &, pour tour
k=0

n=n+
e

o Ton a posé i, =R, vy, doit
3
R <R+ Do
e, pir soustraction,
5-R, <n-"Risw ap

En faisant tendre  vers linfini, on obtient s, ="KE q.p., done partout

Posons 1,= % i 0n & 5= 1y +3; €5 pour montrer que 'on a "R = 1, il suffit
de montrer que YR = w, pour tout w. Soit f& S(UY telle que /3w sur CE: alors f+
+VB% 3 v, qp. sur CE, et donc f + RE 2 v, qp. sur Q. Par ségularisation, il vient f +
+VRE 2 v, puis f2v,~"RE, qp, d'od enfin [ w,, donc 'REE =, et le résul-
tat

Lot 2.2 Soit V wint cuvert fin relativement compact dns 2 tel que Ve U et soit

p 1t potentiel >0 dans 2, harmonigue dans CV. Alors on ¢ VRS Y # py pour tout
ouvert fin V" tel que VeV’ cU.

DiossTaaTon: On a ¥ = REY dans U, En effer, si re S(U) ot telle que
52 BV sur U= V", alors la fonction
inf(s, RV sixeU,

Hx =
7 R st xe U

est surharmenique = 0 dans @ daprés ([4), kemma 10.1) et msjore p g.p. sur CU,
U, D'autre pare, on 1= py+ REY, d'od VRY -V =R + RSP,
On en déduit que si YRY, V' = py, alors p= Ry~ et donc p = K7™, ce qui est absur-
de, car an auzait forcément G, 3) = R, 4 =pp, ol p est s mesure ponée par
V telle que p=G* Le lemme est démontré.

Lt 2.3: Soit 5y s pobt de U et soft A e partie relativersent compacte de 82
telle que AcU et inf {Gylxy, v ye A} = > 0. Alors, poar toute s& S(U) tel que
0<sixg) <+, i existe un potentiel p sur D, barmonique dans L et tel gue
o<py<Ri€p

DinossTaanion: Soit ¢ un potentiel > 0, fini et continu sur £2. Pour tout a & N, il
existe d'aprs ({61, th. 3) une mesure de Radon positive i sur 2, poréc par A et telle
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que 0 < (5 )y < Rl o G2 On a donc .| < (1/6) sxo) pour tout m, et par
suite on peut alors extraire de la suite des mesures 4, une sous-suite (1,.) qui conver-
&€ vaguement very une mesuze de Radon positive i portée par 1, et Ion o 'Y = G,
Le reste découle encore de ([6], th, 3),

Camonians: Soit x un point de U et soit A une partic de U, rélativement compacte
dons 9, telle que A U et inf{ Gy g, 3 y £ A} = ¢ > 0. Alors, pour fout 1 S(U) tel
g slxg) < + @, 4l existe une mesire de Radan positrve w ur $2, portée par A et telle
que VRA =G,

Divosstraros: Seit IR = (v » mesure 0 ponée par A, G5 <“RA}. Alors,
d'apris le lemme précédent, la mesute représentant le potenticl p de ce méme lemme
sppartient & W, dowc I = 8. Soit € une chaline sur M pour Fordre usuel des mesures
Les mesures v I ant chacunc un total majoré par s(x,)/c, done lc filtre  des sec-
tions de € converge vaguement vers une mesure ¥, = 0 portée par A et l'on a sup G =
= G, Pour tout v e IK, l existe une fanction s, € S(U) telle que G+ 5, = VE1 5 REY.
On en déduit que G +lim 53;.-“&%%’,..:&1‘«. .p..g'lan-';r‘;.-mp _@‘r‘,..
Doac ¥, est un muorant de € qui appartient 3 . Diaprés le lemme. de Zooms, 7 ad-
met un dément maximal . 1] résulte alors de ([6), th. 3) que Pon  nécessairement
G#="R!, ce qui schive la démanstration.

Rappclons maintenant qu'une fonction 5 & S(U) st dite invariante si elle st othto-
gonale, pour l'ordre spécifique, & Ia bande des potenticls fins dans U.

Les Jemmes 2.2 o1 23 permettent d obtenir rapidement la caractérisation suivante
de ([7), th. 44} des fonctions invarisntes:

Tbonise: 2.4: Soient be S{U), 5y un point de U 1el que blx;) < + . Alors b
st inpariante si et seulement 5ion @ VRY Y= b ponr towe w1, oi V,=
= {xaU: Gylx, x) > 1n}.

Diowstianos; Supposons d'sbard que “Rf " = b pour tout i, Si b n'est pus in-
variante, il existe un potentiel fin p tel que 0 <p<h Pour tout m, posons ¢,
= {xeU. plx) = + =} N V,ctp, = inf{"R}; Vouvertfin,e,c Vi V, ). Pourtout n, la
fanetion p, est finement harmonique dans {xe U plx) < + 2} ([4], cor. du th.
LLI3) et par suite on u p, <YR}* e1 p, <. On distingue deux cas:

111 existe un entier » tel que p, soit non nul: Comme p, <R~ alors URY: = p.,
done d'aprés le lemme 2.3 il existe un potentiel r > 0 dans 12, harmonique dans CV, et
tel que 0. 7 < jy, donie 0 < ry < fr et par sudte “RY~ V= = ry pour tout m, ce qui est
absurde d'aprés ke lemme 2.2,

2) p, est nul pour tout . Alors il existe x, & U tel que, pour tout », i existe un
ouvert fin V tel que e, Ve Viet VRS () <277, Sait g = g;,"x, %, alors on 0
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p=gds de ln propriét
~ sition de Riesz ([4], pml.qunnn-memunbnemunpmmdﬁn,_<p:d
que 0< g, ¥R}, En vermu du théoréme 3 de [6], on peut trouver un potentiel r,
dans £, harmonique dans €T, tel que 0 < (r,); < g, €t donc 0 < (r, ) < 4. On con-
clut alors comme dans le premier cas.

La réciproque résubic de Finégalité 5 <VRY + YRE % pour tout , de la propriéeé
-de décomposition de Riesz et du lemme 2.3,

Démonstration du théaréme de Fuglede.

Exisvence de la mesure je, Soient pe SU) et xo e U tef que plxg) < += et (V)
comme dans le théortme 2.5; .lmm..d.pmluhéaemdgp.mnmn b=
=Zn + k. oi py est autoréduite sur V), et py . ; auroréduite sur
puuzmn(}nmpm\npo&eﬂndh m.&.ndwkmmu etlame:

1a somme des U des mesures aux fon-
ctions p, dans le corollsire du lemme 2.2

Unicrté de la rmesure pi. Solmlﬂavdmnmmdeﬂwdiﬂml}hﬂnqw
p= G =Gl posons iy =1n,. ¢ (resp. v,-lm ¥) et, pour tout n =1
=lp,. (6= Ex.} TeSp.Vast p> }]M«smlp-zu‘ﬂ‘-zcu
1 sésule faclessen d principe de domination 01, . 120) que Gl = G =g,
par suite G*-* % = G PO TOUT K. ()lmdédullqmu.i’vm(i +
donc g1, =, puisque jit’ er ¥U sont portées par la frontidee fine de U, J'dlz
résuliat,
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