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Resume. — On donne une démonstration simplifiée d’un résultat arithmétique utilisé par
K. L. Chung dans I'étude des promenades aléatoires sur les entiers.

Dimostrazione semplificata di un risultato di K. L. Chung

Sunto. — Si da una dimostrazione semplificata di un risultato aritmetico impiegato da
K. L. Chung nello studio delle passeggiate aleatorie sugli interi.

1. - ENONCE DU RESULTAT

Dans toute la suite on appelle simplement groupe un sous-groupe du groupe addi-
tif Z des entiers. De méme, on appelle semigroupe une partie H de Z avec

0eH, H+HcH.

Pour toute partie A de Z, on note I'(A) le groupe engendré par A, et Z(A) le semi-
groupe engendré par A. En outre, on désigne par (X,(A)), s, la suite d’ensembles dé-
finie, par récurrence, de la maniére suivante:

Eo(A)={O}, E,,+1(A)=A+Z”(A).

De maniére équivalente, on peut dire que X,(A) est 'ensemble des entiers qui peu-
vent étre représentés comme somme d’un z-uple d’éléments de A. On voit aisément
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que l'on a

(1.1) U X,(A) =X(A)cI(A).

nz0

En utilisant ces notations, nous nous proposons de démontrer le résultat suivant, di a

K. L. Chung:

(1.2) TutoreME: Soit A une partie de Z.. Pour que ['on ait
(1.3) lirr}lian‘,,(A) =7,

i faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies:

(@) L'ensemble A contient au moins un entier strictement positif et au moins un
entier strictement négatif.

(b) (A-A)=Z.

L’histoire de ce théoréme, considéré autrefois par P. Erdos, et par Chung lui mé-
me, comme «évident» (et énoncé sans démonstration dans les mémoires trés an-
ciens [1] et [2]), est racontée avec beaucoup d’humour par Chung dans un article tout
récent, publié en mémoire de Paul Erdos. Dans cet article le théoréme est démontré,
pour la premiére fois, de maniére explicite (voir [3], Th. 1). En renvoyant le lecteur,
pour les détails de I’histoire, au brillant récit de Chung, nous nous bornerons ici, avant
de donner notre démonstration du Théoréme (1.2), i rappeler briévement le réle que
ce théoréme joue dans la théorie des promenades aléatoires sur les entiers.

Etant donnée une loi de probabilité x sur Z, construisons sur un espace probabili-
sé (2, @, P) une suite (X,),> de variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans
7., admettant 4 comme loi commune, et considérons la promenade aléatoire (S,),s,
définie par

S,=X;+...+X, (5=0).

Désignons en outre par A le support de la loi u, c’est-a-dire la partie de Z définie
par

A={xeZ: P{X,=x}#0}.

Les éléments de A sont les états que la promenade aléatoire peut visiter, avec une pro-
babilité non nulle, 2 I'instant 1. On voit alors que, pour tout entier positif 7, 'ensem-
ble X ,(A) est le support de la loi de S,:

2, (A) = {er: P{S,=x} #0}.

En d’autres termes: les éléments de X ,(A) sont les états que la promenade aléatoire
peut visiter, avec une probabilité non nulle, 2 I'instant 7. La relation (1.1) montre que
I’ensemble X(A) est constitué par les états qui sont accessibles 3 la promenade aléa-
toire, au sens qu’ils peuvent étre visités avec une probabilité non nulle. Par contre,
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I’ensemble liminf ¥ ,(A) est constitué par les états fortement accessibles, c’est-a-dire
par les états X qui possédent la propriété suivante: il existe un instant 4 (dépendant
de x) tel que, pour tout instant # = £, la probabilité pour que la promenade visite x 2
linstant 7 ne soit pas nulle.

Le Théoréme (1.2) peut donc se traduire ainsi: pour que fous les états soient forte-
ment accessibles, il faut et il suffit que les deux conditions (z) et (b) soient
remplies.

En ce qui concerne la démonstration simplifiée que nous proposons ci-dessous
pour ce théoréme, il faut préciser que c’est K.L. Chung qui nous a aimablement défiés
de trouver une telle démonstration. Ce n’est qu’en cédant 2 ses pressantes sollicita-
tions et 2 ses généreux encouragements que nous nous décidons enfin a la publier
ici.

2. - QUELQUES LEMMES ARITHMETIQUES

Nous ferons précéder la démonstration du Théoréme (1.2) de trois petits lemmes
arithmétiques (dont le premier est bien connu).

(2.1) LemMme: Soit H un semigroupe, contenu dans l'ensemble N des entiers posi-
tifs, tel que l'on ait I'(H) =Z.
L’ensemble N\H est alors fini.

DEMONSTRATION: Puisque H est un semigroupe, on a
H-H=IH)=7Z.

1l existe donc un couple («, b) d’éléments de H avec 2 — b = 1. Nous prouverons que
H contient tout entier supérieur ou égal a (2 + b)?. Soit # un tel entier. En le divisant
par a + b, on trouve deux entiers ¢, 7 avec

n=qgla+b)+r, 0<r<a+b<g.

On peut alors écrire n=gla+b) +r(a—b) =alg+7r)+ blg—r). Il en résulte (les
deux entiers g + 7 et ¢ — r étant positifs) que » appartient 2 H.

(2.2) LemMmE: Pour toute partie A de 7., les conditions suivantes sont équivalen-
tes:
(@) L'ensemble A contient au moins un entier strictement positif et au moins un
entier strictement négatif.

(a') 2(A) = I'A) = {0}.

DimoNnsTrATION: Puisque I'implication (2')=>(a) est immédiate, il suffira de prou-
ver I'implication (a)=>(a'). Supposons donc que la condition (a) soit remplie. Il suffit
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alors de prouver que Z(A) est un groupe. A cet effet, désignons par 4 le plus grand des
éléments de Z(A) strictement négatifs, et par b le plus petit des éléments de 2(A)
strictement positifs. On voit alors que a + b, qui est un élément de 3(A) strictement
compris entre 4 et b, est forcément nul. Les deux entiers b et —b appartiennent donc a
3(A), ce qui entraine Iinclusion b. Zc 2(A). 1l suffit de prouver I'inclusion opposée.
A cet effet, étant donné un élément b de Z(A), désignons par ¢ le quotient de la divi-
sion euclidienne de 4 par 4: il suffit alors de remarquer que le reste » — gb, qui est un
élément de Z(A) strictement compris entre —b et b, est forcément nul.

(2.3) LemMe: Soit A une partie de Z.. On a alors
(2.4) IA—-A)cI(4).

En outre, cette inclusion se réduit i une égalité lorsqu’il existe un entier positif n tel
que l'on ait

(2.5) 2, AN, 1(A)=0.

DemonsTRATION:  L’inclusion (2.4) est évidente, car tout groupe contenat A con-
tient A — A. Supposons maintenant que la relation (2.5) ait lieu pour un entier #, et
prouvons I'inclusion opposée de (2.4). Soit s un élément de X,(A) N X, ,;(A). Puis-
qu’il appartient 2 £, ;(A), on pourra I'écrire sous la forme s=a +s', avec ae A et
s'eX, (A). On a alors

a=s—s'eX, (A)-2,(A)=2,(A-A)c(A-A).

1l en résulte que tout élément 5 de A, en tant que somme de 'élément b —a de A — A
et de I’élément a de I'(A — A), appartient 2 I'(A — A). On a donc AcI'(A — A), Cest-
a-dire I'(A)cI(A - A).

Le lemme est ainsi démontré.

3. - DEMONSTRATION DU RESULTAT

Démontrons maintenant le Théoréme (1.2). La nécessité est immédiate. En effet,
en supposant que ’égalité (1.3) ait lieu, on voit que la relation

lirr}Iian,,(A) c 902”(‘4) =3(A)cI(A)cZ

se réduit 2 une chaine d’égalités. On a donc notamment 3(A) = I'(A) = Z, de sorte
que la condition (a) est remplie en vertu du Lemme (2.2). En outre, puisque 'hypo-
thése (1.3) entraine que la relation (2.5) a lieu pour un # au moins, le Lemme (2.3)
fournit A —-A) =I(A) =Z.

Prouvons maintenant la suffisance. Supposons donc que les conditions () et (b)
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soient vérifiées. L’hypothése (2) entraine alors, grice au Lemme (2.2), la relation
INA-A)cI(A)=3(A)cZ,

qui, 2 cause de l’hypothése (b), se réduit a une chalne d’égalités. Il en résulte
notamment

3.1) Z=23(A) = l>JOZn(A) :

Posons D={b—a:a,beA,a<0<b}, H={heN:0eZ,(A)}. On vérifie aisé-
ment que H est un semigroupe. En outre, on a Dc H: en effet, si 4, b sont deux élé-
ments de A avec 2 <0 < b, on peut écrire 0 comme somme d’un (b — a)-uple d’élé-
ments de {4, b}, de sorte que 'on a 0 € ¥, _ ,(A), Cest-a-dire b — 2 € H. D’autre part,
si un élément de A — A n’appartient ni 2 D ni 2 —D, il est de la forme b —a, ot 4, b
sont deux éléments de A ayant un méme signe: par conséquent, il appartient 2 D — D,
car il peut se mettre sous la forme b—a=(b—¢c)— (a—c¢) = (c—a) — (c—b), ou
¢ est un élément de A de signe contraire a celui de 4 et de 5. On a donc les inclu-
sions A—AcDU (—D)U (D—D)cI(H), dou l'on tire, grice a I’hypothése (b),
I'(H) =7Z. Le Lemme (2.1) montre alors que I’ensemble N\H est fini, c’est-a-dire
qu'il existe un entier positif b, tel que 'on ait

(3.2) 0eX,(A) pour h=h.
Fixons un élément x de Z. La relation (3.1) montre qu’il existe un entier positif # avec
x€X,(A). Il en résulte, grice a (3.2),

xe€X, 4, (A) pour h=hy.

L’entier x étant arbitraire, cela prouve que la relation (1.3) est vérifiée.
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