GIUSEPPE DATTOLI (*)

£ 1 Tuzi di tipo
Fokker«l’hnckenudhdelhdjnammlonmrﬁmlzdl
fasci di elettroni in anelli di accumulazione (**)

g e
ricosrena nella analisi di numerosi problemi fisici. 1l metodo proposto viene wiilizato per
.amrwmunammmmmwaha;ammmmm
anelli &i accumulazione:

1. INTRODUZIONE.

Moli problemi relativi all evoluzione di fasei carichi in acceleratori lineari o
circalari sono stati trattari wilizzando formalismi di narura algebrica che coinvol-
gono Tuilizzo di operstori Lie (1. Tale tramazione non include perd cffenti di
tipo diffusivo dissipativo. Tali processi, legati u fenomeni di irraggiamento all‘in.
temo dei. canall di trasporto magnetico dellacceleratore medesimo, son deter-
minanti per lo studio della dinamica di fasci di ehertroni accelerati in anelli di

i A
possa essere esteso in modo da includere gli effenti precedentemente menzionati.

Un tipico esempia di equazione diffusiva & quella del calore, che pud essere
espressa come il seguente problema di Cauchy

afix, 1) = i,
fix, 01 = gix).

m
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La solusione della (1) pud essere ovenuea uilizzando una semplice trasfor-
mata i Gauss, owvero

fix, 0= -U...[np [ ] gl dE, 10, @

La prova di validith della (2) come soluzione della (1} ¢ relativamentc ba-
nale. Cionenostante, riteniamo opportuno, per una migliore comprensione deghi
angomenii che seguono, darne una dimostrazione, ricorrendo al formalismo del-
Yoperatare di cvolurione, di cui si fa largo uso in meccanica quantistica. Luti-
lizzo di wale metodo & ginstificato dal fuo che esso supgerisce i
difficilmente inwibili con metodi piis convenzionali ¢ che s e
natursle la solusione di equaxioni significativamente piis complicare: dellu (1),
Inroduciamo pertanto Toperatore di evoluzione associaio all'eq. (1)

Ut = 3
la cui soluzione formale pud essere scrivta. come
fix, = Ole) - plx) (4
il problema & ora quello di specificare come Foperatore (3) agisca sulla funzione
K(xt. Consideriamo, pertanto, le ben note relarioni

vo 1 F e
e f € d ]
7l
i) = sx 42 (6}
La prima o permette di nscrivere formalmente Foperatore di evoluziane
come
tr(.)=%1=""""-m m
che unitamente alla (6) fornisce la relazione

0w ,r:):v_}_je‘,:wz.v’.";;.a. @
® i

Ia quale, dopo un appropriato cambiamento di variabili, rende conta dell'equa-
rione (2).
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£ evidente che il muolo fondamentale nella soluzione della (1) & Putilizzo
delfoperatore di shift (6. Riguardo a questo punto, & sto recentcmentc dimo-
strato che opermtori esponcruiali del tipo ¢ possano essere ridor ad opera-
mammm E pertanto chisr che Vutilizzo del metodo che ha per-
messo 1a soluzione della (1) pud fomire quello della forma generalizaata

2fe1) = (rlx) - 2,)" e, 1)
o
filx, 0) = glx).
dove 1 & una generica funzione di x. Sebbene il problema della sohuzione della (1)
possa essere considerato in termini generali, discuteremo alcuni casi particolare
che pi spesso ticorrono nello studio di problemi fisici.
Nel cwso tlx) =, potremo introdurre Poperatare di evoluzione
0=
che unitamente alla relazione operatoriale
g =ste x) an

«ed alla (5) permette di scrivere la soluzione delln equazione corrispondente come:

o “Tll_'ll' SV a2
A

La soluzione (12) puoummﬁmummhummdic;-—m
sispondente all'operatore (x0,Y, E cvidente che la (12} ha senso solo se ins
grale, che ivi compare, uuumgnNdhﬁvlmlmnlnnpmnmpldl
whmllmpidlvmwd{ﬁ’emdfmwmhml{!(

afx.t) = (Aplxid, )ik, v,
f{x, 0) = gix),
e quali nel caso plx) =" possono essere formalmente riswlte come

e, e S ),




Luilizzo delle identita (11) ¢ (12) permeniono infine di scrivere

ﬂx.li-vlrje',lﬁzﬂw'—ﬂ—d: s

ed in figura 2 viene mostrata Pevoluzione di una distribuzione inizislmente gaus-
siana sopgetta ad un processo diffusivo di tipo (13).

Risulta evidente che il metodo delle trasformate generalizzre pub cosituire
umi tecnica piuttosto efficiente per lo studio di classi molto generali di equariont
di Fokker-Planck ¢ dei relativi problemi fisici. Mostreremo nel seguito come
d;mmeemmmpmofwu»d’smdluluﬂnmwidnﬂldﬂ
sioni a classi di problemi difficlmente trattabili con teeniche




Fig. 2 Grafico s tempi divers dels sokuzione della ez (1) con gls) Gaussana ¢ 0 2,

2. GENERALIZZATIONT DFL NETODO.
?dnu:h:lbmm-kummpl&m & opportuno presentare ulreriori ele-
menti a complemento della tecnica delle trasformate discussa nel precedente
Consideriamo, pertanio, Immhddhwzqmmdl}'m
Planck di tipo diffusive dispersivo
&ffv, 10 = @ + Efv. ).
1,01 =giv),
1a cui soluzione pub essere formalmente seritta come

) = el g, an

La forma di queso o operatore espanendiale & pil complican di quele
Bt i e st st oo ek
operstori dliferensiali non commutant fra loro. Allo scopo i scrivere Topera-
tore di evoluzione della (13) come prodoun di due a pi e . introdu
ciamo gli operutori

A=rd

L=reivd)
¢ notiamo che soddisfano la relazione di commurazione
[At]=mi
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Possiama pestanto uilizzare la seguente identitd di dissccoppismento (41

ehfa -e 201

e sfruttare le identith (1) ¢ (8) in modo da scrivere la soluzione esplicita dells
(13) come

-
Ste) = (>

Le figure (3) mostrano Ievoluzione .i una distrburione inizalmente Gaus-
sas mggeﬂn ad un processo regolato dalla equazione (16), il cui significato
P Sy pnmifn relitivo alle spplicusioad Balche,

Gli csempi discussi finors riguardano soluzioni esatre; che sono esempi piut-
tosto rari tra i casi di equazioni di Fokker-Planck, comunemente incontrani nel-
Vanalisi di problemi fisici. Mostreremo oz, come i metodi precedentemente espo-
sti, possano essere udlizati per la ricerca di soluzioni approssimate,

Consideriamo pertanto l'squazione

&t 1) = (O it 1),
@
Hw 0) = giv).

Schbenc questa non ricords un'equazione del calore generalizzata, possiamo
uilizzare Videntith

2, =300,
« scrivere b soluzione formale della (19) come

Ry, = ekl gy 9

Ln:rebigiore. presedentc presents. alciin: dilfcolil ittitsecha: pec ln ficerca
di una forma disaceoppiata delfoperatore di evolusione (3], dovremo pertanta
accontentarci di forme approssimate che permettano. di otenere algoritmi di cal-




Fi. 3. 4 G dell sl el spurons (13 1 tempi dca con 1) G ¢
c=031) 1m02) (=033} iml, b} come Ja) pero=2

colo efficient per soluzioni numeriche. Consideriamo dunque il cosidderte meto-
do dells decomposizione simmetrica degli opesatar esponenziali, ovvero (5]

el el s o) a6

Dove | ed O sono generici operatori, senza una struteurs algebriea che per-
mesta di esprimere mmm:tlmu{madm della (26), come prodonia
finito di operatori e Risulta ovvio che ln decomposiziane (26) & accu-
mn»hn"odm:f?mmmhppiuuwddwmduxnmmivdr
da solo per piccoli intervalli

Tnmhmmnwﬁmemmhmmmmmwné
cvoluzione, relaciva alla cquazione (23) ¢ valida per piccoli intervalli temporali,
che saranno denoti con 8,

ey = e 30 et @n

1l primo problema du risolvere ¢ quello relativo all'szione dell'operatore espo-

nenziale, contenente (v"’a;‘ sulla funzione iniziale. A rale scopo wrilizziamo 1.

dentita operatoriale (1] & Em VX +3T che o permette di sabilire la
corrispondente trasforman di

e L zr’;([v'm J%-D s
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La succsi applicaions lsecando opertne ¢ plrcso semplice, men-
tre quella del terzo segue dalla (28). E evidente che, poiché

00 = [Ois)], @

se 8 =t/n, la procedura pud essere iterata in mode da ottencre soluzont valide
per un maggiors intervallo temporale (& altrest evidente che in questo caso Ter
rore di approssimarione diventa n . 81).

Le considerazioni ¢ gl esempi precedenti permettono di- affrontare equa-
zioni di Fokker-Planck ricorrenti in problem: fisici come mostreremo nei para-
gl shcceisivl

3. SOLUZIONE. DELUEQUAZIONE. Bl FORKER-PLANCE FER ANELLY DE ACCUMULAZIONE.

Tomiamo ora alla solugone dell'equarione (13} relativa, come pid detto, a
processi di tipn diffusivo-dissipativo, un esempio {n tal senso & quello fornito dalla
dinamica di un fascio di elettroni in moto in un anello di accumulazione [2]. La
parte dissipativa del processo & legma alla emissione di rdiazione di sincrotrone
el magneti curvanti mentre quells diffusiva & associuta ol ariscaldamentos
indosto dalla natura quantistica di wle radiazione, Je carmeristiche intrinseche del
fascio di elestroni sono dovui ad une condisione di equilibio tra i duc cfferri,
E peruante molte istruttive considerare la soluzione (21), specializzata al caso di
distribuzione Gaussiana iniziale, ovvera

N

= 30}

i
Vi Vo'+2:5m.¢"

& evidente che la distrbuzione rimane Gaussiana &ttt § tempi, con dispersione
2= Vi - L 1

Possiimo concludere che per 0= 1, la distribuzione & di equilibrio, mentre
per o# 1, la distribuzione tende verso i condizione di equilibrio, Per 0> 1 &
dominante il processo di dissipaxione, mentre per o < 1 quello di diffusione. Le
caraneristiche di equilibrio del fascio vengono. o Alen: narurali

Alla Juce di questa analisi risulia pin chiaro il significato delle figure (3),
Come & giusto anendersi, il processo ¢ h&nlmnm&umhm
sima_ configurasione stazionacia, qualsissi sia la dissbugione iniziale {si veda ln
figura (4),




Bisoyna tenese presente che Tesempio teté discusso, tiene conto di un
sspetto moto parcile dells dinsmica longinudinale di un fascio di lerroni in
anello di sceumulazione. Lequazione di Fokder Planck che include ulteriori ef-
fer & del tipa

Qilmvul-[iva,—p{alé.li%-(va.N?f)i%]-ﬁ)bv-ll.

.00 = gix, vl
operatore a destra della (32) & composto da due parti
L=+3, -plxid,.

D--:--{a,u.f,)

Loperatore D tiene conro del gi discuso effeno dispersivo.dissipativo, men:

rispettivamente,
fracisnonmpes s oy i e
damping dell'accelcratore (2] Una soluzione csatta dell'equazione (33) & limitata
4 casi in cui ple) & uns funzione lincare di x. ossia quando si considers solo la
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parte quadratics del poensiale associato alls radiofrequenza fsi vedano il rifer-
mento [6]). Nel exso in cui, come spesso accade, vanno inglobati § conribut
non lincari, il problema. pub essese risalto urilizzando metod] approssimati, del
tipo descritio nel paragrafo precedente.

Possiamo pertanto scrivere la soluzione a piccoli tempi come seguc

fix, v, 0) an eb® M H P iy . 64

Per quanto conceme lapplicazione del primo operatore esponenziale, & pos:

sibile urilizzare Iidentita (21), mentre Lazione dell’'operatore contenente la parte
Liouvillians poteh essere specificata tenendo conto che

[0 i v = i v,

K;'Xml‘!’—\hn’l’(‘-n'l’—| ‘;‘

¥a® Yus +p(r-.x+y.4%)-6..

Ola) =,

Essendo 'ultime operatare uguale al primo si potri riapplicare l'identiti (21).
Literazione della procedura fornisce un efficiente algositmo di calcolo per otse-

nere Ia soluzione di equazioni del tipo (33). Esempi di cvoluzione con differenti
potenziali di radiofrequenza sono dari nelle figure (3, 61. E evidente che quando
+i includono cHierti non lineari, il sistema tende ad una distribuzione di equili-
brio significativamente diversa da una Gaussiana.

4. CONSIDERAZION! CONCLUSIVE,

plmp‘nﬁp&«dﬁuﬁiwsmmlmlhlmdmdmmvﬂw
I di evoluzione ¢ ipo algebrico, for.
nmnwmm&mﬂm‘hdﬁwhn\d-dxwdw
Planck. Abbiamo perd considerata soltunto casi in cui l'operatore di Fokker-
Planck non fosse dipendente dal tempo. La tecnica proposta & sbbastanza gene-
rale da essere estendibile i casi in cul Vequazione proposta contenga tesmini
caplicitamentc dipendenti dal tempo. Consideriamo pertanto la generalizzazione
della (16), ovvero

28611 = ale) - &2Hv, 1) 4 ble) - Bty 0




T 3. Curve di livello & tenmpi divesi velsive alls dissbuzione f(x ), pix) = x € S= 1.1
inaziale gaussiana con 9, =q, = 0.5,
ai=0, b=l =2 dired




Fig. 6. Come i Figara 3), per plx) = =-1/6 %' c0, =05, 0, = 03,
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dove alt) ¢ bit) sono fumzioni continue non singolari del tcmpo. Anche in
questo caso & poasibile wilizzare le tecniche relarive alloperatore di cvoluzione:
ponendo infani

Oy = vt on

ed utilizzando il fatto che [&,dx]=2. &, & facile dimostrare che le fungioni
(5. h) soddisfana le seguenti equazioni differenziali

%I(ﬂf}-%hlﬂ s =ald, s(01=0
ihmn'ﬂﬂl B0 =0.
& 3

E pertanto chiaro che, assumendo fiv. 01 = glv}, 5i perviene alla soluzione
del problema nella forma

N .
) S ( _) ). o9
0= exp o Ble™ g)-ds

el

Abbiumo fatto anche notre che spesso si incontrano probleati in cul ls
parte diffusiva dell operstore di Tekker-Planck non abbia la semplice forma data
nella equazions (32}, ma che coinvolga espressioni del tipo D+ dove

D=aFwa, o)

con Flv) funzione definita positiva, continua ¢ priva di singolarit. Nel caso ge-
nerale, ovvera nel caso in cui Fiv) non sia semplicemente una funzione lincare,
risulta conveniente riscrivere D come segue

D= R+ (VEWIf, Ril=-LoF) “n

Dal punto di vists fisico, Naver diviso I'operatore nells forma precedente si-
snifica avere esplicitato il termine. con la decivata prima, che pud essere visto
come un ulteriore contribuco, alla parte dissipativa del processo di evoluzione.
1 il e cpctci i rdee A T ko W S A o,
tibuto diffusivo generalizzate, che pub essere teatto utlizzando I metodo dells
trusformata generalizzata.




4 2

Fig. 7. Come in Figura 5 con il contributo dells intecaziope FIL, per §= 1.1, 0, =0, = 1, W= 03,
abv=0, Baml, ee=d, dis=)
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Le considerazion precedenti si applicano alla tratrazione di amplificatori
aLaser ad Elettroni Liberi (FEL) in ancllo di accumulazione. In questo exso la
dinamica longitudinale del fascio di eleftroni viene influcnzata, non solo dai <on-
tributi dissipativo-dispersivo convenzionali, ma da ulterior termini dovuti alla
diffusione indotta dalls interazione FEL (7). Enteando nello spesifica notiamo
che il termine aggiuntivo D pub essere scritto come

“2)

dove W & legato alla potenza del luser © , & una costante associara alla disper-
sione naturale di energin del fascio di clettroni.

Nella figura 7) & stata riportara levoluzione dello spazio delle fisi loagit-
dinale di un fascio di clettoni di un anello di accumulazione soggerto ad una
interarione di tipo FEL. Si & assunta, come distelbuzione inixiale quella narurale,
cio quella di equilibrio in asenza di intcrazione FEL, ¢ sono statl inclusi solo
1 conuibuti lincari dl termine di rudio frequenza. Lo spasio dellc fasi & inical-

Iunubl anche ls componente x tende a crescere ¢ Tefferto di carrelario

a sparire. La configurazionc finale ¢ quella di una Gaussinna simmetrica. 11 niclo
piocato dall corteluzions energin-posirions & qucllo di swociare all dispersione
i energia indotta Vallungamento el paccheno di eletroni (per herori discus-
sioni si veda il riferimento [8]).

La tecnica di analisi che sbbiamo testé descritta ha fornito non solo un effi-
ciente metode di calcolo per processi diffustvo-dissipative complessi, di cui l'a-
nello di accumulazione & solo un esempio, ma anche uno strumento che, grazic
.!I.mn-unumduh:.pnrmnﬂd’ilegllﬂpmdmmmmeln fisica dei pro-
cessi in gioco.
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