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GIORGIO LETTA - LUCA PRATELLI(*)

" Le théoréme de Skorohod pour des fois de Radon
sur un espace métrisable(**)

— On donne une démonstration démentite
d dans e cas dunc suite de lois dc Radon sur un sapuce meabsable gocleonque,

1l teorema di Skorobod per leggi di Radon

su uno spazio metrizzabile

Sutero. — Si espone del di Sko-
wmmnﬁk‘d&ﬁﬁnmnnwﬂmwmnﬂg

0. - bmopucmon

L théoréme de représentation de Skorohod [9] peut &tre énoncé de ls manjére

|)‘r‘-m Sir o expace polowats E soient y wne los de Radon et (i, ) e site
Radon, drvitemient vers i,
>mm.ﬂmmmmwm&em&ﬁmm
X.., 3 valewrs dars E et de lois i, 1, , de telle maniére que lo suie (X, ) converge presgue
ewent vers X.

Rappelosts aussi que, duns le cas ot 'espace E coincide avec R, ls démonstration du.
me de Skorohod peut s'obtenir de maniére tout & fait éémentaire en utdisant les
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inverses généralisées {au sens de Paul Lévy) des fonctions de répartition des lois j e,
wur par ex., [1[61).

Le théortme de Skorohod a ¢ié généralisé o1 perfectionné par plmlmnlulmn
(131, (101, {4], [5), [8]). Ces généralisations entrainent notmment le résultat suivant
m(&)&mﬂﬂ:nmrmlwﬁ:wEumwm
nais par Phypothése, plus générale, que £ ext un espace métrisable quelconque. Dans la
présenie Note, nous proposons, pour ¢ dernber résultat, une démonstration irés sim.
ple, qui consiste & se ramener, 4 Paide d'un petic lemme topologique, au cas éémental.
re de la droite réelle.

1. - Défvivmions er sapess

§i E est un expace topologiqus séparé, une lof de Radon sur E est e mesure de
probablisé 1, sur ln tribu borelicnne de E, telle que tout ensemble borelien B contienne
un ensemble H a-compact (ie. réunion dénombrable d'ensembles compacts) avec

il
Bﬁnlrﬁmﬂ!ﬂun:h&kﬂhnymﬁnmme(ﬂ ) de lois de Radon sur £, on
dit que (u,) converge éitement vers it si la

wAUY € lim inf e, (L)

a liew pour tout ensemble owvert U de £

‘Dans toute la site, nous désignerons par (2, &, P) Fespace probabilist obtena en
mnumlmltwikmﬂ}ﬂ.l[deu:ﬁmbmbm e de la resriction, a cette tri-
bu, de la mesure de Lebesgue sur

Afmdlbtég:rhsmﬂwhniudenmmmm 1 nous sera ule Ia locution
suivanie:

(14) Deranrion: On dit que I'espoce tapologique sépuré E posstds I propriéed de
Sorabed 8, pour toute loi de Radon u sur E ¢t toute sulte (3] de lois de Radon sur E,
convergeant éroltement vers 4, an peut deéfini, sur I'espace probabilisé (2, 4, P) in-
troduit ci-dessus, des variables aléatoires X, X, a valeurs dans E et de lois g, . de
telle maniére que Ia suite (X, ) converge presque sirement vers X.

A Tide de cette locurion, le résulta: & démotre peut étre énonoé sous la forme
savante:

1.2) Tukonises: Toor expoce mémisable powide la propriéeé de Skarobod.

Avant de démontrer ce résultat, nous expliciterons tout d'abord quelques conse-
quences immédates de ln définition (1.1), & savoir:
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| Provosrmon: St E un epace topologique wpant.
¢ E passide la proprigé de Skorabod, il en est de méme de tout expace boméo-
E

1 E praside la propriteé de Skorsbod, il en et de nséme de tont sous-espace bord-

e} Pour que E passéde la proprisé de Skombod, il suffit que toute loi de Radon sur
purtée par m sous espace booélien de E possédant [ propriéeé de Skorobod.

sranmon: Liassertion (a) est évidente.
as lassertion (b1, Soit dane E, un sous-espace boeelien de & (cest-dire
boréticnne de E). Etam données, sur E;,

par p (resp. 1, ) Vimage de & {resp. 1] par Uinjection canonique de E; dans
n voir alors aisément que (a1, ) st une suite de lois de Radon sur E, comvergeant
vers . Tl existe danc des variables aléaroires X, X, avec les propriéeés dé.
(1.1). Fixons un élément x de Eq et désignons par X' la vasiable aléusoire, i
dans E, e de Joi 4, thﬂn:d:anwl:mﬂc‘X(Cn}zlmhm
x uilleurs. Diéfinissons de manitre analogue ln variable aléaroire X, de loi 4,
(nlmmmumumx i B G S
la propeicté de
mw!mirl Suppasons donc. que Fespace E vésifie la
o énoncée dans (¢). Considérons une loi de Radon e sur E et une suite (u, ) de
de Radan sur E, convergeant éttoftement vers . Soit ¥ une loi de Radon sur £ telle
T loi 4, ainsi que chacune des lois . , sait absolument continue par rapport & v. 11
cate, d'aprés hypothise, mmbﬂﬁmE,deﬁmﬂmh]dvuw
thammuwu.y.mmmm&mw
plrmmmllluimlmrﬂlmudtﬁn des lois de Radon 4, 4, sur Eq, Fn ou-
Ia suite (4, ) converge étroitement vers A. 1l en sésulte (puisque E, posside la pro-
i wsédushmhnd:m-npmdg&n sur Pespace (2, 2, P), des variables sléstoires
X, X... a valewrs dans E, et de lois 4, 4, de telle maniére que la suite (X, ) converge
presque sirement vers X. I est clair que X et X, peuvent éure considérées aussi comme
-bwnﬂu-uuobwndcmdmsﬁ elles admestent alors comme lois y1 ez 1, re-
On voit donc que Pespice B posséde la proprieté de Skorohod,

(14) Ressamauiz Pour que Fespace E posséde la progriéeé de Skorohod, i est év-
demment nécessaire qu'il posséde la propriété suivante:

(1.5) Pt toute loi de Radon u sur E, il cxiste, ur Lespace probubilsé (8, @, P), une
sariable aldoioire X i valeurs dans E et de loi g
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O, le fui que la eribs €1 posséde un systéme dénombrable de générateurs entralne
que, si l'espace £ n'est pas miétrisable, la propriété (1.5) n'est pas forcément sérifiée,
On peut méme exhiber un exemple d'espace compascr [ (non meétrisable) pont beque Iy
propriéeé en question s pas lie. 1 sulft pour cels de prendre comme espace £ un co-
be de la forme [0, 17, ol est un ensemble non dénombrable: si 4 est une loi de Ra.
dan sur [0, 17, qui ne soit pas dégénérée, et si s désigne Tumique loi de Radon sur £

t bes: projections canoniques £, indépendantes et de méme loi 4, alocs il n'existe
aucune variable aléstoire sur (2, ¢, P) admetant s comme loi. En effet, si X éait unc
telle variable aléatore, alors les variables aléatoires réelics X, = § o X scraient indépen-
dantes ex de mime Joi 4, de satte que, duns l'espace normé L (P), tous les couples
(X, X,) avee § # auraient une méme distance sirictement positive, ce qui serait ¢n
contradiction avee bn séparsbiiité de L' (P).

2 - Un e fassentame

(201 Lusasa: Soit v sme- loé de Redon sur um expace compact métnisable E. On peut
alors comtnsie une ifection borelionse f de E sur un wutespace de ., telle que Lensenable
ke poins de discontimuité de f ot niégligeoble pour la loi v et que la hijection récipregue
de f wir contimic.

Disonsmanios: Lapplication de {0, li"muquamlmmte, »ede

{0, 1}* associc le nombre réc] Z 37§, est injective ¢t continue. Par mnstquem.
Fespecs compact {0, 1) est homéomorphe i un sous-crpace de R. Tufic donc de
d&mmllémuq»e I'dnobl-emlle(l.llenytempho-nﬂpr{u T

wpﬂlcped:ﬁ mhxwmhné:wun:ml:m,),wdrbmhimdelli 4)
dont chacune ait une frontiére néglipeable pour la loi . Désignons paz  la fonction in-
dicatrice de B, et posons, pour tout élement x de E,

S = ()l -

Ondéﬁnimum:-ppﬁumnbmdnm:fd:ﬁdmu{ﬂ 11, dont Fensemble des
paints de discontinuieé est lu réunion des fronciéres des boules B, Pubsque ces boules
séparent les poiins de B, Iapplication f extinkective, de sorte qu'clle peut éure considé-
rée comme une bifection de E sur le sousespace £E) de {0, 1}, Tl reste &

que lu bijeetion réciproque est continue. A cet effet, étant domnée une suite (f(x,))
d'éléments de AE), convergeant vers un élément £ (x) de /(E), prouvons que la suite
{2, ) admet aucune valeur d'sdhérence distincte de x. Soit y une vleur d'adhérence
de (x,). On n alors, pour tout indice 5,

Sl =Tim (%) 2/ 0
fod la dermitre inégalité est due au fair que la foncrion 7, est semicontinue inféricure-
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D'autre part, puisque Vespace E est séparé, la relation
fitx) 2fly)  pour tout
=x. L'assertion est donc démonirée.

- Dénonstuanos pi L veoPETE DE SKOROHOD
POUM 2N FSPACE METRISANLE QUELEONQUE

nous proposons maintenant de démonirer ke théortme de Skorohod, pour
e Radon sur un espace métrisable £ quelconque, en le rmenant an cas éé-
i l'espuce E coincide avee R, En d'sutres termes, nous nous proposans de
e fuit que la propriéte de Skorohod est valable pour tout espace métrisable du
‘ellc st valable pour R. Grice & (1.3), il suffira pour cela de démontrer le résul-

| (3.1) Tactoutne: Soit v une foi de Radon suir un cipace métrisable -
Alors v et portée par sn sourespace de E Soméomorphe d 1m sons cipace o-campact

Desossmramon: La loi v est portée par un sous-cspace fermé de £ possédant une

&nnmum borélien) d'un espuce métrisable compact E {sois [2], p. 40).
par ¥ Iimage de ¥ par l'injection canomique de E dans E.

ous désignerons
,wl.q.m:ukm-(znn on voit qul existe une bijection f de  sur un sous-
dr&wﬂ:whwdnfnlmnmeﬂqmleﬂmuebm

sous-espece de R, on voit que H ot
R.
Le théoréme est winsi démontré.
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