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0. « Nomanons &7 ravreLs

Pou les relations de comparaison entre suites de nombres téels, nous wiliserons la
 notation de Hlrdy, qui consiste & écrire , < &, au lieu de.s, = (6, ) (eta, < &, uulicu
de s, = O(h,)). Comme dhabitude, P désignera Iensemble des nombres premicrs, ct
(x) (pour tout nombre réel x 2 1) le cardinal de Pensemble P 11 [1,x). 1 est bien

" conau (voir [1]) que Fon a (lorsque 5 tend vers +@)

0.1 A} ~xllogx)™" .

(*) Indirizso dell Auteice: Dipartimento & Matematica, via Buonsrroti 2, 1:56127 Pisa.
(++) Memar presentaca i 30 maggio 1997 da Giorgio: Letta, uno- dei L.
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Le terme mesure seru employé comime symonyme de smesure positive et o-finie sur R,
concentrée sur N* et de masse tomle infinies. Si 4 st une telle mesure, on
posern
Eutn) =il 1,200,
En outre, pour toute partic A de N*, on désigners par 8, (4) I pr-dowsité infénieure de
A définic par
B 04 = lim ik (Fy ()™ sl A O L1, 00) s
De méme, on désigners par &, (A) ln jodemsité spéricure de A, définie de maniére ana-
logue. Lorsque ces deux nombres coincident, leur valeur commune scra appeléc ln
jirdensité de A. (On dira alors que A sdmet une p-densiné.)
Le résultat élémentaire suivant est bien connu (voir [2, Th. 8.2]):
10.2) Provosmmion: §i le partic A de N* w'est wi fine ni de complémentaire fini, on
pesit s epmésenter (de manidre uniguc) soos la forme

(0.3} A=Ntn U Gl

ot p,),(q,) sont det suites d'entiers, ssec 1% p, <q, < po., pour tont w. On a

09 i) =t £, 0 Ehatg) - B,

03) B0 = im sup (0.1~ 3, 1F ) < 0.
lehnl-welmr-ﬂ=l-m-= E £, fresp, 2 e.), ln uedensitt est

ugel&: lqmsmqm mlmueymhm

s.uq E,. 'z:hgduﬁawaehmﬂm(whp
jue) eondstionmelie & P. A propos de ces densiés conditionnelles, on trouve dans

B]kmmmwm(mlsmmnsuﬂnﬂlldem?

10.6) Etant domée une partie A de N* représemée sons fa forme (0.3), on suppase qu'il
e s couple @, ) de nombres réels, avec 0 < g < 0 < |, tel que Low ail 4, -, = 04,
P g, pour iont w asiee goand. Alors:

(@) Lo demsite arithmitique inféricure (resp. supénisare) de A coincide avec la dewsi-
4 arithasétique inferieure (vesp. supéricure) de A conditionmelic & P

(b) Liensemble A admet wne dewsté logaritbmigus, sing qu'une densité loga-
ritbamique conditionnelle d P, er les valeurs de ces desec dewsités sont les ménes.




b résultats du présent anticle perm de justifier, pour une classe d'ensem-
iﬂmpplmln‘equ:ulemmd&kduulﬂ.&!(wt“ﬂ (4.51), be fait que
onn par rapport & P e modific pas les densirés infé.
anmimmmhdmmwmhmuu

1.+ Uss corrione GEMERAL POUR LA COMPARAISON DE DEUX GENSTTES
hﬂmhtéumnﬁnqﬁmﬂfmnkmmmhdpcmm:d‘wk
ence de deux densités sur unc partic donnée de N*.

fm; ‘T On se dowse un conple , v de mesanes ot ne panic A de ', e
Jous la forme (0.3). On sppose que I dewce condiiony

{a) Ftp,) ~ Fyip, ).

{6) Fulq.,) = Falp.) ~ F.(g.) — F,(p).

2 mawmm supérieure) de A colivcide avec la v-densité infévicure
p. supérieure) de

Oceupons nous des dentités inférieures. Grice i b syméurie des

Dimossmumion:
obles des deus meses , v, i suffirs de prouver Ninégalité 8,(A) € 8, (A), A cct cf.
fet, fivons ¢ > 0. On & alors, en vertu de (3),

Elg) = B, (p) €11+ elBolg) - Folp )

pour tout entier / asscz grand. Il en résulte, geice & (0.4) et & la relaton
ulprsa) = =,

BulAYE 11+ e) liminf (F,(p.. )" EZILF.LanF.h-ﬂ-

T vervude (a), on peut remplacer, au deusiéme membre de cette inégalit, F, (5, )
~ por Fofp). On wouve ainsi (en appliquant (0.4) & Ia mesure v)
Su (A} = (1 + 8] 8, 14).
.Céwmcrmmdnmﬁcmmdm
On raisanne de manitre analogue pour les densités supéricures. Il suffit pour ccla
impluyw!(l!) sprés vt rmarqué que s seaions (4 et (4) en ank e el
ente suites de ‘par addition, ln
uhdoni-'(i.!— Folga)

Nous ous propesans muintenamt d'cxaminer dewx cas particuliers intéressanss
dans lesquels on peut appliquer le critére qu'on vient de démantrer.
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2. - Proowrkoe apcaTIon
(2.1) Toalomiown: Comidéroms lex dews mesures p1, v défimices par
u-‘a(b‘n)"e,, v!.gpt_‘

Buant donnde wne partic A de N*, repnéionsée soics la forme (0.3), suppasoms gue Lon it

.
22 xiq.)-:!l,n.)v-]ﬂngx)"dz.
y

Lex conditions (a), b} de (1.1 sont alors romplicr. Par comséguuent, la jt demsité infériesire:
(resp, supéricure) de A coimcide avec la vdensité fufécieure \vesp. wpérieure) de A

Demonsanos: OnaF, (n) ~ n(log #1~" = F, {n), de sorte que ln condition (s} de
{1.1) est remphie de maniére évidente. Pour achever 1a démoastration, posons
23 i'.-]fhsx]" dx
S
< remarquans que lon @
Fulg) -Fp) =L +n,

avee 0% 7. € (logp )™ Il en résulie

Fulg) = Fup.) ~ 1. ~mig.) = wip.) ~ Fuolga) = Fulp.).
de sarte que la condition (5) de (1.1) est également remplic.

Le théoréme suivant peat faciliter, dans la pratique; I'application du résukat précé-
dent. En effet, des conditions figurant dans son énance, chacune des irois premitres est
uffsarte, tandis que Ta domitre est péemie, pour que la condition (2.2) soit rempbe.

(2.4) Tobomine: Etant dowés une portie A de N, représcntée s la forme (0.3), &
an entier m =2, couridérons les conditions suivantes:

16) 1 <l guipa ).
() q.og 9.~ <q. ~p..
~
e) gullog g, ) < [ logx)"" d.
LS
) .r(g.:wav,)-]'ﬂu:r'&

(e) Uogp,)' ™" < g, = pu pomr tout £0,
On & alors ()= (5} =5 (e) == (d) = (e).




{a)=s (b
Elle entraine

allogg,) "V <q, € =py
(b= c) Cents implication résulte sussitdn de Vindgalie émentaire

=~ pMlog gu) & [ o)~ e,
»

Aeh==(d) Rappelons que e a
m)-]’cwn"&ﬂ{al aves plx) < silog.x) ™™
i

P [ Lemma 261 I en résule
i g~ alp) =L+ glan) — elpa)
défini par (2.3) et od les termes (g, ), olp, ) vérifient, sous Ihypothise (e}, les

elg) < q.log )™ <L,
@t} <pllogp,) ™™ < qullop g, )™ <L
ﬁuuzﬂ ces relavions entrainent 'équivalence désirée:
alg,)-=ip )~ I

 {d}=>(e) En raisonnant par Fabsurde, supjx ), ln con-
dition (¢} ne soit pas remplie, nm{dnqu'i:ﬂn:un-mhmnde>ﬂ=m5h=
& plus fin que le filre de Frécher, suivant lequel on ait
b S logp .
/On a alors, sivant ee fitre, p, ~g. et par conséguent
alga) = xlp) ~ 1= g, — pu)logp,) ™" < lgs —p Wlog )1 €1,

Il en résulte que Ia suite d'entiess (¥(g, ) — rip, )} converge vers 0 suivant & En d'su-
3 est adéfinitivement “n.-(-.mqu-mmimm

La relation peécédente montre alors

b
m[ﬂmmdnmhm&l-n::”}.ﬁquiﬁm
st ainsi complétement démontré.
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2.6) Remangue: Dans le théoreme précédent, ks conditions (), (e) ne sont pas
équivalentes, <n général. Pour le vair, 1l suffit de prendre

4.=A+l'§bu.]-

- Drumimes aprucaTION,
(3.0) Tustontae: Cousidérans les dews meswres 1, v definies par
2 Vloglogn ~log logln = D)e,,  v= X n e,
Etant donnée une partic A de N, reprézentée sous le forme (0.3), supporons que les suites
:p,). (g ) vémfient Jo relation (2.2),
Les conditions (a), (b} de (1,11 sond alors revsplies. Par consiques, la ye-densie infe-
rieure (resp. supéricuire} de A comctde wvec s vdemrité inféricure {resp. supéricare) de A.

Disonseanon: OnaF,(n) ~ log log n — F, (w), de sorte que la condition (4) de
(1.1 |).-.=np1-:lcm m?wrmwmhmnﬂm!’km
. pasans
lebsn"& log log g, — log log p. = Fula.) = Eu(p.).
P
&t prouvons que Fon &
Fog) =Fp ) ~],
o, e qui revient au méme, #({p,, ¢.1) = .. A cet effet, remarquons que la formule
(2.8} de [3] permet d'éerire
-
Wouraul) = 2la ot = alp)p + [ o e,
.

En outre, grice a (0.1, on @

5 -
[atxtde = [ilogx) =,
¥ "

1 suffit done de prowver la relation suivante:
[i2]) g des = atp ot <.
Nous prouserans que eecte relasion a fiew sufeant tour ulssafilre plos fin que le filire de
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M&mmdmuc:mwmﬂﬁnkm
y dans la suite de | démonsiration sait & entendre ssuivant i
s d'abard p, ~ .. Grice wy théoréme des accroissements finis, on 4 lors
notation (2.3))
Jo=pl L~ (plog ) g, — ).
‘maintenant ke peeaticr membre de (3.2) sous la forme a, + by, avec
ay=aleda! —ale et bo=alg )t - aipipst
slots de prouser que on ~Jor b~ ], La desxiemne de ces relations ré-
aussitdt de (3.3) et de Mhypothise (2.2). Pour prouver Patee relation, il suffit de
que lon &
7lg) ~gullog 4,07 ~ g, (log p. )"
conséquent, grice & (33),
a=gullogg) e ' —p ') = o bog ) =)~ ~ .
 Supposons maintenant p, = .. C'est-a-dire
¢ 1€ bogla.n).

Presier cas: log g, = logp,. Dams e cas, la fimitc (suvant 1) dur rapport
3 I&gnflq_n.u-penzmu Auumemdt Ia limite du logarithme de ce rappont
et surictement positive. On a donc

llog ¢,)™" % (log p, )™ < 1 < logllog 4,/ bogp,) =], .
Par conséquent, les termes iz, )4, ', @(p, )p, ' (qui sont respectivement dquivalents
(In.m-‘nubu,lflmm sables devant J. . de sore que la relation (3.2)

 Desnénre cas: bog g, —log p,. Dans ce cas, la relution (3.4) permet d'écrire
(oga,)™" ~ (logp.)" < llog p, )" loglg,/p.) = log gu/log p, — 1~

~logllog 4. /logp,} =1, .
On weit donc que la relation (3.2) st waic en tout cos; of cola achéve ln
démonsiration.

4, - COMPARAISON AVEC DIES RESULTATS ANTERDCURS.

Nous nous proposons mainienant de monirer que les théoremes des sections
phﬂmqmmdﬂmduwd:DlAm:Mmmmm
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par démontrer le théortme suivant, qui manre que la densité associée & la mesue
I de ) canide en fit, avec la densié arithraétique.

(4.3) Tronia: Soit w comme dans (2.1). La prdensité et alors indiscemable de ta
densitd aritbimdtine, ds sens sictsnts poss toule fonction | postéve et bornée e N* , ley
dew swites (a, ), (b, ) defimics par

w=nt B, b= B0 S 08 g
omt les méwoes oalesrs J'adhénence.

Disionisteamion: Sans diminuer ba généralisd, on posa supposer /4 valeurs dans
[0, 1]. Remarquons que la relation élémentaire

Faln) =~ [umr'd«wmprl
b

b.-s"loqnli,ﬂﬂﬂnnkl“.
Fixons un ultrafilire 12 sur N*, phus fin que le filtre de Fréchet. 11 suffirn alors de prou.
ver que Tom lm a, = i b (s lmites étamt priscs suvane 1), A cereff, éant don-
né un nombre s sukisken. comns entre 0, ¢t L, somarguons quo Poa &

S an g n

# g, FUlog k17 & G 21 Mg =l .

Ces relations impliquent

32) fo=lipn  E fu,
reini

“3) Imb=lma g fUkiogki .
ey

On o, dasre par,

ik sn-tlgas 3 fibMleghis
) e e =rpan

entlopallog L0l B A= ahe




sesulie, grice aux relations (4.2), (43),
lizma, < lim b, € (1- ) 'lima, .
‘est arbitraice, cela suffic pour conclure.
théaréme qu'on vient de démontrer permet de déduire de (2.1} le corollaine

Conoam: Etant donnée une partie A de N, reprisentée sous Iz forme (0.3),
ane lex suites (), g ) ovifient la reletion (2.2).
a demsiié

inféirieune (resp. sipérieure) de A comcide avec la densité

inférieure (vesp. supéricure) de A comditionnelle 4 P.
© mm“mmmmm“mmhmmda

effer la candit =gy, (aves o < 1) ir

g ue ot condition (2.2) (voir le Théoreme (2.41).
e manitre analogue, puisqu'on sait que la densité associée 8 la mesure u de (3.1)
prokangement de la densité bogarithmique (voir 2, (3.511), on peut déduire du
(5.1} le corollsire suivant (qu'on compatern avec la purtie (8} de

5) Cononiam: Exant doinée e partie A de N%, représcniée sous fa forme (0.3),
e s wies (p,), \g,) vériions s relacian (2.2),

mnmmm(m whm)kdmnﬁzmbdmw
inferieure (vesp. supéricure) de A conditionnelle d

 Remerctensents. 7:¢mlmmmimhﬂmuzm
d'améhorer

BIBLIOGRAPHIE

BILMWMMLEM Berdin (1979).
A Poa - R Grinaso Avvosss, Thione. pinbale des devairés, Rend: Ace. Naz. Sci. XL,
Mem. Mat, 108 (1590}, XIV, 13, 295-321.

Fucis - G. Livia, Le probléme du premier chiffre décima! posr les womibees peesriers, Rend.
Ace. Naz Sci. XL, Mem, Mac, 112 {1994), XVIIL 1, 8167,




