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Convergence stable vers un noyau gaussien (**)
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tre un rémitas de converpence stable vers un noyau gaussien.
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de varisbles aléutoires
Onudwmunupﬂcpmblbiﬁu[R.:I‘Flumsbm:nhlﬂdcd.quelm
suppose compléte dans @ (cest-i-dire contenant la classe des cléments de @1 néghgen-
‘bles pour fa mesure P, Pour tout ékment H de &, avee PLH) = 0, on désigne par Py la
mﬂuxd: pma.m conditionnclle H -+ PLA ) H) / PUH). o-. appelle simplement
noya  markovien relutif o couple  desperes  mesumbles
(@, BR, SEN ext un noyau, et 5i Q cst une mesure de probabilité sur cl, an.
désigne par QN s tansformée de Q par N, cestidire la loi sur R définie par

IONKB) = [ Qldes) N, B)

De maniére dusle, pous toute fonction / borélienne positive (ou bornée) sur R, on dési
9 par Nfla transformée de f par N, c'est-d-dire Ia varinble aléaroire sur (%2, €1) définie

(') lndhﬁdz;lmc Lerts, Dipartimento di Matematicn, vis Buonsrroti 2, 156127
Pracell, Accademia Navale di Livorno, Gruppo Insegmamento Matermatiche, viale Italia
12.[37lmumcm.
**) Memoria presentata il 24 omobre 1996 da Giorgio Lena, uno dei X1
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(N ) = [ Mtar e ).

(1.1) Dimsmos: On dira que le noyau N est Umesurable s, poar toute fonction £
borélienne positive sur R, la varisble aléatoire Nf est mesurable par rapport i .

(1.2) Divamon: Etant donnés un noyau N et une suie (X, ) de variables aléawi-
res réelles, on dira que la suite (X, ) comerge de fagom W stable vers N si N est U-mesu
rable et i, pour toute fonction bornée £, mesurable sur Pespace (@ % R, U@ @(R))
et continue par rapport au deuxiéme argument, on 4

Li.njmm,'(u-.x.cwn -JHdeJMw.dxbﬂm.xL

Lorsque 1l coincide avec la tsbu @ toute entiére, on empioiera une terminologie spé
cinle: wu liew de dire que 1a sulte (X, ) converge de fugon cl-stable vers le noyau N, on
dira quelle comverge vers N de fagon siable ew sems sirict,

La proposition suivante {cf. [6, (4.7)1) permet de ramener la notion de convergence
suable  celle de convergence en loi

(1.3) Provoserians: Saicmt N e weran, (X, ) une uaite de variables albatoires réelles,
O une partie de U, seable pour lintersection fiute et adnsertant 12 conmme élément, telle que
W coincide avec la complétée \dans Q) de la ribu engendrée par 2. Les condstions sussantes
sent dquivalemter:
lo) La sutte (X, ) comeenge de fagon Wstable vers N
1b) Le noan N est Uswesursble e, pour tous Sement H de 3¢ avec PUH) # 0, lo sui.
e (X, ) comperge en lo, selom Py, vers la loi PyN (mnsformée de Py par le noyau N).
La proposition suivante (cf. (6, (4.5)]) nous sera urile dans lu suite.

(L4) Provoserion: Soent N s noyas et |X, ) ume suste de varisbles aléatores réclies
O suppose que (X. ) converge de figon Uestable vers N et que chacune des X. soit mesurable
par rapport & 1L

Ls suite (X, ) converge alors vers N de fagon stable au sens stict

§i U est une wariable aléatoire réclle positive sur lespace (£2, @, ), en peut consi-
ddrer le soyeu N défial par
Nlw, '} = Xlo, Ulw),
i N(0, Ulew)) désigne la lod novmale centrée de variance Ula). Nous désignerans ce
noyau par N0, U, et nous 'appellerons Je noyaw gausrien associé 4 U. 1l est clair que si
In variable aléatoire U est mesurable par rapport & 1, le noyau N(0, U) est th-mesura-
ble (au sens de (1.1)).
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térisation de la convergence stsble vers un noyau gaussien.

(1.5) Provosmmon: On se donse une suste (X, ) de varahles aléstaires réelies et ame va-
riable aléatosre réclle positive U, mesrable par rapport & WL Lex conditions neivantes sont.
dqurvalentes:

() (X, ) comverge de fagon Usable vers le mapan gaussion N(0, U
{B) Pour tout mombre réel t et tout Sément H de U, avec P(H) # 0. on 2

lim [ exp (X, )4Py = [exp( ~ L' UNIPY

{e) Pour tout nombre réel 4, la woite (Elexp (X, )| U]) comverge vers la variabie
a‘n-mrosp(— $17U) pour la tapologie faible oL’ (W), L™ (U)).

Ia condition (b . jent & dire que, pour
mrﬁpﬂeﬂ&uhmd«ﬁmmmhLMA‘u
Py, converge simplement vers la fonction caractéristique d la loi Py (0, U) (transfor-
w&dﬂinhmwuﬂﬂ U)). Sen équivalence avee I condirion (a) résulte donc
de {1.3), grice an théoréme classique de Paul Lévy.

2. - Posmon DU PRORLEME ET DEMONSTRATION D'UN RESULTAT PRILIMENAIRE

Etant donnée, sur un espace probabilisé (0,1, P), une famille trisngulsice
(X, )ens, 10, <4, de variables abéatoires réclles, nous nous proposons de chercher des
conditions. suffisantes & mqullmdummzx,dounmd:&con

stable vers un noyau

Nous commencerons par prouver Je résultat suivant, qui éend légérement un critt-
re dit & MecLeish (cf. [4, p. 57, Lemma 3.1]):

(:u) Tutomime: Emdm&thm&awhn(&ﬂ.u 1y, B v
bles. aléatoires réclies e une sous-tribu U de & (compléte dans @), posons.

5= T Xe=sop ¥y U= ZX
En outre, pour tout nombre réel 1, posons

L.[r!-]:lllh!x._,l. mx-mum—a-;‘x’
(o log déigne le logaribtme principal), de manitve & asoir
22 eq::m-r..um[-gdv.-jﬂmms]-
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Supposonss que les sites (X5 ), (UL ) comvergent e probabilit, respectivernent, e {s com-
stanie O et vers une variable aléatoire réclle positive U, meswrable par rapport & 1L Sp-
posons enfin que, pour tout nombre réel 1, lex varisbles aléatoires | Ly ()| soient uniforme-
went inligrables ot la wate (B[L,()|)) comvenge vers 1 pour la topologie fuible
afL(u), L® (U

Alors (3,) converge de fagon ostable vers le noyan gavien. N10, U),

Desoxsramion: Dapees (1.5), 1 suffic de prouser que, pour tout nombre réel £,
Vespérance conditionnelle du premier membre de (2.2) par rapport it 4 converge vers
expl — (1/2)47 U) pour la topologie faible o(L' (1), L™ (10)). A cet cffer, commen-
gons par remarquer que la fanction , en tant que reste de la formule de Taylor relative
4 la fonction log(1 + i), vérific la relation

Al € 1" pour ¢ <1. £

Par conséquent, sur l'ensemble { [£| X} < 1} {qui est un événement dont la probabilité
converge vers 1 lorsque 1 tend vers Pinfini) on 8

I S X,

| <ursic,pemsu,

En outse, puisque Je demies membre de cetee relation converge en probabilié vers 0,
Fesponentielle qui figure u dewxiéme membre de (2.2) converge en probabilisé vers
exp{ = (1/2)¢'U). La conclusion résulte donc du lemme suivant

(2.3) Lunai: Dans wy cipace probabilisé (G2, c1, ) ow se donne ause sous-tribu 1 de
&, wne varrable sléatoire réelle X mtégrable et ume suste (X, ) de variables aldaotres réelles
uniforméusent intdgrables, telles que la neite (ELX, | U1} comverge vers ELX| U] pourr la o-
pologic faible o{L? (1), L (). En cusre, on se donne wne suite (¥, ) de varichles aléatos-

mﬂqwummhfmmwuu&-mmvhdr«mmm,w
rapport d U. On nuppase gue les produits X, Y, soiene wniformément intégea

La suite (ELX, ¥, | WD) converge alors vers BIXY| ] pour la mpm!agre Jaible
olL'(u), L= ().

Dicrsmanon: On a
ELX,Y, |u] —e[XY|ul = ELX, (¥, = V)| ul + YE[X, - X|ul.

1 suffit de démontrer que chacun des deux termes qui gurent au second membre de
cette égalisé converge vers O pour la topologie faible oL (11), L* (). Ceci est vi-
dent pour le deuxiéme terme (¥ étant un &ément de L= (). En ce qui conceme le
premier terme, nous démantrerons, en fait, un résuliat un peu plus fori, cest-a-dire la
convergence en moyenne de la suite (X, (¥, = ¥} vers 0. Remarquons, & cet effet, que
la suite en question cst uniformément intégrable: on peut donc trouver, pour toul
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>0, un nombre 8> 0 tel que, pour tout élément A de. @, la relation Pld) <8
cntraine
a:p[l){.(}’.-ﬂld.!"m
i

Posons. :=s|ip!I|X.,|l et supposons w assex grand pour que l'on ait
P(I¥.— | >¢} <& On a shors

[[x_w,-yu.;ps J XY - VIldP+eecte.
W -¥ide)

Puisque ¢ est arbitraire, ccla suffit pour conclure.

3. - CaS DES SUITES CENTREES: LE RESULTAT FRINCIPAL

En nous inspirant de In terminologie de Neveu (9], nous appellerons suite cenirée
(par rapport & une Bhration donne) la suite des sccroissements une martingale dise

Le théoréme sufvant, qui concerne une familke triangulaire de suites centrées, étend
1e Théorsme 3.2 de [4) (cf. aussi (2], 13), 110, [1]). Il w été uailisé dans [7] pour dé-
‘manirer un résultat de convergence stable vers un noyau gaussien pour des sommes

(3.1} Tretominas: Sur lespace probabilisd (2, €1, P) on se downe ame formille triamgu:

daire (Xo ) m 1, 10w s, e varichles aléatoires réelles, celle que, pour towt %, la suite firie

€&‘,?.‘,-swﬂmﬁmwwéwﬂnm (7 Yo w s w , lue Lon sappor-
avoir prolongle en posant . ;m &, 5 pour towt. entier § spérieur & k). On pose

.-XX-\:‘ X.'-mplx.,.i. U.'):Km-
&m.m&mrﬂ’ﬂi%hﬂ&;,npuhmﬂw(a’-uﬂ)khm
engendrée par -%U

On gt que (2 ) somgs v O i L e (U, ) corent o robabelid vt
une varable alésioire réelie posiive U, neumable par rapport i la tribu 1.

Alors (5, ) comverge de fagon -stable vers (e noyau paasien. N(0, L),

Disonstiamoss: Sans restreindre La généralité, nous supposerons que la suite (&, )
st crossanee <t que Fon ait sap &, = =.

En uiilisani les notations de (2.1), supposons d'abord que Ia condition suivante soit

3.2)  Powr towt t, les variables aléatotees |L, (1) some ssilormément intégrables .
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Grice & (2.1), i suffirn abors de prouver que, pour tout nombre réel 1, la sute
(E[L, ()} 1) converge vers 1 pour la tapologie faible a(L*(14), L™ (1)), A cet effer,
considérons, pour tout # 2 1, le processus (L, (1)), <, <z, défini par

i
L= 1'! (| +itX, 1)

&wwnnmmmmkp:wuaﬁhmmw ™
Lit)= £). Phocmtqumuhmdomﬁsun:mn;kl:lm&km:nlﬂdrﬂg
m;x-\ll(ﬂ'ut

[L.ma-jl.._,mdr

dés que Fentier  est assez grand pour que Fon ait % &, et H @ 5 . D'aanre part, on a
\L m\ = L)) &, orsque  tend vers linfni, L, u!mvuumpmh-bdnem
te entraine donc

Qn)l.(::nrp:mm.
i

Fasedioa EL it ) licr envisagt
nous maintenant dans le cas général. Pour tout couple 1, 5 d'entiers, avec
n21, 1%/ Sk, posons
S=EXs Uy=Z X
e =
On s alors 5, = §, 4, U, = U, ;.. Etant donné un nombre réel positif ¢, considérans le
temps dareés [, defini par
Jo=inf{jeN: 1€/ Sk, U;>c},
et désignons par (5, , ).‘,...w.,)m.‘,u. (1)1 w3, I8 processus obteaus en
processus

arrétant i Vinstant |, les
Wadegian: Wik LGN agais
Posons enfin

Koy =3us=Susm=Xedyarrs
Rwwp|®,l 3=3. O.=
!

Alors, pout tout 1, la suite Finie (¥,
a filtration (7, , )y ks et Fon a

Unesx(5 X+ 0P e WA+ (K0P,

Lin=L.in

<, €81 €NCORe Lne suite cenirée par rapport i
= Xz, En outre, on a

de sorte que la suite (0],) converge en probabilité vers U A ¢ De fagon analogue, en
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utilisant U'inégalité élémentaire 1 +x % ¢", on trouve
IE0) = ([0 + 1, D)1+ lxs

< (ﬂp :!{g’_x.{,])"’u + Xy

S lexplTeN' 1+ FIX),
‘On woit done que les variables aléatoires | £, (+)] sont uniformément intégrables. Il en
mmmahmmmu a démontrée, que I suite (5, ) canverge de fa-
gon U-stable vers le N0, U Ac).
n'mm,lm-m a8, c{U.>c} entaine
mﬂl-:,)‘mﬂu.ac}‘r(um}

mhdmm.ne,mammhqmmmmumu:mm
In démonsration, il nereste plus qu'd fuire tendre ¢ vers Finfini

Le corollire suivant concerne le cas particulier o0 les tribus , , sont «embohéess
(pested, en aniglis).

3.3) Comovme: mhmmwmamm on s
pase que la suite double ;) soit croisantc. st par rapport au promier. indice
hmu,}w-bnmummouwmwkaww
Désonsranon: Pour tout , llgtbre 3 mlnd:m”f.,?umléquu\lh
tribu 1 contient chacune des m.x,.d:wmq.r ‘elle rend mesurable chacune
variables aléatoites S, . ummmmmmumm

Le corollsive précédent contient comme cas particulicr le Théoréme 3.2 de [4],
dont I'énoncé comporte I'hypothése supplémentaire
sp B 1 < =

Lexemple suivant montre que, dans Iénoncé de (3.1), la convergence de (X7 ) vers
umL'uwmmmwhmde‘ (X2 vers 0,
méme si on ajoutc la

04 -p£[§ [X.‘,I]< &
et Pindépendance, pour tout 5, de I suite finie (X, )i« <t

(3.5) Exesas: Considérons, pour tout entier n 3 1, une suite finie (X, )i x;s
{de longueur ir) de variables aléatoires réelles indépendantes, ayant une méme loi cen-




trée, aver

P{X. 20} = P{X, = t/n} = (1 = 1),
et désignons. por (3, )1/« Ia filtration naturelie correspundante.
La condition (3.4) est alors remplie, grice i k. relution

a[f,‘ 1., |] = 2081} T =20 = 1/ui

En outre, si 'on pose n_-,f_l.m_,- Vn} ona

PAY=1-1n, Ac{XI=1fn U =1/nS5=1}.
Par conséquent, les suites (X ), (U, } convergent en probabilité vers , tandis que la
suite (5, ) converge en probabiliié vers 1

L'excmple suivant montre que s Fon supprime dans (3.1) Mhypothése de mesurabi-
Tt de U par rapport & 11, on e peut plus assurce que la suite (5, converge et loi vers
PX(0, U} {sransformée de P par ke nogau N(0, U},

(3.6} Exesi (cf. [4, p. 691): Etant donné, sur 'espace (2, @, P), nnp:wuﬂn
de Wicner W, désignons par  sa filirwtion nawrelle et par V In matingale € in-
mnbknbmmru-rlmnW-u:mp‘deqmwI;’zsmlw,,;>ﬂ):|1
sillours. Posons
Ty Bga POUr 0K Em, Koy Vi = Vo ya pour 1€5€n,
<t adoptans les notations de (3.1), La suite finie (X, , ), o €5t alors une suite centrée
par mapport i s fitration (1, . .« »- Puisque bes trajectoires du processus V¥ sont con-
tinnes, la salte (X" ) converge partout vers 0. En outre, ellc est dominée dans L, grice
i la, majoration
<2 wp V]
varet
Enfin, lu suite (U,) converge en probabilité vers lu vasiable aléatoire
V,Vl=[W,Wl,=U.
Dlatre part, chacune des sommes 5, coincide avec la varisble aldatoire V, = Wy, dont
s i est distincre de PA(0, U). 1l résuhe donc de {3.1) que la tribu 11 ne rend pas me-
surable Ia variable aléatoire U. On a, en fait, un résultat plus prcis: la tibis AL est dégé-
nérée. En effet, chacunc des algébres 7, coincide avec a tribu & ., et celle-ci est dégé-
nérée & camse de la loi 0-1 de Blumenthal.

L'exempie suivant montre eafin que les hypothéses de (3.1) n'entrainent pas forcé-
ment la condition (3.2),

(3.7) Exvarnas Etant donné un nombee récl a, strictement compeis éntre 1 et 2,
pasons &, , = 2" ", et considérons, sur lintervalle J0, 1] (muni de la tiby borélien-
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oe et de la restricion de ln mesure de Lebesgue), la famille trisngulsice
X dea1.vwssz definie par

u.fs—n‘}..-.

df.,,.éeiynhﬁmmuhmdelnmllﬂtﬁf 118, ,. 48, ;1. Pour tout »,
e couple de variables béatoires (X, )y ;.42 £58 UDE Rite CEITEE Par HAPPORL & 44 pro-
pee fluation naturell, et Ton &

Xrmplyoe,  EXF)malee

Grdce & ces relations, la suite (X" ) converge dans L', e presque strement, vers 0. En
outre, puisque U, est nulle sur Ju =, 11, la suite (U, ) converge peesque sirement vers
0. Enfin on 3

L] = (14 Fa' )y g+ ey, EL @I ='n? 51,
donc sup, E1|L,()]1= = pour r= 0, de sorte que la condition (3.2) west pas
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