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La Teoria 95,
Una proposta di teoria aperta e non riduzionista
dei Fondamenti della Matematica (**)

o cxponiamo na teocia def Fondimenti della Matematica che
dllmhmTM”Ll\llliqtukpmﬂlmn <xsere imestati con successo moit rami del-
della Logea < Mmehﬁmmmmﬁmm

fomi. ¢ it i o i

-m:t:minﬁmmll specie,
|m¢mm=nummmmmm
propusizion ¢ predicd. L teori & esposta in un lnguaggio informal, che i snguriaro faclc I
uﬁmd&em:ﬂomwwﬂmmrw anche con studiosi di alire di-
wipline sclentifiche ed umanistiche.
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Theory '95.
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for the Foundations of Mathematics
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In questa nota sono esposte, con sostanziali ampliamenti ed approfondimenti, e -
nec general di una teoria dei Fondament dells Matematic che & stata discussa fungs-
mente nei seminari della Scuols Normale di questanna ¢ degli anni precedenti ¢ che
percid chiamerema «Teoria '95». Tra le sostanziali novits segnaliano, per esempio, al-
cune considerazioni riguardant ke metogualii e gli asiomi di rimpiuzzamento e
specificaziane.

Noi speriamo che questa nota sia accessibile non solo  matematici ¢ logic, ma an-
che & studiosi di ahre discipline, perché pensiamo che | fondamenti dells Materatica e
della Logica non debbano essere solo oggetto di ricerca specialistica ma debbano die
ventare opgetto di un ampio dibatito culturale. La Teoria '95 riprende i concetti fonda-
mentali dells matematica ¢ della Iogica radisionale, vedi ad cscmpio [13,14,21.24),
per esempia i concetti di mumero, operazione, relazione, propeieth {0 qualith), insieme,
funzione, proposizione, predicato ecr.  li immerge in un ambiente pit ampéo del con-
sueto, che chiamiamo scollesione universales ¢ indichiamo con la lwera V. i alr er

dennnmﬂmndphdelh‘rmm ‘95 ¢ di essere una teoria aperda, in cui ven-
gono intredott sleun concetti e assiomi fondamentali, ma vi & la piv larga disponibiit
ad sggingere nuovi coneesti ¢ fovi assiomi, In sostanza la Teora '95 & nspirata alle
parale di Shakespeare «vi om0 pi cose in ciclo ed in terma di quante ne sogni la ma fi-
losofiar (Amleto, atto T, scena V), ¢ quindi non pretende di costivuire cssa stessa una
hlosoliam esaurienic della Logica e della Matematica, ma spesa solo di essere una ofi-
losofiax molo ampis, chiara ed aperta, In questo stesso spirito antiriduzionista, la scel-
1a dei concett ¢ dei termin dells teoia & guidata dal desiderio di faciltar il dislogo tra
.u.ama.mmmni;lapuzmmlmdm scientifiche o umanist-

che, perché siamo convind ch, dalle scambio d'dee tra persane che rispectano Fauto-
mmmtkﬂrdwmdlmﬂme cisscune pud ricavare nuove idee, nuove ispirasioni ¢
una.

solo dei logici ¢ dei matematici, ma unche degli studiosi di alce discipline, di cul ascol-
teremo con antenzione osservazion, critche e muove proposte di amplamento ¢ appro-
Sondimento della teoris

Infine il corattece antirduzionista della teoria st marcfosta anche nells scelta di con-
siderare moke specie di ogyett qualiathamente differenti. Per csempio parkeremo di

lcdn:mmd.mmmcnpﬂmhm la praprietd di esiere una quolitd,
che indicherema con il simbolo Qgual.
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mwlmnmmmn dells qualii Qgsel son0
di autorferiments & cul tende 1
nune u mol-

i pure il una
grammatica scritta dspettando Je regole grammaicali, romanzi che parlno dell'apera
dzunm!unxm. commedic che parlano di autori di commedic (stcstro nel teatron),

Lw.u.mmﬁmmendhmumpnmm:.mm. dua
che nella ricerca del massino facile cadere i i che
I passata & avvenuto anche 8 matematici ¢ logici di altissimo livello. Nello scrivere que-
Sta. nota abbisme cercato naturalmente di premuniccl contro questo rischio, anche te.
nendy presenti Je varic antinomic classiche & nndammmndﬂdllhdnnu«n—
tinomia del mentitoren, o dalla Fill popolare <antinomia del barbiere: del villagaior,
che fa I barba u tutti coloro che non si radano da €, e che in fondo pud cxcre conside-
mhmhd.mmrirqmmmm Sarenmo comunque gt a que lttoriche eventuel-

in-cui fe cachuti.
SWml-uimmnrkmMmuﬂdliMOmmﬂ'mﬂSlmmﬂeﬂ
ebiraica, che il riconoscimento dell'errore & linizio del sapere umano, fiduciosi che, s~
condo le parole di uno dei pits antichi libri della Bibbia, il Libro dei Proverbi, la Sapien-
12 viene incontro a chi l cerca con umilti.

Questa esposizione, Mmﬂmdwﬁwd{mdﬂwmlm
nare, & redhatta in un linguaggio informale, ma potrebbe cssese formalizzata nel li
wﬁd@&mlklmﬂmmimﬁllﬂhmr
woduzione di un certo di un predicato
di metagualinl.

1 cammino attraverso cui si & gianti alla Teoria *95 & defincato nci lavori (4, 5, 6,7,
8,9, 10,11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20). Fra cssi osserviamo che [ nota [19] ha avuta
un particolare interesse per i 500 carattcre critico, che la differenzia dagh aliri lavori di
caratiere prevalentemente propesitivo; 14 nota [19] ha segnato un punto di svola i tale
w!wﬁmmmmdnl‘inpmlﬂ:ﬂdiwﬂwkmﬁlh:hmedhﬂhwchm-
seguente opportunity di suiluppara in altre.

Per uant siguarda § contibui de du autori & questa csposizione, omerviano che

di carattere wilors » E. D¢ Giorgi,
mentre quelle di cacatiere pil =tecnicon sono dovite prevalentemente a G. Lenid.

Desideriamo ringeadare tutti | partecipanti a] Seminario sui Fonduenti tenutos]
mh&thmﬂ:mﬂ'm”=mﬂlmp¢mﬂmucw¢lﬁ&dﬁmu\
avvenuti & Roms & 3 Lecee, tra cui Massimo Angrisani, Gianiranco Basti, Massimo Cla-
velli, Marco Forti, Michele Grassi, Furio Homsell, Amonio Leasi, Giseppe Longo:
Diego Pallara ¢ Vincenzo Masia Tortorell
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1. - VAME SPECIE DI OGGETTI

Per introdurre lo studio degli opgerti qualitativamente diversi considerani nellintro-
duzione dobbismo cominciare con il primo concena fondamentale, quello di oggetto
che gode di ana certa qualita. Data una qualich ¢ € un oggeno ¥, scriveremo

g%
per i che Vogaetto x gode dell qualitd , oppure  pside L quali g, oppuce g d wid
qualiti delloggetto x: queste tre frasi sono da noi considerate perfettamente equi-
valent.

Tnroduciimo dopo di cio a qualicd Qup, ot In guelind di estere un'operizione. Scti-
vere quindi Qop f equivale & dire che £ & un'operazione, Analogamente introduciamo la
qualind d esvere sma collezione, Qcoll, b qualitd d essere i relazione, Qrel, I quali dé
extere un mumers, Qnun, | quatitd df ecere uns propaszione, Qprop, e la gualitk di exsere

....,nd\m;,
:hemdlumﬂndwvﬁnmwwmﬂmkodummhqul
hquuf Possiamo perci cnunciare il primo aiwms dé autordfirimento della Teoria

Assioma 1A: Ogual & o qualici. In altri termini 5 ba
Qgual Quual.

Le operazioni possono avere diversi gradi di complessit, quindi per cominciare in-
troduciamo qui s qualid di esere wn apeasione sepice, Qope, < I qualid df e '

i relazione binsria, Qrelb, In qualitd d esere una relacione temiaria, Qrelr, € Ia qualict
di exere ans relazione quaternaria, Qrelg. Poswliamo percid I'ssioma:

Assioma 1B: Qops, Qopé, Qrelb, Qrelt, Qrelg, Qniaws, Qprop € Qpred sano qualitd.
Come nel caso delle operszioni, le relazioni di tipo pit complesso vengono intro-
dotte dopo | primi elementi della teotia dei predicsti.
+ REtZioN, OMUBAZION E COLLEZION!
In questo capitolo esponiamo le peime idec su relazioni, operazioni ¢ collezioni, co-
minciando

dal concetto primitivo di oggetti che sono fr ina certa relazione e dalle nota-
zioni che esprimono tale concetto.
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Quindo %, y, r 500 elemeati di V' ed r-& una reluzione binario, scriviamo
rxy, oppure rx,y
per dire che x ¢ y sano fa loro nella relazione 1.
Un escapio di relazione binaria & il seguente: v, y son0 numeri inter ¢ x & minoce
diyr.
ot %, 7% 0 soo clemens di V ¢ o & um relasione temars, seiiamo
@z, oppure @¥,3.2
per dite che x, ¥,  sono fra loro nella relazione ¢.
U esennpio di reaziane termara, peeso dalla Geometra elementare, & il seguente:
%, ¥, 2 5000 tre puat alliveati ¢ x & compeeso tra y € 2w,
lafine, s¢ % 3, %, 1, ¥ somo clementi i V ¢ ¥ & una reuzione quarernar,

T, oppure TX,¥.3,1
p:ﬂmnhex,y.z.llnmﬁllnmudh:r]m::

Un esempio di relazione quaternari, anch'esso peeso dalla Geometria elementare,
& I segueme: «x, ¥, 2, # sone quatico punti del piano ¢ x & il centro di un trangolo equi-
ltero di vertic 3, 2, .

Una relszione di speciale importanzs & la refogione d'idenciti, Rid, che soddisfa I se-
guente assioma:

Assiona 2A: 1) Rid & wna relazione binaria \cioé i ba Qrelb Rid).

2) Duze iona coppia i opgetté x, y, 5 bt
Ridx,y s¢ ¢ sola se x=3.

In slire parole %, y stanno nella relazione Rid se ¢ salo se x ¢ 3 son0 ko stews
aagelto.

Introduciumo ora un primo gruppo di relazioni che edescrivonon I'asione di alcuni
um&MEthW&mm&mmwu@
o i apparienenca & i coliesione, Reoll  In relszione dinclusione fra collczion,
el. La relazione Rqnal & caratiesizzata dall'sssioma seguente:

Assionn 2B 1) Rqual & sma relazione bineris.

2) Per opri coppia di exgetti 4, x «f b
Raual g, 1o ¢ solo se g & una qualts ¢ x gode della quslih ¢ .
In altri termin, scrivere Rgual g, % equivale, secondo le notazioni introdotie ia § 1,

o scrivese gx.
L'sssioma su Reoil & il seguente:

P e N R st |
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Assioma 2C: 1) Reoll ¢ wma relazione binaria.
2) 8¢ Reoll €, x allors € & uma. colleziome.

La selazione di collezions, Reol, ha 1 compito di «dh e colle-
oni; infati, se C ¢ una collezione, x & un oggetto qualsiasi ¢ si ha Keoil Cx, allora dire-
ma che ¥ & un elemento della collczione €, oppure che x qppartiene alla callezione €, ¢
scriveremo

2aC, oppure Cax.
Poiché tuiti ghi oggetsi dells teoria appartengono alla collezione universale V, avremo
per ogni seeha di x:

Reoll V,x (o equivalememente x € V).
mmmﬁ-memmﬂodum rappresemato dalla relazione
Rincl che soddista il seguente assioma:

Assionn 2D: 1) Rinel & una relasione binaria.
2) Date le colleziomi €. D, i ba
Rinel €,D s ¢ solo se ogni elemento di C & anche clemento df D,

Talvolta, invece discrivere Rindl €, D diremo che la collezione € & i nella col-
lezione D, o ¢ parte della collezone D, oppure che D contieme C, ¢ scriveremo

€D, oppure D2C.
Dis do della notazione per I'inclusi enunciare il dlassico
assioma di estensionalitd per lc collezioni:

Assioma 2E (Estensionalita): Se €, D somo colleziomi ¢ s & ba simuitansamente
CeD, DC, allors C=D.

Molie collezioni saranno comsiderate in seguito; qui cominciamo introducendo, e
mmdkmwnwﬂrVdmwmdmhml&db
o, Coll, 1a collezione degli tnwiems, Ins, c Vinsiente det mumert naturali, N. Diamo per-
cib Passiom

Assioma 2F: 1)V, Coll, Ins ¢ N sono collezion, ciod godoma defla qualits
Qeolf;
20 xaV perogui x;
3) Ce Coll se ¢ soko se € & una collezione;
4) I ¢ Coll;
5) N lns.




T .

Ne segoe tra Paltro Colf & Coll, Vo Coll, Coll g V.
Yol s Col & a collezione d rasele colleziont, ¢ 1 sus cfstenas rap

insiemd. Quest'ultima viene recupersta ammetrendo V'esistenza di una. colleione Ins,
collezione di tutti i insiemi, che verifica le due condizioni
ImeColl, lscColl,

Tn aliri termin g irsicmi samo particolari collesion « la loso totlith eosttuisee la colle-
ziane Ius (¢he non & un intieme). Esistono moli insicent, 1 prime tra ¢ss & linsicme N
dei numeri naturali che anche nella Teoria 95 hanno in ruole fondamentale come in
1wt la teadisione matematica. Inmuitvamente gl insiemi sono collezioni che possono

esserc infinite, ma non di un'infinith cosl egrandes come quella della collezione univer-
sale V ¢ delle collezioni ins e Coil. Questa minore grandezza rende g insiemi partico-
larmente e confronti di molte operazioni matematiche. In particolare
questa smancpgevolezzan ¢ espressa dagl assiomi di rimpiazzamento ¢ di specificazio-
e & cui accenneremo alla fine di questa pot.

Passiarmo & un secondo gruppo di relazioni un po’ pil esse che ad

reluzioni
o semplici, Rope, ¢ la relazione fondamersale delle
pid complesse.

Asstoma 2G: 1) Rrelb & wna relazione fermaris.
2) Data wna verna di oggenti v.'x, ¥, 5 ba
Reelbr,x,y s ¢ sola se
#& una relazione binaria ¢ x, ¥ stanno tox oo wella relazione 7.
Analogamente, la relazione Reelt verificn I
Assionn 2H: 1) Reelt ¢ wna relazione quatensaris,
2).Dita s quaterna di oggeiri @, %, 3, 2, § ba
Reeltg,x,y,2 3¢ ¢ solo se
© ¢ na relazione tomparis ¢ %, 3y, < staono ra Iom nella eelazione @.

A questo punto possiamo enunciare gli assiomi sulle relazioni Rops e Raph:
Assioma 21: 1) Rops ¢ una relazione termaria
2) Se Rops f,x,3, alions f & wn'openizione sencplice




A

31 (Univocitd) Sia %, ¥, x una terna i oggetti. Se si by simlianeamente
Ropef.x,y, Ropsf,

allors y =z
Assionn 2L: 1) Roph ¢ ama relazione quatensaria
2) S Roph g, x5, % allora @ & wm'operszione binania.
3) (Umivociad) Sia x, ¥, 2, ¢ wia quaterna di oggetti Se 5i ba simultaneamente
Ropb g, x. .2, Ropb ., y.1
allors =1,
Gli ussiomi precedenti ¢i suggeriscono di naire le seguent! notazion:
Data un'operarione semplice f, scriveremo
y=fx
in luogo di Rops £, x, y, e direma che openazione f agisce sux dando il riltato 3, oppure
trasforma x in y, oppure f wanda x in y.
Un:mnpndlmnemp&té!'uwu‘om”wxrhemmd‘mmmm
tero nel mumero successivo.
Data un'operazione binaria @ scriveremo
=gy, oppure 3= gx,y
in lvogo di Rapé ¢, , ¥, 7, € diremo che g agisce suglt ogaetti %,y damio ltato 2,

semplici, g agisce sux ed f agisce su g, mentre
semplice che agisce su.x, ¢ il risultato fx & a sus volta un'operszionc semplice che agisce
s y. Precisamente si ha z = flgx) s¢ ¢ solo s esiste 1 con

mfh, t=gx;
anslogamente w = (fx)y se esiste un'operarione semplice 2 tale che
fx=g gy=w.

In sostanss, in questi come in alri casi analoghl, vae la convenzione che le cperazioni
dentra le pasentesi devono esscre cseguie per. prime.
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3. - NUMERI NATURALT

In quesio capitolo introduciame solo i primi elementi di Aritmetica, che sarannc
usati nei successivi capitoli 4, 3, 6, 7, 8 della teoria, ¢ quindi diamo un'sssiomatica mol-
to debole. Preciumente in queso capitolo consideriamo, olre llimicme det mureer
matunali, N, anche 'operazione di J
mnmﬁﬂau’nmdummmi.unzmmmmn
2;3,4..A.mm¢ﬁnmmddmwlmpnummnm
samo interessati ad introdurre Pl di
mldﬂmn-m:ﬁ..:nnd:nhm\dnmpnmdndme‘
che & rinviaio 0 un capiolo successivo.

Pertamo il primo assioma sui numeri narurali & il seguente:

Assionn 3A: 1) N & unr insieme
2) 0 od | somo due distinti clementi di N,
3) Nadd & wn'operazione binaria.
4) Nond & wna relusione binaria.
Dmuunmmuch:mphﬂdmm:l'mpxddlopﬂmﬂdg
Vambiente della relazione Nord:
Assioma 3B: 1) Se Nadd xy =1, allora x,y.z8 N.
2) S x,y N allons extiee Nadd xy.
3) $¢ Nond xy allors x,y € N.
Spesso in luogo di Nadd xy useremo la notazione x + 3, ¢ in luogo della frase
Nond xy scriveremo x % y.
Lassioma di commuiativita e sssociativith dell'addizione si serive allors nel modo
seguenie:
Assioma 3C: Per ogni scelta di x,y,z€ N s ba:
Vxtymytr
Ar+y+a =ty 4
Segue Passioma sullo zero:

Assiona 3D Per ogni scelta di x,y N o bat
Nx+0=x
2) Se x+y=x allors y = 0.
3) Se x+ym0.aliore xmy =0,




el sull'ordis Nord ed il con laddi-

vione: Nodd;
Assioma SE: Per ogii x.y € N si b
1) xSy oppure 3 S x;
2 5%y se e solo se exivie s N bl cbe x+2=3.

Infine diamo Fassioma sull'uro:

Assiomn SF: Per ogni €N, & 0 € x S 1 allars x = 0 oppure % = 1

Col lingsaggio dell'Algebra, gli assiomi precedenti possona essere riassunt dicendo
che N & un monoide ordinato discretor cons privo elemento.

Dl stess ssiomi seguono va eorei,ad csempio per ogni sl dix, y, £ N i

1) % S x (proprictd riflessival;

2)sex <y, y<x allors x =y (peopcietd antisimmetrica);
3) se x %y, y S x allors ¥ <1 (proprieth transitiva);

4) sex+y=sx+zallorsy =z (legge di cancellazione].

Un altro tearema afferma che dati x, /@ N, con x % ¢, esiste un unico numero nat-
rale d tale che x + d = £; il numero  sarh chismato differenza € sarh denotato col solito
simbola £ = x.

4+ PROPOSIZIONI, PREDICATI & METAGUALITA
Nello st delc propasizion ¢ dei predicat s incontrano more specie

esempio nel caso di un comando come «Chiudi la finestran, 0 di una domanda come
«Che ora ¢7m,

La Teoria ‘95, che & una teoria aperts, non pretende di esaurire rurt § concetti della
Logica antica ¢ moderna, e di sadiare tutte le propasiioni vere, false, possibili, proba-
bll, neceisatle, ecc., ima concenirs ks sus attenzione su die collezioni di proposizioni
MmeﬂpﬂnzmdummﬂumdimwabsN b= 1), che com-

 peedlicats che ngono nei capitoll aclissicis della Ma-
mmemvm&mummm:pmpkmmemmum
meri, eollesions, insicmi, relazioni, ope'wn‘ ecc

Le proposizioni propasizioni di se-
rie A ¢ | predic wmnn.dwswzn,un.mm i snche pre
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dicatdiserie A ¢ grad b, e perché siano amighoris i ahe propoisioi o peedictl,
ma sempliccmente perché sono e peime proposizion ¢ predicats presi in considerazio-

e con grande ibert 10 svilupp, ricuperando vrie eorie logiche antiche ¢ moderne
« rricchendole eventualmente di significative innovazioni,
Gl assiomi che caratierizzano Maprop e Apred sono | sequentic

Assiona 4A: 1) Mgprop & wma collezione.
2) Se x & Maprop, allors x ¢ uma proposezione.
3) Apeed & son‘operaivme. seomplice.
4) Per ogai b &N, Apredb & wna colletions.
5) Apred 0. ¢ Maprop..
6) Sehe N e paApred(b + 1), ailons p gode senlraneamente delle qualick Qops ¢
Qpeed ¢, per ogni x & V, 3 ba px & Apred b

SwmwkaﬁMnM
i ad Apred b Ta possibilith di
Mmewblmmﬁm-wmrkm;nmm.nhmmopem colle-
mwlﬁﬁ,m Propeio per questa «forsie di Mprop 208 pub cxsersi wna callezione
cul appartengono twike « sole le proposizioni tere appanenenti ad Maprop. Questa im-
Mﬁméumd-wmpimmwn“!}rd::lmnderﬂmnmﬂ
1 §.8, teorema Inspinacc Al clasica sntinanita &kl srait-
tore o alla popolare antinomia del barbicre del villaggio, Analogamente si prova che
non esiste una qualits goduta da rurte ¢ sole le proposizioni vere apparienenti ad
Maprop.

i lctine i s & deskins. o o oy sieanie, preckioralle
propasiion di Mapmp vere o fse ha porato allintroduione di un conceto pi forie

exser s metagaalitd, Qmictagnal. Initivamente le soma il comspettn
amatemtico dele qualeh. Infact, anche le metaqualiih saranno godute o nion godune
dai singoll oggett: data una metaqualith & ¢ un qualunque ometto x, scriveremo
Jex
per dire che Loggetto  gode della. metagualit .
Tuttavia notiamo che il concerto di egodere di una metaqualitis deve assere
assnto come un nuove canceo primitivo, simile ma non- riducibile & quelio
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& godere di una qualick. Infatti # teorema del § 8 ci mostreri come non possiamo.
fipetere per le metaqualith tutti | discorsi fauti pes le qualiti.
Tra e meuqualih oo s pasiiolars iferesse le due metoquai Muer ¢ Ml

Assiona 4B: 1) Una praposizione appartenente ad Maprop mon puc godere simulta-
weamente delle due: metagualic. Moer ¢ Mjals:
2) Ogni proporiziome: apparéenente ad Maprop. gode di wea delie due mecaqualitd
Meer ¢ Mfals.

La Teoia 95 non i pronuncis sulls eventusle estensione di questi due assiomi ad
i oggeti che godono dell qualith Qpro, tr § qual potrcbbero caserv ot con

dalla metaqualith Mrer, < Fidea di predicato WﬂHﬁhﬁinpprm\Mu dalla
metaqualith Mfels. Valgono i seguenti tipo ricorsive:
Assion 9C: e p e Apred (b + 1) allons:
1) Mutrp se ¢ salo sz Moer(px) per ogai x € V;
2) Mfilep 32 ¢ sl s Mfals{px) per ogni x& V.

Se pe Apred (b + 1) & s ha Moer p, diremo che il predicato p & umtieralmente vero,
N-llnn"lﬂ!lr- 'P‘Mﬁ+”!!hﬂ@'p.dmodwﬂmpew

mpﬂimdmﬁﬂpdbdmmm&mmm&ﬁzm,
Assiosn 4D: Se p e Apredh, b €N, allora mon pod cxiere simultancamente
Mierp,  Mfalsp.

Invece, come seguich fucilmente dsgl assiomi successivi, | predicati appartenenti ad
Apredl in generale non verificano il peincipio del terzo escluso, ciok vi sono predicati
che ron sono né universalmente veri né universalmente falsi.

Osserviamo . dell'Assioma 41) passono. essere
edots Aagh e ymcmbeuts, son Tmmioeng gemeeale 4D o pad casere edoni Vo

2a disporre di un ssioma d'induzione sui numeri naturali abbastanza forte.

Un'ltra. mctaqualieh interessante, che verth usata nel § 9, & la metagualitd di essere
i predicatn fusionale (o unwoco), Mpfun, che verifica il seguente assioma:




Assioma 4E: 1) Mpfnz & una metaqualiti.

2) Se PaAprei 1, allons P & un predicato fioriwale, cioe Mpfians P, se ¢ solo se esi-
ste af pi um elemento x tale che le proposizione P x & vers,

3) Se P e Apredh + 2, allona 5 ha Mpfi: P (ciod P & furzionale)se ¢ sole s per ogni
< Mpfinz(P) (cioe Px & furionae),

Nariamo che e P Aprad 2, allors P & funzionake s ¢ volo se per ogni x esiste al pit
un y tale che (Px)y & vera. Analogamente, sc P € Apred 3, P & funzioasle se ¢ solo se
per oot x, y esisie al i uno = tale che ((Px)y)z & vera, ecc,

3, - COLBGAMENTO THA | PREDICAT E LE ALTRE SFECIE DI OGGETT!

Nel capitalo precedente abbiamo parinto delle collesioni Apesd b ma non sbbiario
indicato aleun esempio di predicato appastenentc a tali collezioni. Tn questo capitolo in-
woduciamo un'opersziane Gap, openzsone goseratrice di predicati di serie A, che verifica
il seguente ssioma:

Assioma 5A: 1) Gap & unoperszione semplice;

2) Gap agisce su tutte le qualits, le relazioni, le operazions ¢ le collegioni.

mm@rimmmmlmﬂwx sia ess0
cominciando dalle

Assioms 5B: S¢ € ¢ uns collesione, allora:

1) GapC e Apred 1;

2} per ognt x la propaszione (Gap Cx é vera s¢ ¢ solo 32 x € C.
Lassiorma dfermna in sostanza che la izionc (Gap C)x edicen che

xwllhmﬁmm(f e per ricordare questo useremo talvolta b notazione
maemonica

xeCs
in huogo di (GopC)x.
Anslogamente abbiamo il scguente sssioms per le qualiti:
Asstoun 5C: s g & wma gualid, allars:
1) Gapq & Apred 1
2) por ogni x la proposizione (Gap g)x & vers s5c ¢ 1ol se x gode della qualitd




=2

L'assioma precedente suggerisce la notazione mnemonica
wgsn

in luogo di (Gapq). "
Nel caso delle relazioni biniric avremo Vassioma:

Assionsa 5D: Se r & una reiazione binaria, allorai
1) Gapre Apred2;
2} per ogni . y b proponiione ((Gapr)x)y & veru s¢ & sabo se %,y stanmo ella rela-
ane .
L'assioma preccdente giusiifica la notazione
arx,yw, oppure <rxys
in luogo di ([Gaprixly.
In particolare per r = Rid serivercmo
wmye
in hnnn di ((Gap Rid1x)y.
el caso delle relazion termatie assioma sark:
Assiosss IE: e & ama relazione fermaria, alioes:
1) Gupp & Apred 3.
2) per gei x, v, 2 la proposiziome {((Gap)x)y)z & vers se & 10k se %, 3, 2 stamno
relazione g
Lisssioma precedente giusiifica la notasions
<@ %,7,2%, oppure agxyix
in luogo di ((1Gapp)x)y)z.
Nel casa delle relazioni quatemasie Vassioma. sark;
Assionea 5F: Se 1 & na relazione quatermania, allons:
1) Gapre Apred 4
2) per ogni x, y‘x‘rhp‘upnmfl(iﬂlﬁr)xﬂy]zlrémremﬁ:n: Bott
stanno relis reluzione
Lassioma precedente giustfica la notssione
wTX,¥,3,{», OPPUC «Txy e
in luoge i (((Gapr)x)y)ade.

e
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Per le operazioni semplici avremo Passioma:
Assioma 5G: Se [ ¢ wn'operazione semplice, allora:
1) Gap fe Apred 2;
2) per ogni %, y la proposiziane ((Gap [1x)y & vera se ¢ ol ie f trasfornse x i 3,
Liassioma precedente giustifica In notazione
ofx=ys, oppure uy = fi»
in luogo di ((Gap f1x)y.
per le operazioni binasie avremo lassioma
Assionn SH: Se @ & un'operszione semplice, ailora:
1) Gap ¢ & Apred 3;

2) per ogui, v, 2 la propsizione (({Gap @)x)y)z & vers see solo se g trasformer 3,3
"z

Vassioma precedente giustifica la notazione:

43 =Zn OPPUIE <G, ¥/ =Te OPPURC a2 g, ¥ OppUIC 4T g, yu
in luogo di (((Gap @)x)y)z.

‘Osserviamo che &mﬂumwmmmkmmﬂnem
ie abbismo usato un nuovo simbolo =; I'ssa di questo simbalo serve ad evire confu-
sione tra la proposizivae

((Gapfixdy, ciod afx=ys
€ la proposizions
(Gap Rad) [}y, ik afx = ym:
ootiamo che, s Toperasione  agisce i x ¢ d come risularo y, emtrambe quesic pro-

postzioni sono vere; se oper f agisce su x ¢ it un ris da y, entram-
e gqueste proposizioni sono false; witavia se Foperuzione f o agisce su x, s]lnn].pu

introdurre 'operazione Ar, arietd, che sostanzialmente indica la complessith di un og-
etto. Precisamente vale L'assioma:
Assiona 5L 1) Ar & s'openszione semplice;
2) per ogui collezione © ¢ per ogni quelit g 5 ba ArC = Arg=1;
31 per ogui velazione r 5i ba Arr @ N, Arr= 2




e

4) per gt openszions f i ba ArfeN, Arf>2;

5) wma relazione r é bingria se ¢ sola se Arr = 2, temaria se ¢ 1olo se frr =3, od &
quaternarts se ¢ solo e Are = 4

6) wn'operazione f ¢ sewplice se e solo se Arf=2, ad ¢ hineria se ¢ solo se
Arf=13

Osserviamo che non abbisma imposto ad Ar di essere definita solo s coliezioni,
qualits, relazion e operazioni, ¢ anz riteniame che Ar possa essere definita anche su ol
i oggei, € non escludiamo a prio che possa assumere anche valori che noa sono mus
meri naturali

1 collegamento tra Ar € Gap & dato dal seguente sssioma:

Assioun SLi Se Arx=heN, b3 1, allors Gapx € Apredb.

Accanto all'operaziane Ar possiamo introdurre le relazioni fondamentali di Rfmd 5,
heN, b= 1. Intiticamente I relazione Rfond b descrive 'azsone di wet g oggers di
arietd b, Le relazioni Rfond b sono gencrate dall'operazione Rfomd che verifica i se-
guente assioma;

Assiona SM: 1) Rfond & wor'openszione semplice;

2sebeN, b= 1 allm Rondb & wna relasione di arietd b+ 1;
3) s Ars mbe N, b 2 1 allora (Gap(Riond b)) = Gapas;
4) e he N, b= L mals proposizione <rex = b & falsa, allora (Gap (Rford 6))x &
i predicato. wiiversalmsente.falso.
Dallassioms precedente segue che, per ogni opgetto @ di ariesh 1, si ha
(Riond 1)a, x sc e solo se Moer({Gapa));
uando queste due condizioni si verificano, scriveremo tabvolta
a1
Analogamente F'assioma implics che, per opni oggetio b di arieti 2, si ha
(Rfomd 2)b, %,y s¢ e solo s Moer(({Gap b)xly);
quando queste duc condisioni si verficane, scriveremo anche
b1 Ly,

Talvolia notazioni snaloghe sono usste anche per ariets superiori (vedi sd
es. [12], [16)).



—B—

Infine, disponendo della metaqualiva Mpfiurz ¢ dell'operazione Gap, possiamo dre
sgevolmenie Passioma di funzionalisy per rutte le operazioni, nel modo seguente:

Assiomn SN: Se f & un'operazione allors Gapf ¢ un predicato funzionale, cicé
My Gap /).

6. - OFERAZIONI LOGICHS SU PROFOSEIONI § PREDICATI

Nel paragrafo precedente abbiamo viso che con | predica appariencri d Apred b
s possono esprimere proposizioni watomiches come ad esempio =2 + 2 = 4», che si
esprime come «Nadd 2, 2 = 4», ciok (((Gap Nadd)2)2)4
Accanto alle proposizioni atomiche i sono quelle ottenibili dal calcolo delle propons-
Introduciamo

m&ﬁnﬂdm‘e Unw,nll:quhpmnlnw

Assioma 6A: 1) B, Vel somo opersziont binarie; Now, Exist, Univ sono operczioni
2) Se i 30m0 cloments dt Maprop, allors esistono s af, Vel a, Now a & apparten-
gono ad Mgprop,
3) St i somo clewmentt di Apeed b, b & N, allons esistono E afh, Vel &, Now e ap-
purtengms ad Apred b
4) Se p u Aprdlh + 1), alors existoma Existp, Univp ¢ appirtengmio ad Apred b.

Adottando le usuali netasioni scriveremo adefl, @ V B, 1a in logo di Bt af,
Vel o, Now . Inolire. poniama

a—=p=(qalVp:

asf=(a—pla(f—=alk

= e =yn;

«xgCrm=TexeCo.
Se poip e Apred (b + 1), scriveremo 3p, Vp in Juogo di Exiep, Unio p. Tabvolta al posto
i 3p ¢ Vp useremo la scritrrs pits fumiiare oZx(p ks, <¥(px) oppure «Jx(pzls,
Malpz)e, ecc., mentre seriveremo Felpx) in luogo di Meer(3p), ¥l px) in luogo i
Macr (), ecc.

Sullsione dele operszione logiche sui predicati di Apred (5 + 1) abbiamo Passio-

‘ma seguente, che scambia 'szione delle operazioni logiche con quelle dei predicat, vi-
sti come aperazioni:




=

Assionn 6B: Per cgmi scelta di p, g @ Apred (b + 1), e Apred(h + 2] ¢ per ogmi.
xe Vg ba
1 (pVghe=(px) V lgx);
20 (plegliv=1(pxI&ge)
3} (phy = (ps);
4 (3r)x = rsy;
5) (Wrbx = Wirx).
Dismo ora aleune condiziont di verith sulle peoposizion ortenute medinte ‘applica-
ziond di operationi logiche:
AssioMa 6C: Per ot scelta-di a, e Maprop, p & Apred 1 57 Bt
D 710 ¢ vers se ¢ solo s a @ fals;
20 @V vers se- e solo se almews wna 104 0 e i & ens;
3 a&f ¢ vers se ¢ solo e sz a che B somo vere;
4) 3 ¢ o e ¢ s0lo 1o px & vena per qualobe x:
3) ¥p & vera se ¢ solo se pix & vera per ogni 3.

Introduciamo ora alcune classiche notazioni mocmoniche,
Siato @, f & Moprop. Quando si ha Mier(a —» ) scriveremo a= B, e dircmo che
I proposisione @ implica la peopesisons. . Quindi s ha 1= sc  sala 3¢ 74 fuka op.

posizione d eyuivale alla proposizions B. Quinds s ha @< e ¢ solo se a, f sano o e
trmbe vere o entrambe falsc. Useremo. notaziond analoghe anche per p,gu
e Apredh.

Inlire siap @ Apred 1. Serpveremo Sl pix) quando b proporisione Jp & vers, ¢ scri
verema et px) quando ls proposizione Wp & vern, Useremo anche nosasdoni analoghe
per ioni ripetulc; ad esempio, s g & Apnad 2, scriveremo 3x Wrlgx)y quan-
do la poposizione 3(Vy) & vera, ecc,

7. - MANDRATIONT COMMNATORIE
Nellimpostnzione del paragrafo precedente, le operarioni binutic &, \/ son0 appli-

cate a duc predicati P,  wlo quando P e © apparicngono alla stesa classe Apedh
Per wwere una tooria sis pur parzidle del calcolo dei predicat abbastanza efficene, &
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Assionn TA: 1) K & wn'opersgione semplice.
2) Per ogni x & V. esite Kt od @ in'cperazione seveplice.
31 Per ogui x,y € V i bu (Ka)y =, Cioé K associa ad ogni x e V' in‘opensgions
e st 4 vy gt 3 < V., dd’ come sl
4) Se be N, PeApredb, allons KP a Apredih + 1),

Problemi pii complicat i hanno quando si vole cambince Iordine in cul varl og-
#111 3000 wpresi in considersioner da un predicaro. Per esempio, dato un predicato
P& Apred 2, s vuole tovare un predicato Qe Apmd 2 ule che, per ogni scelta degh og
mx.;.uﬂmqn;nw;:x oppure, dato un predicato a & Apred 3, i vuale tro-
vare un predicao f e Apred 3 tale che (ax)y)z = (fz)y), ecc

ndo

- perazions binaria di trasposizione di prodicais affermaiies, Trap, caratterizzata dagh assio-
mi seguentl:
Assioma 7B 1) Trap & wn'operasiime biarie
2) Sebyke N, bk 1, allom exsie Trap bk od ¢ nn'openczioire semplice.
3) Se peApredn, wu N, n > b, & allors (Trph, £1p « Apredn.

Per descrivere rapidamente e ulteriori proprieti di Trgp, adottiama nci successivi
- assiomi la notasione Ty, = Trap bk, Nel prossimo ussioms ammetieremo anche che gli
indici B, &, 3, # slano numeni naturali e che siabbia 1S hSn, 1Sk<n, | SrSnc
P Apredn.

Assowa 7C: 1) TuP =P

2) TuP = TuP.
3) S22, allors (T 3P)x)y = (Py)s;
4) Tu(TuP) =P.
5) Se bk 22, allora (TuPhx =Ty 44 (Px).
6) Se s 2 b b alloms
TulTulTuP)) = TaP.

Dagli assiomi precedenti si possono deduree vari teoremi che in sostanza garanti-
scono ampie possibiith di scambio fra gli GREEtt 8 Cul SUCCCISIVATIENLE Oper D pre-
dica sppancncnte ad Apred b, Ad esempio, applicando i punti 3) e 5) abbisme:

1) Se p & Apred 3 allora
(T spday)z = (fp x)2)ys




2) Se peApred 4 alloss.
(0T, 2p2dp)z)e = (e 1) e

applicando anche il punto 6) si trova:
3] Se p e Apred3 allomn
(T p1x)5)2 = ((p 2hp)xs
4) Se p e Apred 4 allora
(T, iy a)e = (Gpdydid;
(T, px0s)zh = (p102)y;

Analogamente si procede per predicati di grado pid alto.

Ansaverso le operazioni introdotte in questo < nei duoe paragrafi precedenti possi-
imo i pur frcosamentc, AT cosrie e le proposion <he ntrssano nel
Je usuali applicazion del calcolo d
sete seslsimente allevista consderando collsionl di prodicat diverse dale colleiond
wécmmn!&{omwmm[lﬂ)mmmmM
dansi Insicant finie, fussioni, n-uple, sostinzion, ece., che in questa trattazione nom ab-
‘biama voluta utlizzare, preferendo riniare a un secondo tempo Finnesto dell Analisi
sul tronco dells. Teoria 'S5,

La sicerca delle migliori presentazioni del calcolo dei predicati nel quadro dells
Teoria "95 ¢ dei suoi collegamenti con la teoria degh insiemi e delle funzioni & uno dei
problemi aperti su cui vorremmo richismare Iattenzione degl studiosi interessati

8 - It TEOREMA DEL MENTITORE

1 patagrafo precedente conshude |esposizione dell eoria base '95. Osserviama che

mklmimlmomﬂnpommms&:mmmmadwj nessu-
m&mmmmmﬂﬁmzhempmwdam»ewn,rmdwuwu
# dpred 1.

Per dimostrardo useremo il seguente lemma:

Lensia: Se e Aprd 1, allors exise g w Apred 1 tale cbe per ogni pa Apred 1 5i
3

ap=pfppl.




e,
Dusasrzons: Poslamo
1= To.s (Gap Rops )T, (Klgap Rid));
=3
=g 8K iy
¢=30:
In tal modo si hu, per ogni %, ¥, T
gradpredd, (lgix)y)z= «Ropsx,z,ym & wxaw;
gaeApred 2, \gax)y = «Rapsz, %, 3%}
greAmedd, (gyx)y = «Ropsx,x, ys8 (B 1),
Tnolire s¢ % & un'operazione semplice che agisce su se stessa, si ba
gxeplex).
Basta orn prendere x =p per mere latesl. QED.
Dal lemma si deriva immedistamente i seguente teorema:

Teomksa: Now esise un prediceto. & Apred | tile che per ogni e Apred 0 5
abbia

B a)=a.
hm;m“mmmﬁwmﬁkd\&mkmu&mkmw
di Apred 0.

Dussosraxzmons: Se esistesse un e  allora, prendendop = g ¢.a = ¢4 el lemma
precedente, onerremma

aw(Ta),

e cid & assurdo. QED.

Comouario 1 Non esie ums quali § tle che a gode delle qualis g s v solo e a ¢
i propesizione vens appartenente ad Maprop

Conaiamo 2: Now cxirte uma coliezione € sale che o & C s 2 3016 3¢ & & uma propos-
zione vers apparienente ad Maprop,

1 corollsri si dimostrano considesando f = Gapg © § = Gap C rispettivamente.
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9. - CEnil SULL'INNESTO DELLA TEORIA DEGLE INSTEMI £ DELLE FUNZION!

1l teorema del paragrafo precedente conchude la Teoria '93 ma lascia aperta la via a
un amplissimo programma di ricerca diretto  innestare molt rami della Matematica,
dells Logica ¢ dellTnformatica ed eventualmente di altre discipline sul wonca della
stessa teoria,

Tale innesto aiutercbbe & capice meglio i rapporti tra Matematica, Logica ¢ Infor.
matica ¢ potrebbe contribuire al progresso di e queste discipline.

Per la piena realizzazionc di questo programma & necessaria |a collsborazione di
molti studiosi che si muovano con indipendenza ¢ con una certa audsca in varic dire-
oni ¢ poi confrontin | risultari conseguiti ¢ § problemi incontrati nella loro ricerca.
Pe fornize uno dei vari modi in cui s potrebbero innestare Iaritmetica ¢ la teoria degli
insiem, delle funzioni, delic collerioni ¢ delle correlazioni esponlamo ota pochi assiomi
semplici ma di norevole forza, che potrcbbero essere il primo pesso di e
innesto,

Menie § nomeri naural hanao permsso lintrodurions delle classi A € quin-
diin un. certo senso I'Aritmetica & premessa alla Logica, lintroduzione alla callezione
Apred | consente di enunciare un versione abbastanza forie del prnciio d'induzione
per numeri nasurall. Diamo percid la definisiane di minimo mumers naturale verdficante
i prodicats p & Apred 1.

Dervenone: Sta m un memero naturale ¢ siz p & Apred 1. Diremo che m 2 il minimo
mamero maturale. verificante p se:
1) pm & vens;
2] pin ¢ folia per o winiero rsturale w < i,

Percid possiamo enunciare il principio dindurione. nel modo segueme:

Asssonan 9A: Sep e Apred 1 o it slmons wor n & N che verifica p, allora esisce wn
minimo m & N cbe verfica p

Notismo che ogni innesto eseuito sulla Teoria ‘95 che wrsicchisce la collerione
Aprei 1 rafforza in sostanza [Assioma 94, quindi Ia Teoria ‘95 & un'ottima base per lo
sviluppo di varic teoric aritmetiche pib o meno fort, & in particolare per la discussiane
dei modelli standard ¢ non-standard dell Aritmetica.

L'assioma fondamentale dells teoria degli insiemi & probabilmente Iassioma df rim-

prazzameento. Esso pud essere enunciato usando |ld=|'|1|mnnrd1;1td.[wuﬁnzmﬂ.|¢
i metaqualita Mpfionz) nel. modo segucs

Assiosa 9B: Dato un srvicrme E ed an predicato fusrzionele P & Apeed 2, esiste i insie-
me L tale che y £ L se ¢ solo e esiste x & E tale che (Pxly ¢ vens

Linsieme L sas indicato col simboio P(E) oppure, con notazione pis vicina a quel-




le.wsuall, col simbolo
{y|Zxe E-((Pxip)}.
Dall'esistenza dell'insieme N & dall'assioma di rimpiazzamento o deduce F'esistenza di
moltissimi insicmi finiti. Per cominciare, linsieme vuoto @ si ottiene con £ = N ¢ P =
— g&(m1g), ove g & un qualsisi elemento di Apred 2. Inclure per ognia & V si ortene i
singoletto {a } di, ciot I'insieme & cui appartienc solo 4, usando un predicato p tale che
(prly e e = In&uy = av. Analogamente si oucngono tuti gl insiemi di due, tre,
quartro elementi, ecc., considerando disgunzion di predicati p tali che (px)y =
b = fn&tay = ;. Ad escmpio linsicme {4, b} cul appanengono solo gl oggedia,
b si otiene dall'insicme E = N ¢ du un peedicaro p tale che
(p)y = (o = 1nkay = am) V ux = 2mkny = bn)

Un'imimedista dellmssioms di i il i
apecificezione 0 separizione:

Teomssa: Dt ¢ € Apred 1 & un snsieme E, esiste an usieme L tale che y & L se e solo e
yeE gy é veni

Disosraazions: Basta prendece il predicaro
p = (Gap Rid) & (K}
< applicare il rimpinzzamento a p ed E. QED.

Applicando questo teorema i casi in cul C € Call, ¢ = Gap C, s trova che se E € s,
allora CNE & lus.

Aluri due classici assiomi insiemistici sono lassioma dellunione e Tassioma delle
‘pati. Diamo percié i corrispondenti assiomi alla nostea teoria:

Assioun 9C: Se E e Ins, E G Ins, allors estute un imsieme U tale cbe x € U se e solo e
esiite 3 € F per cui x@y.

 Assiown 9D: S X @ Iny allora eiste un insicme Yiedeche ye ¥ e ol ey e lns,
yeX.

Per o studio dei Sisteri insiemistici ¢ delle funzioni consideraii ad esempio in [16]
introduciamo la collczione Sy dei sistemi ¢ la collezione Fior delle funzioni. Mentre il
concetto di funzione viene dalla Mascmatica classica, il concetto di sistema & pii recen-
e ¢ generalizza i coneett di lista finiea, vettore, marrice, cec.;in i quest esemp, cer-
i oggett sono indici del sistema & vengono associati dal sisterna ad altri oggest], chisma-
i valori. 1l concetto di sisema pub cssere innestato sulla Teoria '95 con § seguenti
‘assiomi




I
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Asssona 9E: 1) Sy ¢ una collezone.

2) S S € Sy, aliors ArS =2,

3 S 5. TeSys, GapS+>GapT, allora $=T.

Dunque i ssemisono oggen binar € verificano un ssoma di stensionulnk. Se £
un sistera ¢ L che x ¢ un indice del si-

Gap &vers,
stema §, zéﬂ;!mvﬁwﬂm!mﬂwmr
1 collegamento tra | sistemi ¢ gl insiemi & wssicuraro dal seguente assioma.

Assioma 9F: 1) Dato un sistered S, existe wn nsiemse E tale cbe, se ({(GapSyx)y &
vera, allors x € E, y a E.

2) Viceverss, se p & Apred 2 od esiste E & Ins tale che (px)y=>wx € En& «j € Ew,
allors esie § u Sys tale che GapS=p.

Osserviamo che I'ssioma precedente implica I'csistenza di moltissimi sistemi. Per
comissciare il sistema vuoto i ottiene considerando un predicato di Apred 2 univer-
salmente falso, Inolire comsideranda opportuni predicati si attengand tuti § possibl s
stemi con n indici © m valori, conn=0,1,2,3,... em=0,1,2,3, ...

Le fungion somo carmicrizzate dal seguente sssioma:

Assican 9H: 1) Fum ¢ wna collegione.

2) 2 Fun s ¢ solo s 2@ Sys, Mpfurz(Gapz).

Dunque le funzioni 5000 esattamente i sistemi assaciati @ predicati funzionali.

10. - INNESTO DELLL COLLEZIONE E DELLE CORRELAZIONT

Per inserire una teoria delle collezioni come quella di [16] nella Teoria *95 convicne:
introdurre Voperazione semplice Colp, gevensirice di colleziont di predicati associati aile
collezioni. Lassioma su Calp ¢ i seguente:

Assiowa 10A: 1) Colp & w'operazione semplice.

2) S¢ ba N, allors Colph & wna collczione ¢ Colph ¢ Apred .

3) Sep & Colplh + 1), allors 3p, ¥p @ Colp b, ¢ inoltre 5 ba px & Colp b per ognix.

4) Sep, ¢ Colph aliora p\/ g, &g, 71 p & Colph, ¢ inoltre Kp & Colp(h + 1).¢
s i jeN, f,52 1, ijSb, alloms Typs Colph,

5) Per ogni collezions C 5 e GapC e Colp 1.

6) §¢ pa Coip 1, estste Ca Cold tale che po=Gap C.

7) Eriste b Colp2 tale che (bx)y=wy & xndex i,

8) Existe g & Colp3 tale chellgriy)zeralRiond 2)x, y, 3 & o & Sysv.
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Da quest assioml. sf possono dedurre mold teoremi delle teorle classiche degli in-
sicmi ¢ i quella delle collezioni, contenata in [16]; per cscmpio per ogni b N abbia-
‘mo lesistenza della collczione ¥* di tutte ke buple, ove una A-upla & una funzione i cui
indici 5000 essttamente | numeri narurali da 1 ad 4. La h-upla che associa | ad x;, 2 sd
b wd xg € denotata by, 5y, i ).

Tnoke 5 possano dedurre vari teoremi di n0n sppeseacnsi a s i slune collerio-
i natevoll, per esemplo le collezions degli ordinal, dei cardinal, ect, ¢ teoreni di non
appanenenza o Calph di alcuni predicari potevoli, come i predicaii «di Russells
PeApradl, uli che per ogai xPx o € Calls & ax € xn.

Inaroduciamo infine le corelacion, che formano hn collezions Corr, Tale collezione
vesifica 1l segucnte assioma

Assionin 10B: 1) Corr & ama collezione e Syrg Corr.
2) Se 2 Com, allora Arz=2
3) (Eatensionelitd) Se .1 & Corr, Gapr <> Gopt, allars 2= 1.
) Per g = & Cor esise wna collecione C § V2 tale che per ogni 5, f({Gap)x)y <=
@l y) € Con.

5) Vicevers, per ogn € & Coll exsie 7 @ Corr tule che per ogui 5, M(Gapz)xly =
i, )& Cn.

Le comeluzinni funzonsli formano la collezione Cogon che verifica il seguente
sssiomma;

Assiova 10C: 1) Confun & wma collezione:
2) 2 & Corfon se & solo se 7 @ Corr ¢ wnoltre Gapz ¢ frzionsle.

Questi assiomi gettano le basi di una teoria deglhi insiemi, funioni, collezion ¢ cor-
relazioni inserita nell'ambite della Tearia '95. Notiamo che, sia pure al prerzo di un la-
o0 un po’ hungs, si possono recuperare molii tearem della teotia degl insiemi ¢ delle
funzioni e della teorin delle collezioni di [16], §i potrebbera anche approfundise le in-
‘dagini sulle collezioni di cui si pub dimostrare la non appartencnza a ur ¢ sul predicati
di Apred b che non hanno equivalenti in Colp b.

Naturalnente, poiché la nostra & una teoris uperts, agh sssiomi sopra indiiats s pos-
0m0 aggiungere alri assiomi, per esempio varie version dell‘assioma di Zermelo o del-
§e sue negazion, varie forme dell'ipotesi del contini, vasie formie di assiomi di fonda-
zlone ¢ libera cosnizione, Analisi standard < pon standard, ecc,

Probabilmente il quacro della Teords '95 & idonco a trattare tust questi teani nel mo-
doi pi ehiaro ¢ trasparente possibile.

nendo di una buona tcoria di insiemi, collezioni, funzioni e correlurioni
si pub anche riprendece i cakeolo dei predicati esposts in [12] ¢ studiare collezioni




"

d.mm.mmq.uw.mw‘mduwmwnnm
agevole manipolazione formale

1L - AT PrOmLEME APIXTT

Concludiame questa nota proponendo alti peoblemi aperti allatrenzione degli stu-
dms- interessati
n primo problema & un recuperos di vari tpi di logica <lassica e non classica ncl-
Emlblm della Teoria '953, comprese le logiche modali, tempoeali, probbilistiche, ecc.
Infusti & veronimile che moite di tal logiche possano cssere trattate molto bene in tale
adro.

qu

Un problems anslogo ¢ Pinnesto di varle branche classiche & modeme della Mate-
matica, come teoria delle categorie, calcolo delle probabilita, ecc.

Un diverso tipo di problematica & lo studio pé approfondito dei teorem di sion s
stenza collegati alle pi note antinomic, allo scopo di individusre le propriet dells
seruttura delle proposizoni e dei predicati che sono cause essengali di tal isultati di
non_esbtenza,

Per cxempio si poteebbe studiare I'estensione di Gap alle metagualith. In questa ca-
sa dobbiame darc un sssioma pit prudente di quelli del § 3, in quanto non vogliaro
che 1 predicato associato a ogni metaquali sta sempee in Apred 1, il che renderchbe
contenddittoria la eeria. Quindi un assioma sulle metaqualith potrchbe essere i
seguenic:

Se & ama mictaqualivs, allons:
1) Gap e & uoperaione semplice;
2) por cgni x e V 1 ba (Gap o) € Magprop:
3) (Gap ) & wna propasiione vera 3¢ ¢ solo s x gode della metagqualit
Lsssioma precedente suggerisce 1 notarione mnemonica
pron
in luogo di (Gapp)s.
Ut problematica legata alla precedente & Vintroduzione di collezioni di proposiio-
i intermedic tru Aprd 0 ¢ Magrop ¢ collezioni di predicati pis grandi di Apred b, nelle
qual possano trovar posto predicati di verith (o r.kmd.pmmmmpmm.k
Per esempio si potrehbe pensare u uma gerarchia di collczioni di progosiziont ad
S s el B4 e e B A ATl sl e
siond predicati b-ari «di seric B (Bpmd E)B, per agni 5 € N, Precisamente si potrebbe-
ro introdurre quattro opersdoni semplici Bpred, Bprop, Beer, Bfvis ¢ postulare
che:
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S B Lelns, ECL E#L, e s baN,; alion:

1) (Bored BV & Coll, 2 @ (Bpead ENA 4 1), allows. Qpeedz, Qopsz ¢ 2xe
« (Bpred EYA per ogni x€ Vs

2) Bpeop E 6 Culi, (Bpred E) 0 G Bprop E ¢ (Bpred L) 0.6 Maprop:

3) Apred ¢ (Bored E15 ¢ (Bpred L1 b

4) BuerE, BlhE e (Bred L)1

5) S a e Bprop E, allora (Brer E)aeva, (BfalE)a<sa;

6} Sep e (Bord E)h + 1), allora (Beer E)p = aMucrpo, (Bals EVp == <Mfalip.

~Inoltre ammertiamo che rispetto alle operazhon! logiche dei §5 6,7, le collezion
BpropE ¢ (Bpred EVb si comportino come Mypop
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