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Le- probléme: du premier ‘chiffre’ décimal
pour les nombres premiers (**)
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nute. condizionando rispetto alinsieme P del. numeri primi.

1. - Inmopucnon

T st bich Gonnu (vir [2]) qu'd totite mesite pogtive u st R, concentrde sir N*
et dé masse toule Infine, on peut assocker une notion de denstt, de la manitre suivan-
1w pour chaque purtie A de N*, on conskdére les deux nambres récls
wlA N [1,2D = iy A NL1,A))
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quion appellc ln densié inférienre ct In pudensité mupérienre. de A Lorsque ces dewx
nombres coincident, leur valeus commune est désignée par d, (A), et appeléc la y-dons-
# de A. [On dit alors que A admet une p-densitd.)
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Nous étudierons notamment le cas de ln domsisé arithmodtique, c'est-bdire le cas ol
Tona
(12) a= Z o6

I ens de ln dewsié logaritbmique, <'cmet-dine le cas ot Ton 8

n p= Fonte.

D-mkw(lz).hnomh:n(ll)mdemhp-rﬂ(m ), mppemhdm
sité aritbwadrigue. infiricare et In demsié aritbométique spéricure de A. Lorsque ces dex
nolnhmummud:m leur valeur commune est désignée par d(A), et sppelée la densité

Dmskmfl“ les nombres (1. umdmpawml #A), et appelés la den-

it infimeue et ln dewsité supérieure de A. Lorsque ces deur
mmhnmmdmkwwhﬂmm:ﬂdb@ﬂpﬂr{d]nmd&hk—d[
lopiritbrigue de A.

Fin revenant au cas généns, remarquons que si Vensemble A nest ni fini ni cofini,
an peut le représenter (de manitre unique) sous la forme

(14 A= U N nip,a.0.

ot (b or (gale s 00t deus. suites dlentiers strictement, positfs, avec
Pa<ga<Pysr poUFtouln.
On voit alors sans peine que Fon a

= fi i AN [LRD = wAN(1,6.0
o) =liminf == 4t limpup =

On en déduit, grice au théoreme classique de Cesaro, le résultan suivant (of. [2),
B4, p279);

1.5 Tustonkse: Erant domede une partie A de N* , représeniée sons la forme (1.4), on
suppase ['existence des dewes lumiter sicivantes.

o a1, 4..0
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O a alors
Ldy=ma,  dil)=

1.7, Conouame: Erant dormée ume partic A de N* , représentéc sous la fomme (141,




=M=

o ppose gul'd exte un conple (p, o) de mombes néels, avec 0 < p <& < 1, el gue Fom
ait

pour towt n asses grand. Alors:
(a) Lex densités aritbmétiques supéricure cf inférieure de A sont dommées par
Adry=(1-a) /(1= dlA)=[st1=a))fla(1—p)].
Lensembic A n'adwier done pas de demsité aritbmtique.
(B) Par contre, A admet une densité logarithmique, qui est domnée par
HA)=log 7] log 2.
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Par conséquent, les limites (1.6) sont données par
s=li=alfl1=pl  A=s/%,

d'oir I conclusion.
(k) Considérons maintenant be cas de la densicé logarithmique. Dans cc e, o8
Ia mesure @ est définie par (1.3), on a (lersque x tend vers +®}

wli1,x0) = logx + 7+ Olx 1),
ot v est |s constante d'Euler. 1 cn résulie
pllpe. gD logg —logp, _ logo
Wllg, 1 4.0 Togr.— a1 Wee |

wiligee D) boggey _ Joggitloge
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Pur conséquent, les limites (1.6) sont données par
s=logz/logs, E=1, i
dioi la conclusion.
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Voil deux exemples importants ob les conditions du cosofluire précédent sont
remplies.

18 Exsupie: Soit py = £10°, g, = e + 1)10°, ob k est un entier fixe, compeis
mm:l:(‘)()nvmukuql!lmmﬂ:z‘d(fmp‘x(l‘immnﬂm{pﬁlﬂmrn
strictement positifs qui, dans la représentation décimale, sdmettent 4 comme premicr
chiffre,

On a, dans ce cas, 2 = 10°F, o = & /(& + 1). Par conséquent, les densités arithmé-
tiques supéricure ct inféricure de A sont données par

A =10/19k+ 1)), A =1/09%),
tandis que la densité logarithmique de A est doanée par
HA) = logi(1+1/k).

Ceci résout le fameux probléme dit adu premier chiffrc décimals (voir, par

exemple, [31).

19, Exempra: Soit p, = m™, g, =m™ ' !, ol m st un entier fixe, avec m ¥ 2,
Licnsemble A défini par (1.4) est constitug alors par les entiers strictement positifs qui,
dans la représentation en basé r, ¢'écrivent avec un nombie impair e chiffres. Ici on 4
a=1/m?, z=1[m. Par conséquens, les densités arithmétiques supérieure et infé-
ricure de A sont doanées par

Ay =mflm 1), A =1 e+ 1),

tandis que la densité loparithmique de A est donnée par 2A) = 1/2,

2. - Dismis CONDITIONNELLES.

Ftane données une mesure positive u sur R, concenirée sur N*, et une partie H de
N, s 50) = =, oo peut conmilone 1 Scwlle mésire v s R délinie par
v= 3 nte..

La densité assocife 4 cette nouvelle mesure peut &tre appelée une p-demsité comds-
tionmelle. De fagon plus précise: pour toute partie A de N*, les nambres d, (4), E.utl
sant appelés les u-densités inférieure et supéricurc de A, condittonmelles 4 H (et, dans ke
cas ol ces deux nombres coincident, leus valeur commune est appelde ls p-deasité de A
conditionnelle & H)

MNous considércrons notsmment le cas oit H est Fensemble P des nombies pre-
miers et oi g ext Pune des deux mesures (1.2), (1.3) (dont chacune arsibuc & P une
masse infiniel. On parlera, en correspondance, d:lqdmxr mm conditionnel-
I i P, ct de ln dowité loganitbmigue, conditionnelle 3
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Nous nous proposons de montrer que, dans le corollaire (1.7) (donc aussi dans cha-
cun des exemples 1.8, 1.9, les conclusions sont encore valables i Ton remplace les
densités et logarithmique par les densités conditionnelles comrespondan-
13, relatives @ P:

21, Tutorin: Etant de partie A de N* le forme (1.4}, an
sppose qu'il existe wn couple (z, 7) de mambres els, avec 0 < p< 2 < 1, el que Fon
it
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(cu.m&le conime densité arithmetique inférieure (resp. supérieare),
aP, bmh[pll-a)l,’{v(l-p}ll('ﬁl’-“'ﬂf(i*ﬂ) Hnad-
met donc pas de demité aritbmeétigue conditionnelic &

(6} anw.l'w/idmtmlum!w«n@mdkl
P, ke nowabre log 7/ log .

Afin de démontser ce résultar, nous commencerons par rappeler que si, pour tout
nombre réel x =1, on pose

=) = Card (P N [1, 500,
on a (pour x tendant vers + %)

22) wlx) ~ T

ct par conséquent
23 e ~eatx)
pour toute constante réelle ¢ strictement positive
m.mmmmh_&hmww
mm@hhmﬁu«d\:nmu et comdéront o mesey r .
(concentrée sur P) définic par
= Z":..

Grice @ (2.3), on a

mau- i) —emlaah  Apa) = omig),

et par conséquent
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La conclusion résulte donc du Théoréme 1.5,
Pour traites F'auire cas (ceui de la densité loparithmigue), nous noas servirons du
lemme suivant (k. [1, p. 89}
24. Lesoa: Sot v fs meenire sur R (comcenirée sur P) definie par
2.3) v Boate,.
s
On ¢ alors, powr x tendamt vers + %,
(26 WL, x1) ~ log log .
En auire, pour toute constante réelle ¢, avec 0 <c < 1, om @
@n wilex x]) = —log e/ bogx .

Dissonsmusmon:  Considérons la mesure 4 sur R (concenteée sur P) définie

a-)‘*.

La formule dintégration par parties fournit alors, pour x> 1,

[ ,-uw)-r»uu,xlnj.* MUL 2D,

cesti-dire
28 it =2 4 jr-' o

Au deuxiéme membre de cette relation, le tesme ={x) /x (qui, grice & (2.2), conver-
e vers 0 lorsque x tend vers + % ) est négligeable devant F'autre terme, de sorte que
Yon o

Hit sl = [ w0
;
On 4, d'autre parr,

e -thgn,  [gnd=e,
i
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© La relation {2.6) est donc démonteée.
Pour prouver ln relation (2.7), puisque I'égakité (28) entraine

il x) = ﬁl - "‘—“3 +]’r*xma.

1l sl de remarquer que Fon 8
B CoI I O

= e L
[r =~ma~[uh¢n '&--M{HE‘L)M-N :

g e A AL L e
 de la densité logarithmique. Plageons nous done dans les hypotheses du Théoreme 2.1,
‘et considérons la mesure v sur R {concentrée sur P) définie par (2.5). On a alors, grice
| h@e, @,
Allg ;0 villg. ) kglogg.i
Wl p It W1, p.00 v
Wipnal _ Wpoadl _ =logo/losg.
vigraD e val —loge/loga,
La conclusion résulte donc du Théoséme 1.5.
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