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RITA CASOLA (*)

Maggiorazione inmd.e espl licita
relativa ad un operatore lineare ellittico di ordine 2m (**)

Runssunro, — Viene dimosiraa I maggiosaziooe (1.3) per ogal sohusione del problems ol
omtng (11, Tk ot oppoxue ot e g opcrsicr al coniormo I, v st v
metodo per 1 calcols esplicito della costante

Esplicit Tntegral Estimate
Connected with » Linear Elliptic Operator of Order 2

smmm—mmmus}ﬁnuimnunhswun.mm‘mm
hypotheses on the boundary aperators B, 1 method for the explicit compumation of € ks
wven,

In questo lavaro estends al pits penerale operatore ellittico Ea (cfr. Sez. 1.1} sisul.
tati gid da me ottenuti in(2] per Poperatore bisrmonico, Precisamente, considerato il
problema al contomo (1.1) (cfr. Sez. 1.1), dimostro, per ogni soluzione w di esso, la
formals. i maggiosazione (1.3).

L'aspetto pits importante della mia ricerca ¢ costituito dal fatto che, sotto opportu-
ne ipotesi per i operatori al contorno B,u, & passibile fornire un calcolo explicito per la
costante C, che interviene nella (1.3),

Le ipotesi ds me assunte sugli operatori B, sono tali da includere fra questi quelli
corrispandenti al problema di- Dirichles per 'operare E, consentendo, in tal modo,
un'umpia_esiensione dei risulati dif2).

(*} Indiizzn dellAutrice: via San Godenso 52, 00159 Roma.
1*%) Memoria. presencata I 16 marzo 1994 da Gactano Fichera, uno dei XL
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1. - POSZions ner. prosLEMA

o bimin o 1 s, Bl peeplmmmes copasin o i del
siabile complessa z = x + i € con X' la sua frontiera. Supponiamo che ¥ sia una curva di
b s :.mﬂmummmqmwnﬁmumwmumm
di Holder s X con esponeate b; suppeniamo inolie > .
Nel sequita considereremo | seguenth spazic

€4(¥) (C (D)) costituito dalle funzioni continue verificami su ¥ (in ) una con-
dizione di Halder uniforme per quakhe esponente k (0 < k= 1);

€= *Mf) costituito dalle funzioni dotate di derivate fina all'oedine m in 1 ¢ i
che D*we CH{) per [x] =m;

LX) costituito dalle funzioni che su £ hanno modulo di quadrato sommabile
rispento alla misura' di Lebesgue df; in L?(Y) introduciamo 1 prodotio scalure
(5,4) = [ plz) 4421 s (la morm inseodotta da tale prodetio salare verr indicata con
=i *

(42 comoui dai vetors 7 = (7o, .1} o L3S} in cul poriamo.
2 (po i) {la norma associata sarh indicata con |+ sl

(R
H™(Q) completaments di C7(0) rispetto alls norma  Jullyeg =

= . ke

(‘_;‘_MIID:‘I w;) :

H wtc‘rxn-xrl:-- 'ﬂém]mmmdﬁmm‘(pr)hﬂdmps
S (CHEIF e ce R

H = (L2 X R ot d vetord (7, ) il che & (L) e < R, In
H m introdatio il seguente prodotto scalare (g, ), (¢ d)] = Et?~$d+
;2,.4 1 o aociaa b tle prodons, el ver odicas. con -1

Denotiama con £ i seguente operstore ellittico in due variabili indipendenti,
& ordine 2, a coefficienti reali costanti:

iy




i

Indichiamo inoltre con B; (7= 0, ..., — 1} gli opesatori al borda cost. definiti:

Sl
Fry

Bu= ‘f_.vbilz)

&
Fre e
essendo b (zh B - - (z) fonxisni reali sppactenens allo spazio €' (X)
ndichismo con L) = 3 ay1e% 4 i polinomio carateiaico delfoperstore E ¢
oonf.,(w.xl-.i:“h'uiw" '{i-ﬂ-»..n-lllpﬁlnnimmuiﬁiddnlem\df
ioni ol contormo, Supponiame che gh operatori al bordo B, verificano, rispetia all ope
satore E, la condizione di Lopatinskil. Cid awvicne s, comunque # fisi 2 £ 3, nessuns
mnhum&hmulw:&mdmn@mﬂdﬂmmmdﬁkaﬂﬂm
nial L (w, 2), & divisbile per o m avente per zer tutti € so-

lldllmnpln:mﬂngmud”w):eodﬁunﬂch:mmml&ﬁ.
[§8118

il seguente problema:

seC™@nCAd),
wn Eu=0 inf,
Bu=g, s 2 =01,

cssendo g, assegnite funziosi reali dello spazia €*(2).

Osserviamo che, poiché & elfitico, 1l o polinomio caratterstico L (1) non pd
avere zeri real, Indichiamo con I"una cucva di Jordan semplice del piano della variabile
complessa 1o = % + i, tutta cantenuta nel semipiano Jeo < 0, che contorni turti gl zeri
u parte immiginaria negativa di Lize). Consideriamo Ia soluzione fondamentale
T | [(:vi)wHr-v;)‘l""::bslix-slwﬂj'r,-)lb

W wl

g

{efr. 10, l51 (1)) svendo seelto per la funzione log [k — Flw + (y = 7] la detcemi-
nasione principale {—= < argl(x = Huw +{y = )] € =)

Nclmp-rmfﬂvcnlmdr se le fmxioni g,(z) venficano opponune
condizioni di compatibilita, la soluzione del problema (1.1) esiste € pud essere rappre-
sentaa al modo seguente:

FEELIEE
2= (2m -2

i i =
(12 ma=ﬁ§‘>j9.m i e Pad T asy

w&hs.&)lk-n,.d.n-l}ﬁnﬂiolﬁullidiMC‘EE)eI:r,mL-d
reali.

—
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Nel paragraf quario serrd considerata ls seguente formula di maggiorazione:

' 12
() inf uu«U;:-m.sC[ IE,-vl’)

-ty o
am\dnuu--ﬂnmmdelmblmcuu u,l'mdcu:nw-v&uwd.iub
pmb%euu?«l-unnmmmdn sohuzione di (1.1) tramite la (1.2), & oerrh
una stirnu della costante

di maggiorazione C.
Nl paagralo quinto, nel caso gh operaton al bord sano del tipo seguente

(14) n,u-%[fum

Bzl & €' P HEY, B oy - () @ CVUE)), verrh forito, utilizzando i cisultati del §2,
o ko per renibs e I st poeder; uomrrl.qumi questo modo il
cakeolo esplicito della costame: di maggiorazione C.

2 - RICHIAMI DELLA TEORIA BEGUL AUTOVALORE

Sia medmmrrcmd.mmd.
mu..xnﬂlmuhaixmmmmnm)m
g (.\"’le{-"’}d-
wtnpuﬂkmnmmrumdnw
Comleriarms un deteins vebiiisde & conipleta & veawod {u} nelo: ghacio 36
denakiamo con W i sattospasio di I generato dai peimi » vetori ¢ con P, lu proiezione
di 5w W, Siba

() G autovalori delloperatore P, TP, sono le radici della seguente: equiazione:
@n det [(Tioy,10) = Moa, w1 =0, Fif=1,..

pi Pautsialore 5. % 0.
Indicate con A% 3 X ... 2 Al tali radics, por ogni fisialo k ¢ per ognf v 2 st ba:

etV epy  lm AP =p

E cosi riselo il problema dell'spprossimazione per difetto di u, . Per costruire una
successione approssimante ;. per cccesso ¢ necessario fare maggior ipotesi sull'opers-
rore 1.



ey

Direma che il P.C.O. T appartiene alla classe 7 se E,.;<+- ‘poniama in ral
caso 3T) = Eal rlTlemmwmm-k&Tdemmmmmu-
dirmpm.n.mmmm

() Supponisms Te ™. Se A = al? = .. 221 sowo le sadsci defla (2.1),

o= [37(T) = 2 (P TP) + (a0
Si bas
AR I, i e,

Snmm&xll’fﬂ,niﬂbwdmtlﬂ!wdﬂk
Sy ;

sio LD, u). Sussiste 1 seguente tearems che caratterizza i P.C.O, della classe
P

(1) Un aperatore T nells spazio L (D), ) appartione alla clase 7 se e 5o e am
meite ls rappresentzione integrale:

= [mx.mvw,
i

Kx,y) -Jnu.nau.y:dg.

ed Hix, 7} s muclen simmsetrico appartenente alla spazio L (D % D % ).
Possiamo 2 questo punto dare alllinvariante 1" una cspressione integrale:

@ 0 = [ K)oy = [ [ 1 Pl

Per la dimosirazione dei Teoremi (1), (L), (11} cfr (5], [9].

Sia ora T un operaiore compatio ed di 2 i+ non
pom)cﬁerbeﬂPCOT'mﬁ-ulhdwz - Supponiamo di dever

a= (T, x)
-




Si considera In soluzione 4" di (2.1) e si pone (cfr. [41:
¥y = (3T = 3" (P,TRI) + (P12
Risulea:

AR vy,

sempre che T sia un opx d junto. Se T ha almerio
E awtovalori negativ (contati con L boro melteplicia) paniamo 4 vagaale il k-<simo wu-
tovalare negativo, altrimenti poniamo ug = 0. Mknmﬂmmuﬂw!dﬁnﬂmir
. mecouloh it o cccesso ¢ per dif
wify- 18, poniamo U= {we ¥~ (a) te (o) =0, i=1...,

Sia T s operatore compattn.ed autoaggiunio, Indicate cow 2 S u' €
s;."’ ft .nJm di (2.0)  ba

W= i)
cxsendo =, (1, 1) = in,

BsatUal, i alt=

Voghiamo ota costruire unit successione approssimante i per difetto.

(V) Sia T um operstore compatto ed autoaggiunton Sipponiamo T & 5™. Poma-
o

o = T2 = R, TR + (™)
b

2ottty lim (- =p,.

Per la dimostrazione dei Teoremi (IV), (V) cfr [2].

3. - THORKAI DI ESISTENZA E DI BAPPRESENTAZIONE

1), funzioni reali di dasse C*(X); consideriamo

Siano gylz) k=0, .
funziane:

Piz, Oy,

3.1 W= 3 J“m W




Posto V() = {weC=@)NC=* () te Eu=0 i O}, 5 ha velz)e V()
ek (6.

(VD) CNS affimebé u e V(Q) & che eritte (7, c)e H' e che

52) w0 =u+ :f,’ e
Faarey e
La condizione ¢ wﬁcmpunﬁd:tmpﬁnlm
Sia ulz) & VIO); consideriamo i problema:

seVIQ),
33) 4 et
Faren e
essendo b, = (38r)(@ /3"~ /8y')u & C*(£). Dimostrare che esiste (5, ¢) & H'
e he I8 #l3) & VID) aracmetis L ppresenisiions (52} equinié s dimonrare che
mpﬂ(ﬂ‘ﬁ)}'n&dﬁehlﬂnﬁm%k)mmi[).!]pomilmblm
omogenes associato al problema (3.3) ha come autosolusions § polinomi di grada m — 1
in due variabili reali. Abbiamo gid osservato che la funzione g (2) & V() rimane da ve-
Muﬁeimmp&x)wﬁn&ﬂ:ﬂimnﬂﬂ!ﬂedﬁmvﬂnﬁu&kmﬂiﬂmﬂ
tali condizioni «f otticne il seguente sistema di equarion inte-

e=b X, =0 .m-1,

contocno. Tmponeada
lnli singolari (cfr [6]):

J 204y !n.u. =>-.<c:«] -

=hN-1"2m, X, f=0..m-1,
essendoyy = [ (w3 L w)) d € Dz, ) = O = T[4 ). Tale sseerma

o
& regolare ed ha indice nullo (cfr. [10], pag. 417, [6], pag. 69). Consideriamo il sistema
mogeneo associato

wsiFy %
53 E’[ﬁl “;Lf"llaujo,u.n,.lmz}sn.
&
e, j=0..m-1

Diremo che il vettore o4z} & un’ autosoluzione di prima specie per il sistersa (3.5) se
#z) non ¢ i vettore nullo e s vy (2) = 0, ¥z & R, Ogni autasoluzione che non & di pri-
ma specic verrd detta di seconda specie. In [6] viene dimostrato che il sistema (3.5)
ammette (m(m — 1))2 sutosobuziont di prima specie ¢ inaltre che, indicata con d la di-
mensione dello spario delle autosoluzioni. s ba ¢ < d < mr.
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Consideriamo i sistema omogeneo trasposto
O i T
(3.6 E [;,(’lw T a,le'u D=0, zel,
S0, =1,
Diremo che il vettore glz) & sutasoluzione di prima specie per il sistems. (3.6) se

(i%)) E ]p.m— Plz,0dr;=0, 2R,

F‘—'a?
Opnnnmhndmdils.b)dwnmtrhpmmlpammddmdsmdl
Si verifica, mediante integraziane per part, che i vettori (1,0, ..., 0)... (0,0, .. N

e i

luzions di prima specie lincarmente indipendenti. Verifichiamo che ogni alira autosolu-
sione di prima specie & loo combintzione lineare. Sia ¢f2) & Cf* (), si ha

(SR OR ) R (N SRR S I

58 alo) = o jrqc'mx, Sdziy.
Dalla (3.7) si deduce

izt 3
3.9) .%x wla) 5

e R SRR 1)
04 &) g e o
= " - ", i
0 0 i 5
e il vettore
3.10) ¢=59.

Con sl posizioni b (3.9) diventa

3an l‘;ﬂlj\h(:) " qdi=0 Vel (K.




Cid implica (cfr D3], §2)
(3.2} $=am

essendo A = (Ay, .., 4. - 1h con 4, achitrarie costanti reali od I la matrice cos defini-
a (cfr 311

K ; o o o
o i i 0 o
o 0 & i

g 4 g e
Lon 25 0m Lo 0 ]
L Ay
o $un 24 Loh ¢
i H H i i :
o Lo 24 b1E)
i ¥ 3 ¥ i i
i T I A
Edgen g o
o Ly 2ty {:::)—u’"‘l Lo=n
) L e R
Loy (gt (L2 )dms Lon

Vogliamo verificare che esiste una matrice # tale che £ = . Indichiamo can p;
(=1, ym # Ly = 1, m) gl clementi della matrice . Deve essere

(3.3 PedpiaaF=da k=L

si ottiene un sistema di  equazioni in s + 1 inco-
Pt a b hmlrndﬂmdﬁdﬂnhﬂwmbadnpuﬂ;mmn
£,5, 0, . ¥} sono linearmente indipendenti (it segue dal fatto che
B 5= (0, 0)). nuugmunuqm per ogni fissato &, risolubile.

Dalla {3.10) ¢ dalla (3.12) segue allora

[ERE) AN

o) gl elementi dells matrice WA i oniene
m. Cakolizmo ora fuuy g (F=deim—1,




" —

oo

2 d
Lty + 24 yipeis t £ ae=

= 2l pas + pys a3+ Dpp 10k H e

0 kejj+l,
2

dalla (3.13) si deduce che

2y k=j+l.
T modo analogs si possono calcolare gl alri coclficient della marrice 7 otte-
nenda che:
1 o o 0 o
o 1 0. e o y
0 0 0 . 0 1
= 2y (] o 0
9 2= 2y o o
R = = i} H H

o o o e 2

‘MAU:"’ZF‘;I);—", S B sy i
o e 2(.,,;1]”_ )i = 1)y 2

s ,(;)x.-z). z(’;)x,--f e
Dalls (3.14) i ottiene dunque che 5 & combinazions lincare delle autosoluzioni. i

e,
Vogliamo ota dimostrare che il sistema (3.6) non ammette autosoluzion di seconda
specie. Sia ¢ un'muoseluzione di seconda specie; consideriamo I funzione

b A T v
msnsgni[y.:,h'; e ram i L
Oss chic, poiché & & una curva di classe C'* ¥, i vettore "




=

spazio C*'(¥) con &' > % {ckr. [10]). Cid implica che w(z) & H™ (D) (cfr, [5]). Tale
ﬁmm!qnindinl\nim:ddpmbkmlwlﬂ'(ﬂ}.ﬂa-ﬂhﬂ‘& =0

S0 = Ve idisbantd = ST duyteed ducR.
s Lo

Posto al)=wi) = 8 dusht dei ate) =0, ze 0

Sia Dy un disco di raggio R contenente . La funzione ulz) & sohuzione del proble-
maw & H* Dy — 01, Bn = 0in De = 0, D"wlz) = 0 || € = indD. E possibile co-
sruite una successione k, & Cy (R — @) tale che lim [, — uli=p, - o) = 0. Cids im-
plica i 107w, = D*ulizioy =0, |2l Tm—1.

Toperaiore E pub esere fttoirzato el prodott i s opérator delprimo ordi-
urpnp-ad-muhz Ey...E,E,...E, essendo
EE=af —+.f“ a5 el s’i e R, a'al’ ~ PP > 0).

Ponendo B = E,...Ey, E™ = E,...E,, d ottenc
[ |E=ufdedy = lim. I(E‘"w)lg‘"#,)ddy-li Blw, E™udds

oo d
essendo (s, ") una forma bill in della qual un
dotto di us decivata di ordine re — k di u pes una derivata di ondine k — 1 di
{k=1,...,m). Facendo tendere R all'nfinita ¢ osservando che si ha

Du=0(|" * " og fz|). Jalsm-2, |k|-=
D tu=o(lz™), D=0, falEm,  f o=

i otiene lim_ ] My, E™u)dr =0, Da cib segue che [ |E=u | 2dvdy =0 &
wlmb':h
(315 E™z=0, inR-0.

Sia g € € (R%); poniamo

fi) = o Pla, Dhdeidn 1h=0,.cum = 1)
"

Dalls (3.15) segue

o fready = [ @, E=fi)ds.
S




e,

In ogni termine dellu forma bilineare #{s, E'f;) compate un prodotto di una deri-
vata di ordine  di  per una decivata di ordine m — 1 — & di ™/ k=0, ... .m = 1).
Osservando che.

pei-tElf = Oz log )y Rl
siba fim [ 8, B = 0. In definiivn si otene:
ay

0= [ uBfidudy= Jubfideds =
-8 L
- #= L
(=18 e — s gdvdy Vg G5 (RY),
T
cod

.16

s
3t

b=t . mw=1, ek

Rappresentando- una funzione flz) & €77 (R%) mamite la (3.8), dalle (3.16) si
oitiene

5t 8 L -
.%J”“"E Teerr A= WECEY B0 e

Pouendo, per b =0, 4(z) :
1osoluzione di prima specie ¢ i ¢ assurdo.

Poiché il sistema (3.4} & regolare avrd soluzions per ogni m-upla di tesmind nori
(by. - b1} ortogonal alle sutosoluxioni del sistema (3.6). Dalla definizions delle &,
i deduce che tli condizioni sono verificate. Esistc sempre, quindi, un vettore p &
e (L7 ()" soluzione del sistema (3.4). Poiché b,& C*(2), 5 ha p, € C* (X} (clr. [7,
Teorema (XXTI), pag, 264). 1l sistema (3.4) ammette dunque sempee soluzione nello
spagio (CH{E))".

V@hmm&mmimkw«dﬁmﬁm&dmmhmniuﬂg;dd
problema (1.1) affinché tale problema ammer soluzione.

Se.a & soluzione di (1.1) allora w e VIQ); esistono quindi (3, c) & H tali che la s si
rappresenta mediante I (3.2). Imponendo le condision al bordo si ottienc:

si deduce b 13.9); cid implica che ¢ & un'an-

a7 (Sl + (Ll = (=1 22m, F=0,.m= 1,
essendo § un operatare singolare di (L?(5))" in sé ed L un operatose continuo di R*in




=iy

{LA(E)Y". Consideriama i vettori £ = (8o, ... 1) 58 = (55, - sS8)n- 1) Lo =
woostléhy )y € il seguente operatare:

He,c)=Sp+ Le.
F & un operwore continuo di H in (L7 (X)), La (3.17) pud anche scriversi
©.19) Flg, ) =(=11"""2ng.

Indichiamo con F* I'operatore trasposto di F ¢ consideriamo 1 gistema amogeneo tra-
sposto di (3,191
0.20) Fry=0.

(VII} CNS. affinché il problema (1.1) abbia solizione & che i termine noto g sia
wlle awtoroluzioni del sistemss (3.20).

ovwiamente necessaria.
aﬁd-nna:}nl-unim!wﬁmw Considerando la funzione sy (z) data
dalla (3.1) ed imponendo ad essa le condizioni al bordo del problema (1.1), si ottiene

un sistema di equaziond integrali singolari

321 (=1 "2=Bug=(Se), f=0..m-1.

supposto che gli operstori al bordo B, verificanc e condiziont di
anﬂnddlnhebcﬂmcmnt}ll}! regolare (cfr. [11]). In tali ipotesi esiste un ope-
ratore continue 5* ducente § (cir. [10], peg. 419, [12)) cio tale che 5'5 =1 + @ es-
sendo | Foperatore idemita © Q un operatore companto di (L*(E))" in sé.

Consideriama il seguente operatore: £’y = (57 ¢, 0), F' & un operatore contimuo. di
(LX)} ia H ed inolure riduce F. Dalls teoria deghi operatori riducibili (ckr.
pug. 138) si deduce che all'cquazione Fig, ¢} = (= 1" - '2rg & applicabile il pr
dell'alrernativa, cioé take equazione & risolubile se e solo se il termine noto g & ortogona-
le alle sutosoluzioni del sistema (3.20).

Abbiamo cosl dimostrato che se g & ortogonale alle antosoluzioni di (3.20) esiste un
vettore (g, ) « H verificante equazione Fig, ¢) = (= 1)~ 2y, Rimane da verificare
che la funzione

-t

wla) = ): J;.r::wwx Dt F ey’
spparticne alla classe C>(0) N C™"4(D) ciok che 7 & (CHIN" (cfr. Teorema
).
]I-c!m(p.t!iwﬁwmd:(}.l?).pmdﬁ(i’.:),tC‘(M.ahﬂp),:C*uh
e implica g,& C*(£) (e [7), Teorema OO, pog.
Osservitmo che, in generale, la nppmmddhmnnhmumm
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ccamite la (3.2) non & uica. 1 sistema (3.5) pub scriversi in forma compatta. 4l modo
seguenie:

322) =0

cssendo ¥ un operatore singolare di (L7 (2))" in sé. Tndichiamo con ¥ autoinsicme del

sistema (3.22). M;:Ymcnbnl-ﬁmll.,k!dtl‘lnhd-lh()l)cunpdb

somio i grada.m — 1 nelle duc variabii reali ., pér ogni 7 & ¥ si pod sempre deter-

mm.eun\tnm::cfukdxh&mmuﬂx)dsﬁnudlllullmndhcbm
stra che I rappresentazione (3.2) aon & unica

(VII) Nelle ipotesi del Teoretta (VIN), dita communguee u soluczione di (1.1), esiste e
emwmppul&.n’)wlecbrod’*e
st
.mxgoijco.c:) =

57 Pl Qe+ .2

Se sono verificate ke ipotesi del Teorema (VIL), csiste (5, ¢) & H tale che u 3 rap-
pccmmmdinntl:l}ﬂ]‘udﬁ([f‘llll' Y@ Y, si pob scrivere, in modo uni-
=f+gcmfeyese¥ . Siha
S

ulz) = ‘[1-.(') 5P Odict,

Supponiamo per assurda che esista (§, &) = (0, 0), $& ¥'* tale che ufz) =0 per
ogniza R el s o) om polinomes i grado m — 1 b & possbile b ¢ solose
h
geYimageY* dunque =0 In guesto caso si ha bk d,x'y! =0 per ogai
(x,3) &R, ciot d=0ccd & o Sy

4 - STUMO DELLA MAGGIGRAZIONE. (1.3)
(IX) Rappresentando la solucone di (1.1) mamitc fa (3.:2) i ottienc:
Yulhmian = (g, ). Tz 1)
exends T un openstore compatés ol wiodgiiunes di H in sé.

Mdestifichiomo T'clemento di posto f nells matrice dei coefficienti di un polinomio.
i graco i — 1 nelle dus variabili realix ¢ y con Felemento diposto (1= 0, .3 = 1)
del estone di R ewendos = ( - ’;']n.hmmmsmmm.
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mento 1, =x'y" con lelemente

-
o
Cl
weryit
o)
hqummdeuplm 1 oot ik ket cod seren 3. 5.
- ke e W R %
s

@ llfew= 2

Jrui0ds [ttt 5, B ot
J Foit

¥2 2 E r.]p.n:)n..(na[
essendo
i
e ]

utorm | g e 5
Gultw) =G, 0, Gallw) = Ole+ log [ =T]), 5, £=0,....m=1),
- 5 :d &
w5 ) S o
Ry=Ry, RueR, (s, k=0,..,2-1),

FREES 4 [ ﬁ

— Plz,whdedy,

o dedy ,

QuieL3E) (k=0,....m = 1,5=0,
Consideriama | seguenti operstori:

Pl
(Tigh = '%walti.(:.umw sm0 . m—1;
T, & un operatore compano ed auoaggiunto di (L3 ()" in sé.

|T;ﬂ.=;§-::qk... P e




— 6=

T3 & un operatore compatto cd auoaggiunto di R in 6.

=
Meh=3, [ oil0Qui0d:, 1
E

T, & un operatore compatto di (L7 (2))" in R indichiamo con Ty I'operatore aggiunco
cost definita

oc
Tiah= 2 aQalth, =0

Poniamo infinc
Tlp.c) = (Tig + Tfe, Tac + Typ):

T & un operatore compamo ed utoaggiunto di H in st
Coa uali notazioni la (4.1) diventa

[limicn = I, €), Tig, ).

Osserviamo che indicato con A(F) l'muoinsieme dell'operatore F definito dalla
3.18), si ha

: brizet
Jof Wt meliea = inf e+ paic e, Tle + 90,0 + a0l

(X) Rappresentends Lo solusione di (1,1) tramite la (32), & possibile costmire
explicitamente un aperstore contisao, F d H m (L2 (2 tale che

o ma
2, 1B =422, )R -

Considerando la funzione vylz) definita dalla (3.1) ed imponendo ad essa
le condizioni al contomo si ottiene il seguente sistema di equasioni iniegrali
T
M2 (=1 2By} =

- H
= 2| wn@ e Zhao [ 800 om0
= ARt |

(=0, .. m = 1), dove

L, (w, 2w’

Liw)law + 5) =

Aale) = —n'!




gk
o [ Lo
Balz) m] g
Gk =0,.coom=1) € Maz,2) = 0(|z = 5|* ") (per i ealeoli clr (1))
D'alira parte rappeesentando la soluzionc di (1.1) tramite la (3.2) si deve tener
1o anche del polinomio; imponends ad esso e condizioni al contorno. si ottienc:
wi
a,f(m..,.z.‘.-.w)ﬂm-
JEOm=1;

L & un operatore continuo di R” In (L7 (%))
Considerando le matric Alz) = {(Ag (2))), Btz) = [(Ba (23} ¢ i vewori

= ozl P
Kap (i e T

£
et gt
M.-(_gn [ o Mute, 0t 2 [ @M s, :uc).
& ]
1 2a((Lely, ey (Lol -y ), la (42) ¢ Ja (43) possono scriversi in forma

(~1Fi2m=Ap+ -:,-x.,,+ M+ Le.

“s i{;.rJ-Au%x.Nka
si ouienc la tesi.
11 seguente teotema focaisce una stima per la conante di maggiorasione C.
(XI) Constdera gl opertori T ed F imtrodatti nei Tecresei (IX) (X) ¢ posto
{(wtlﬂ?.t}l

461 Ci=
wasiziool  Ne.

“n =

inf
tru AP~ (0,01

riwlta
(48 Gee




g

“@9) s L, e

(4.8). Supponiama per assurdo C, = 0, in tal caso esiste una suc-
cessione {(z., )} & AUF)* e che
(410 Wewcll=1,  lim [Fi, e )lormm =0
Dalls prima delle (4.10) si deduce che esiste una sottosuccessione, che cantinnere-
mo ad indicare con {(. )}, d (p,¢) € ALE)S.
La successione {F(..,c,)} converge allors debolmente  Fiz, c); dalls seconda delle
14.10) e dall'unicith del imite debale, &i deduce che F(3, ¢) = 0. Si ha quindi (7,c) &
@ A(F) ¢ cioe, essendo anche (3, ¢) € A(F), (g,¢) = (0, 0).
a con F' un operstore riducente F (cfr. Teorema (VID); si_ otsienc
F'Flp, ) = (5., 6) + Qlp, . ) essendo Q un opecatore compatto di H in sé. Dal
fano che {(5., c.)} converge dcbolmente # (0,01 ¢ dalln seconda delle (4,10) si ottiene:

Dimostriuma T (43). Dalla (46) 5 ottienc
1.6l Tz N S Cilp, F  WigcleH
e quindi
1) [+ pare + ) Tlp + o, e+ 501 €

b an

3 c,'u_ inf lig+esctalf WeclaH.

Dalla (4.7) si ottiene
We ol < G B OB ¥z ) AFY-.
Dl pane cssenda H = AF) @A), ol ba (5.¢) = (70, 0) + (5,4),

(5, c0) G AIF), () & Hy da cid segue che (g, ' = inf W(eot dico t
+d)ff. La (4.7) implica quindi arcsiek
@2 mt s d ol SCTIRY, e Y dieH,

Dalle (4.11), (4:12) 5 deduee
@i (e + porc + o). Tlp + pa, ¢ + ol € CIC* IFle, MBisceye

-
Wiz, cleH.
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Essendo
oo Ml + Bose ¥, Tig+paie +ell = inf b+ sl
{cfr. Teorema (IX) ¢
e, Mo = 2L S 1848

(efr. Teorema (X)), dalla (4.13) si oticne la (4.9).

- CALGOLO ESPLICITO DELLA COSTANTE DI MAGGIORAZIONE

Vogliamo esporre ua metodo per il caleolo delle costant C, & €; definite nel Teore-
ma (XI), nel caso in cui gli operstori al bordo siano del tipo (1.4).

Osserviamo che la (1.4] pud anche scriversic
.l+

g

g
N )
2k
Affinché 1ol operatosi verfickino la condizione di Lopatinskii, deve
detbiz) % O per ogni fissaro 22 (sbbiamo posto biz) = (1)), lﬂﬁmfnﬂn
2 2, nessuns combinscione lieare a cocfficent complesi de polinon caraucristii
delk -condizioni al bordo:

E u,l,Ew.r)’twi-:)'E w! -'( o .z,mz)) e

m.mwnwamqmmnﬁmcﬂwm.m

negativa di o, 5c ¢ solo se detdz) = 0.
In qucsto 130, quinds, 1 problema (1.1) pud ricondurs ad un problema i cui vengono
assegrate condizioni al botdo di tipo Dirichlct perturbate da un termine in cul com-
paiano derivate di ondine minore di re della fusione incogaita a.

I anummn {1, €4V} 00 sistensa ortanrmale ¢ completo di vettori nello
spazio H e con P, la protczione di H sul sottogpezio W, = [( .e)...{w . e,)]. Comiderate
kwwa-r (A\"} e {v.} cosl defimite:

1Y) radice. dell'equazsane

der ((Tlwy, o) (1, )] = Ml @) (o)} =0 ik =Teiw




——

(e radici some cosi ondémate AT = AT E L. 2 AL
o= [3T3 = 3P TR + GEFI?,

ik

1) Asataci sy, €y, lmal=

Per dimostrare le (5.1) basta verificare che il P.C.O. T7 appartiene alla classe &
(efr. §2).
Sy

Vinsieme D dato dal prod di X per la reta reale, Indi-
chiamo con ds la misusu di Lebesgue definita su ¥ c con  la misura di Ditac diversa da
zero solo nei punti 1= 0, ...,c4m— 1 ¢ poniamo g =dr X 3, + (V|¥] ) x g,
im0 it —1, j=r,..,o4m—1. Indichiamo con ¢z} i valorc della
funzione ;Em: {ze X, 16 R), sppanenente a L7(D, x), quando /=i ed inclire
Chﬂwnmrlmi,(z)-y,tz)&i n, m— 1, gl =
Lo spazio H & congruente allo spaio L*(D, u).

osijEm=1,

OSism—1, mSjSe—l+m,
m&isetm=1, O&j%m,
mEi,jEm a1

Loperatore T & unitariamente cquivalente all'operatore
:n\.-ojé,mviu.n«.,-.u. =0, (e 1)

Poiché G, (z, T} = Ofc + log |z = 1), siha Vb, D e LD x D, HKMLV.lZ.O
& inoltre un nuclea simmetrico. Queste sano le condisioni affinché T* e  (¢fr. Teore-
ma (D).

Osserviamo che nella costruzione della successione {r, } interviene il primo inva
riante omogonale di T a tale invasiaste si pud dare un cspressione csplicita iy
@2):

AT = [ day [ Vel D10~
b8

203 Perils T
-5, Ja [ arac 55 S, floras B

Vopliamo ora costruire wna suecessione approssimante CF per difetto.
(XIN) E possibile costruire esplicitansente an openctore compatto od sutoaggsunto N




e

di H in 5, tale che posta

o . llp, el Ng. e
ar=toe Mol
b
G2 146,50,
53) cizlB B0 +G),

csendo B la matrice definite mel teorema (X) ¢

i8-1E= sup 18" el -

P pbudar =1

Coasideriamo Toperstore F definito dalla (4.5). In (11}, Teorema (I, wiene
md.eamubadumddm(14]==max4o(ﬂ'“
J k=0, ..,m =1,V eX. Sivesificainoltre (cfr. [11], pag 9) s (4.2 pud
-mmxnelh seguente:

= st Bala) i -
t=1p ”"""“”.?a[ & Jp.(!l% b.|r-c|a,,+J,.mu,u.m<]

esendo Bplz) = —Balad k=0, o =1 ¢ Maln, 8 = O = g0
Considerando | matrice B(z) = l(a,tz))) e i vettori

B o By
Sipm é(!wlﬂi m-m‘v..‘.‘p.“.(_agr hclz-tli‘z)-

n;-[}_i:  ENECT P P 7 S z)e,).
F F

1a (4.5) pud anche scriversi al modo segucnte:

(540 Fig,c)=BSap + Mp + Le.

1 sistcma 14.2) & regolare (cfr [111); la matrice Bz, ¢ di conscguenaa I matrice
Blz), sono dusque non degeneri




Consideriamo oru la costante.

15! A, e)orunm
e AT~ {40, 01) | T i

ci=
si ha
53) ci= e
In modo anslogo & quanto farco nel Teorema (XD, i dimostra che
i5.6) Cy=0.
D'sltra parte si ha
15" Fip, Mrmr = M, OF + g e). Nig )]

esendo
51 Nig.c) = (Nip 4 Nic, N+ Nye)

o

e Ny=N+B M+ 538+ M Sy, Ny=LoS+L* M, My=L*L-I,

N = 2 Jotad [ ol o bl
¢

Ny & un operatore d unto di (L} (£)) insé; Ny &
patto di (L (S)* in R'; Ny & ua operatore compatto ed wnosggiunto &i R in 3¢. Da
@mwNewmxmmwa&mWodinhm.
Fssendo GF = 1 + Gy, dalle (5.3 ¢ (5.6) 5i ouengono le (5.2) < (3.3}
Vogliamo ora costruire due successloni che approssimino per difetto ¢ per eccesso
I costante €.
Ntuﬂqmﬂmmpmdﬂ!qwmnc,ﬁﬂ,wmdz,wﬁi
|'in&zdi(i.zzlaqulampnmn:inm-umhamndmhwmmm-
pendenti, st ha dim ¥ = 7 (¥ & Tinsieme introdotto nel Teorema (VID); ponenda
i Uy = o, sepe dimA(F) = 7+ go. Ordinando gl swtovalosi pon posit di N in
ordine fron decacacente, s aktiene che, s¢ €y < 0, C; viene ad essere il (s + g + s
slore di N (por inpoig = 7+ go + 1). Si pud quindi )=y
tper I definizione di u, cfr. Tearemi (V) ¢ (V).

(XIV) Ulilizsando e stexe motaziont del Teorema (XD, comsideriamo e succession
{Aech (7.} cod defimite:

— ————————



=T
Ay radice dellequazions.
det {[NGwy, e0), (. €3] = Mlowe, e (o )} =0, kyj=1, .0
(e radsci somo cost ondinate 3y , €3y € L €R,,),
Fo= Do) = (P NPP) + (2, FT7 .
Si ba

FERe SGS 208,

Jim, 7= Jim 3y,

5
1 Teoemi (IV) (V) forniscono due successioni spprossimant C, pés difetia & per

eccesso 5 il PCO, Niedl
Dalla (5.8) si_ deduce:

B
hpl= 2 [otolte e, i=0,.m-1,
s

it
(N,p).ugJ?,(:lx,(:m. =001,

(N.d,-:j:::gW‘-. PSR
$i ba inoltre
Lt ehien,  LinD=00- 4,
X e L),
V=W, WeRr.

Cnmdcrmnmm=ndTmu(Xﬂ)me'lD.Jllwlhm
H. Lioperatore N & uniuariamente equivalente aloperatore

(Ng) -d[a,mmz. Qédipg o= Ot tm—1)




avendo posto
Jen ) 0€ijsm—1,
Xyomald) 0SiSm-imS;Satm=-1,
Kel=1x (0 meisetm-10%ism—1,
mELEatm— 1

Sib
Kl D= KeZ0),  Kyln, 0 =0(f =gt~

s sy . 2, 3 b e Ky( ) 6 LD X Do i 1

rco. Pyt gl
i
AP = [ [ IKate, O da oo =
B e

J.ﬁ,] Vel, 0| 2dc + 2 2 = [lx.(rll'tw;f_ilv. 2.

Tt S0

Dalle (4.9), (5.3) ¢ dai Tearemi OXI) ¢ (XIV), si pub concludere che:
1 - 1
SR Tl e
69 L St O LN ey

la disugusglisnza essendo valida non sppena & 1 + 7, > 0.
Tutte le costanti a secondo membro della (3.9) sono esplicitamente calcolabili
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