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Summary. — This paper is concerned with the study of the existence and the multiplicity of
the solutions of a nonlinear elliptic problem with respect to an obstacle; moreover some general
properties of the set of solutions are described. At the end, under suitable assumptions, we pre-
cise exactly the number of the solutions.

INTRODUZIONE

Sia Q un aperto limitato di R” e siano assegnate le funzioni g su @ XR e ¢ ed b
su Q.
In questo lavoro si considera il problema:

Au+ g(x,u) = h(x) per x tale che #(x)>¢(x),
(%) Au+ g(x, u) = b(x) per x tale che u(x) = ¢(x),
u=¢, u=0 su 3Q,

inteso nel senso delle distribuzioni (vedi definizione (1.2)). Per semplicita ho conside-
rato Poperatore di Laplace A, ma tutti i risultati e le dimostrazioni esposte valgono al-
trettanto bene per un operatore A = D D; (a;(x) D;) uniformemente ellittico con a; =
=a;, a; in L*(Q). &

Nel caso in cui g(x,%) = Au, questo problema & stato studiato in[29] e in[26].
Gia nel primo di questi due lavori si mostra come, in queste ipotesi di linearita per g, i
risultati differiscano in modo assai notevole dal caso in cui manca l'ostacolo ¢. Se in-
fatti ¢ manca, il problema si riduce alla sola prima equazione delle (*) e, come & ben
noto, se g(x,#) = Au, con A ad esempio diverso dagli autovalori dell’operatore di La-
place, allora per ogni 4 in L?(Q) I'equazione (*) ha un’unica soluzione.

Invece in [29] si mostra che, indicati con A, e A, i primi due autovalori dell’opera-
tore di Laplace, se g(x, ) = Au con \; <A<, e se ¢ =0, il problema (*) ha almeno
due soluzioni se 5> 0 quasi ovunque in Q(bh € L?(Q)).

(*) Indirizzo dell’Autore: Dipartimento di Matematica dell’Universita, via Buonarroti 2,
56100 Pisa (Italia).

(**) Memoria presentata il 15 novembre 1990 da Ennio De Giorgi, uno dei XL.
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Questa analogia di risultati fra questo problema ed il seguente problema non linea-
re senza ostacolo (vedi[4]):

Au+g(x,u)=h,
#=0 su 0Q,

nel caso in cui

g(x, 1) o

<X < lim

to>- ¢ t— +o

21>

viene presa in esame nell’introduzione di[26].

In[26] faccio ancora ipotesi che g sia lineare in # e studio la risolubilita del pro-
blema (x) al variare di ¢ e di A.

In particolare dimostro un teorema di alternativa: per un certo insieme di coppie
(¢, b) ci sono esattamente due soluzioni, per altre una o un continuo, per le restanti
nessuna. In[26] dimostro anche che il primo insieme di coppie & un cono convesso
con certe proprieta di chiusura e studio alcune proprieta dell’insieme delle soluzio-
ni.

Nel presente lavoro considero il problema () senza fare Iipotesi che g sia lineare
in «.

Nel paragrafo 1, dopo aver richiamato la nozione di sottodifferenziale, interpreto,
in certe ipotesi, le soluzioni # di (*) come i punti inferiormente stazionari di un op-
portuno funzionale f su un vincolo convesso K;: 0 & nel sottodifferenziale di f su K, in
u; (nel caso in cui g sia lineare le soluzioni possono essere intese come punti di
minimassimo).

Nel paragrafo 2 introduco le soprasoluzioni dell’equazione Az + glx,u)=h e ri-
chiamo fra gli altri un risultato (che ho esposto in [20] in collaborazione con A. Ma-
rino), che gioca un ruolo molto importante nel seguito: le soprasoluzioni possono es-
sere utilizzate come ostacolo superiore apparente, nel senso che le soluzioni del pro-
blema con I'aggiunta dell’ostacolo superiore ¢ sono soluzioni del problema (*) se ¢ &
una soprasoluzione.

Nel paragrafo 3, assumendo le ipotesi (G) e ( 2) (vedi (3.1)), dimostro fra I’altro
che:

— se il problema (x) ammette una soluzione, allora ne ammette una minima
(vedi teorema (3.10));

— valgono certe proprieta di passaggio al limite per successioni di problemi di

o

tipo (*) (vedi (3.14) e (3.17)) nella ipotesi che zlhf g(ﬁi ) >

— si possono dare alcune informazioni sull’insieme (non vuoto) delle coppie
(¢, b) per le quali (+) ha soluzione, esplorandolo con opportuni fasci di rette (vedi teo-
rema (3.20)).

I teoremi di molteplicita sono esposti nel paragrafo 4. Il risultato principale ¢&
esposto in (4.11) che ¢ un teorema di alternativa nel quale, assumendo le ipotesi (g) e

(G) (vedi (3.1)) e supponendo in sostanza che lim g(x, )

t— +o t

> 1y, dimostro che lo spa-
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zio delle coppie (¢, ») pud essere ripartito in tre insiemi non vuoti: se (¢, ) sta nel pri-
mo insieme, il problema (*) ha almeno due soluzioni, se (¢, ) sta nel secondo, (*) ha
almeno una soluzione, mentre nel terzo caso (*) non ha soluzioni. In questo enunciato
fornisco anche alcune proprieta di tali insiemi.

Ulteriori precisazioni sono esposte in (4.12).

Desidero sottolineare il fatto che, per questi risultati come per quelli dei paragrafi

: A ML e . glx,9)
precedenti non & necessaria l'ipotesi che lim i)
. . t— +® t
in[29] e in[26]. ‘

Nel paragrafo 5 considero il caso speciale in cui g(x, #) & convessa in #, nel quale si
possono dare numerose precisazioni ai risultati dei paragrafi 3 e 4.

Desidero ringraziare il prof. A. Marino per avermi seguito nella preparazione di
questo lavoro.

< 1;, che invece & supposta

.

1. - POSIZIONE E CARATTERIZZAZIONE DEL PROBLEMA

In questo paragrafo si definisce il problema P (b) e si introducono alcune ipotesi
nelle quali & possibile caratterizzare le soluzioni di tale problema come punti inferior-
mente stazionari (vedi Definizione (1.11)) di un opportuno funzionale.

(1.1) Sia Q un aperto limitato di R”, g: Q X R— R sia una funzione di Caratheo-
dory, cioé g(x,*) sia continua per quasi ogni x € Q2 e g(-, #) sia misurabile per ogni z €R.
Poniamo

Glx, 8 = fg(x, s)ds; D= {ueH}?*Q)|G(x,4) e L' (Q)}.
0

Per ogni funzione ¢: Q— R misurabile poniamo
Ky={uel’@luz4¢};
inoltre sia
@ = {¢: 2— R misurabili| K, "D+ 0}.

Consideriamo il seguente problema:

(1.2) Dermizione: Sia ¢ € @; diciamo che # & soluzione del problema con
ostacolo ¢ e termine noto /» (problema P (b))se:

ueDNK, e inoltre per ogni ve DNK; risulta:

(—gle,0) +bh)v—u)e L' (Q),
P,(h)

fDuD(v—u)a'x+f(—g(x,u)+b)(v—u)dx§0.
Q Q
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Assumeremo per semplicita che il termine noto 5 sia in L?(Q); sulla funzione
g faremo le seguenti ipotesi.

(1.3) IrotEst (g,):
a) se QcR” con #Z3, posto 2* =2n/(n —2), supponiamo che valga
[glx, 1)) — g%, )1t — B) Sa(l+ |4 1+ 5 1) |6 — 5
dove 2 & una costante opportuna;
b) se n=2, basta che valga
[g(x, 1) =g, )1t —B) Sa(l+ |6 P~ + |6~ Y) |4 — 4|
per qualche esponente p>1;
¢) se n=1, basta che sia
[g(x, 1) — g(x, )]ty — ) Salty, ) |4 — 1|
dove a(#,%): R* >R & una funzione continua.
¢
(L.4) Irotest (G,): Posto G(x,?) = [g(x,s)ds, supponiamo che
a) se QcR” con n=3, risulti R

25h
n—=2"

Glx,t)=alx)+b|t|" con a(x)eL'(@Q), beR e 2* =

b) se n=2, valga per qualche esponente p> 1
Gx,t)=a(x)+b|t|? con a(x)eL'(Q), beR;
¢) se n=1, sia
G(x,£) = a(x) + () con a(x) e L'(Q) e B(¢) funzione continua.
Notiamo che I'ipotesi (G,) segue da (g,) se per esempio g(x,0) € L* (Q).

(1.5) Proposizione: Se la funzione g verifica Iipotesi (g,), allora risulta:
a) esiste una funzione di Caratheodory w:Q X R? >R tale che

Glx, ) = Glx, ) + g(x, 1), — ) + w(x, 11, ) |t — b |;
w=0;  wlx4,b)=wlxb,4);
o(x,£,§)=0 per quasi ogni x€Q e per ogni teR;
inoltre per ogni #=3 risulta
’ wlx,t,6)Sa(1+]4F 7 + |41

(con 4, costante opportuna) e maggiorazioni analoghe valgono nei casi #=2 ed
n=1
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b) per quasi ogni x e per ogni 7€ (0,1) si ha per n=3

Glx,u+ (v — u)) — G(x, u) e

T
ZGx,v)—Gx,u) — (1= a|u—v|(1+ || 1+ o] 71);
(una diseguaglianza analoga vale nei casi #=2, #=1).
DmvostrazioNE: Per provare il punto @) basta porre
wx, t,5) = [sup{lgx,71) — g, )|t A, St S =S4 V41T

E immediato verificare che nell’ipotesi (g,) la funzione  cosi definita soddisfa le pro-
prieta sopradette; il punto 4) segue facilmente dalle proprieta della funzione w viste al
punto a).

(1.6) Osservazione: Notiamo che la proprieta 4) della Proposizione (1.5) ¢ equi-
valente alla ipotesi (g,) come & immediato verificare.

Introduciamo ora i seguenti funzionali:
(1.7) Dermizione: Sia b € L? (Q) e valgano le ipotesi (g,) e (G,); i funzionali £, f,
ed f,4: Hy? (@ —RU {+} sono cosi definiti:

ﬁ)(u)=—;-I|Du|2dx—J'G(x,u)dx per ogni # € H}?(Q);
Q 2

(G(x, w) & semintegrabile superiormente nell’ipotesi (G,))
f,,(u)=f0(u)+fbudx; f,,,¢=f;,+IK¢
Q

dove I, & la funzione indicatrice dell’insieme K, Ik, () =0 se ueK,, vale +
altrimenti).
(1.8) Osservazion: Se valgono le ipotesi (g,) e (G,) e se he L?(Q), allora:

a) per ogni % di H? (Q), G(x, ) & semintegrabile superiormente ed i funzionali
f ed f, 4 sono semicontinui inferiormente (cid segue dall’ipotesi (G,) per il lemma di
Fatou)

b) i domini dei funzionali f;, f;, f; 4 sono:
D(f,)={ueH?*Q)|f,w)<+o}=D (vedi punto (1.1)),
D(fy,4) =D(f,) nK;=DnKj,.

Tali domini sono convessi, anzi per ogni # e v in D e per ogni w € H? (Q) tale che
#Nv=w=uV v, risulta w e D. Per la dimostrazione basta usare il punto 4) della
Proposizione (1.5).
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¢) se u e veD, allora g(x, #)(v — ) & semintegrabile inferiormente, come si de-
duce immediatamente dal punto 4) della Proposizione (1.5).

(1.9). Proposizione: Se la funzione g verifica le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4)
e se heL?(Q), allora il funzionale £, definito in (1.7) gode delle seguenti proprieta:

a) se u e v sono in D= D(f,), allora

b folu+ tv—u) —

t—0* t

5®) =J'DuD(v——u)dx—

[o}

-fg(x,u)(v—u)a’x+fb(v—u)dx<+oo;

Q Q

b) £ ) if;,(u)‘i-f[DuD(v—u)—g(x,u)(v—u)+b(v—u)] dx —

a
—Iw(x,u,v)lv—u|dx
0

dove o & la funzione di Carathéodory relativa al punto 4) della Proposizione (1.5).
Inoltre risulta:

fw(x,u,v)|u—v|

lim “ =0 i ueD.
llo—#fl 2@ =0 ””—u”LZ'(O) per ogni # €

DmvosTtrAZIONE: Siano # e v in D e poniamo #, = u + (v — «) per ¢ € (0, 1). Dalla
Proposizione (1.5) si ha:

—Glx, 1) + Glx,0) = | u— o] (1+ |t "1 4+ o 1) =

Glx, un,) — Gx,
= M = glx, 0)(v—u) + olx, 4, u) v —u| =
S, ) v—w)+a(1+ a1+ 0 Do —ul.

Ne segue che

Ef{;f How oty 5 ) = f g%, 8)(v — ) dx

Q Q

e questo prova il punto 4) in quanto g(x,#)(v —u) & semintegrabile inferiormente.
Il punto ) segue dalla @) della Proposizione (1.5).
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(1.10) Noraziont: Nel seguito porremo

P, e et Ut e 1L

t—0* ¢

= j[DuD(v— u)—gx,u)(v—u)+hlv—u)ldx.

Q

(1.11) Dermnizione (vedi [10]): In uno spazio di Hilbert H sia definita una fun-
zione f: H—>R U {+®}; sia € D(f) = {u € H| f(4) < +=}. Diciamo sottodifferen-
ziale di f in # l'insieme 3 f(#) degli « di H tali che:

lim inf f@) = fw) = (a,v — u)

=>
my =4l =%

(scriveremo anche 37 f per semplicita).

Diciamo che f & sottodifferenziabile in # se 3~ f(#) # @; in questo caso diciamo gra-
diente inferiore di f in # ’elemento grad™ f(#) di 3~ f(#) che ha minima norma (si veri-
fica facilmente che 3~ f(#) & chiuso e convesso). Infine diciamo che # & un punto infe-
riormente stazionario per f se 0 € 3~ f(u) cioé se grad™ f(x) =0.

Questa definizione si generalizza in modo owvio al caso di uno spazio di
Banach.

Il teorema seguente caratterizza le soluzioni del problema P, () come punti infe-
riormente stazionari del funzionale f, 4 definito in (1.7).

(1.12) Teorema: Supponiamo che valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4).
Siano £, ed £, 4 i funzionali definiti in (1.7); sia # € D(f, ;) = D n K. Allora sono equi-
valenti le seguenti affermazioni:

a) u risolve il problema P, (b) definito in (1.2);

b) liminf s =0 per ogni ve DNKy;

t— 0t ¢

¢) 0 €3z f,4(u);

d) 0€3p;2(g) fy 4 () (vedi Definizione (1.11)).

Al punto ¢) il funzionale f,, si intende esteso col valore + % ai punti di
2 5 £ e LS £ ;
L* (Q)\\Hy? (Q); tale estensione & semicontinua inferiormente nell’ipotesi (G,).

La dimostrazione segue facilmente dalle Proposizioni (1.5) e (1.9) e dall’Osserva-
zione (1.8).

2. - SOPRASOLUZIONI

In questo paragrafo introduciamo la nozione di soprasoluzione per l'operatore
9™ fi e richiamiamo alcuni risultati ottenuti in[20], che saranno utilizzati nei para-
grafi successivi.
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Queste proprieta delle soprasoluzioni ne mettono in evidenza importanti e sempli-
ci legami con le soluzioni del problema P, (b) definito al punto (1.2); in particolare, la
possibilita di ottenere soluzioni del problema P, (b) utilizzando le soprasoluzioni co-
me ostacoli superiori ausiliari (vedi Teorema (2.6)), pud interpretarsi come una ver-
sione del metodo di Perron nel caso non lineare.

(2.1) Dermnizione: Sia f, il funzionale definito in (1.7) e supponiamo verificate le
ipotesi (g,) e (G,) introdotte in (1.3) e (1.4). Diciamo che ¢ € H>?(Q) & una sopraso-
luzione per Poperatore 3™ f; se, per ogni v =, V¢ con »; € D(f,) =D (vedi punto
(1.1)), risulta:

[—g(x,¢) +hlv—¢) e L} (Q),

IDED(u—E) dx+f[—g(x,$) +hlv—¢)dx=0.
Q Q

(2.2) Proposizione: Se valgono le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4) si ha:

a) se ¢ & soluzione del problema P, (h) definito in (1.2), allora 4 & soprasoluzio-
ne per l'operatore 37 f;

b) se ¢ & soprasoluzione per Ioperatore 3~ f, (in particolare se ¢ & soluzione di
P,(h)), allora & soprasoluzione per loperatore 37 f,, per ogni Ah'=h

(b',b e L*(Q)).

(2.3) Proprosizione: Valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4); sia ¢ € H?(Q)

e per ogni v; € D poniamo ¢(»,) =v; A ¢ = min (v, ¢). Allora risulta:
a) Dg D(v — ¢) = Di(vy) Dlvy - $(21));
b) g(x,8)(w — ¢) = g(x, Y(v1)) (v — $(v1));
) glx, Y(v1))(v; — Y(v;)) & semintegrabile inferiormente;

d) & & soprasoluzione per Poperatore 3™ f, se e solo se
p b

| Dot Dlvs — gto) i+ [ [l 01)) + B1(or = dton)) d 20
Q Q
per ogni v, € D;
e) se ¢ & soprasoluzione, allora G(x,(»;)) € L'(Q) per ogni v; € D.

Il seguente teorema mette in luce una importante proprieta delle soprasoluzioni;
questa proprieta ci permettera di utilizzare le soprasoluzioni come ostacoli superiori
ausiliari.

_ (2.4) Teorema: Supponiamo che valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4); sia
¢ e H"?(Q) soprasoluzione per loperatore 87 f,; poniamo K,3={xeL?(Q)|
p=u=¢}.
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Se u risolve il problema a due ostacoli

ueDNK, 3 e inoltre per ogni ve DNK,; risulta
glx,w)v—u) e L' (@),
P, 3(h):
fDuD(v—u)dx—fg(x,u)(v—u)dx+fb(v—u)dxéO,
) a Q

allora # & soluzione del problema Py (b).

(2.5) Teorema: Valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4); allora il minimo di
due soprasoluzioni per I'operatore 3~ f, & una soprasoluzione per lo stesso operato-
re.

Come prima conseguenza dei Teoremi (2.4), (2.5), riportiamo il seguente
risultato.

(2.6) Teorema: Valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4) e sia ¢ € L* (Q).
Allora:

a) se ¢ & soprasoluzione per 'operatore 37 f, e se DN K, 3 # 0, allora il proble-
ma Py (h) ha una soluzione # = ¢; inoltre f, (#) = min (f, +1Ik,;);

b) se u; e u, sono soluzioni del problema P, (h), allora esiste una soluzione
u=um Nuw,;

¢) se Py(h) ha soluzione, allora Py (h') ha soluzione per ogni ¢’ € L (Q) e
bh' €[*(Q) tali che ¢' =¢ e b’ =h.

DimosTrAZIONE: Per provare il punto 4) osserviamo che, siccome ¢ e ¢ sono in
L* (Q), i sottolivelli del funzionale (£, + I, ;) sono compatti nella norma di L* (Q); ri-
spetto a questa norma il funzionale & semicontinuo inferiormente e percid ha minimo.
Ogni punto di minimo del funzionale (£, + Ig,;) risolve il problema P, ;(h) e quindi
(Teorema (2.4)) & soluzione del problema P, (h).

Per la dimostrazione del punto b) basta ricordare che ogni soluzione di Py (h) ¢ so-
prasoluzione per I'operatore 3~ f, (Proposizione (2.2)); quindi si usa il Teorema (2.5)
e si applica il punto 4) con ¢=u; A, osservando che D K3 #0 in quanto
¢eDNK,;.

Il punto ¢) segue da 4) e dalla Proposizione (2.2).

3. - PROPRIETA DELL’INSIEME DELLE SOLUZIONI E DELL’INSIEME DEI DATI
PER CUI ESISTONO SOLUZIONI

In questo paragrafo si introducono alcune ipotesi nelle quali & possibile descrivere
alcune proprieta dell’insieme delle soluzioni del problema P; () definito in (1.2); un
ruolo importante a questo proposito & svolto dalle proprieta delle soprasoluzioni stu-
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diate nel paragrafo 2; si studiano inoltre alcune proprieta dell’'insieme delle coppie
(¢, b) per le quali il problema P, (b) ha soluzione e si stabiliscono alcuni risultati di

esistenza.
Considereremo le seguenti ipotesi piu restrittive delle ipotesi (g,) e (G,) introdot-
te in (1.3) e (1.4).

(3.1) Irotes: Sia g: @ XR—R una funzione di Caratheodory ed esistano
AueR ed e L' (Q) tali che:

x,t) — g(x,8)
(9) S ZE0E) <5 per 4,
1~ &

t

(G) Glx, ¢) = fg(x, s)ds=a(x)+ p.é :

0

(3.2) Osservazione: Nelle ipotesi (3.1) i funzionali £y, f;, f;, 4 introdotti in (1.7) si
intenderanno per comodita estesi a tutto L2 (Q), definendoli col valore + % nei punti
di L?(Q)\H}?@).

Evidentemente il dominio D(f; ;) @ DN K, (vedi punto (1.1)). Inoltre, per ogni
u € DN Ky, il sottodifferenziale 3~ f;, , (#) (vedi definizione (1.11)) sara considerato ri-
spetto alla norma di L?(Q).

Si prova facilmente la seguente proposizione.

(3.3) Prorosizione: Se valgono le ipotesi (g) e (G) del punto (3.1), il funzionale
fro: L2(@)—>RU {4} (vedi osservazione (3.2)) & semicontinuo inferiormente e
risulta :

1 A
fs @ Zf @)+ (a,0—u) + 5””_ |y — ’2“"”_ 4|}z

per ogni # e v in DN K, e per ogni « in 3 fj 4 («).
Di conseguenza si ha:

(3.4) Proprosizione: Siaue DNK,,siabe L?(Q) e valgano le ipotesi (g) e (G) di
(3.1). Allora # risolve il problema Py (b) se e solo se 0 € 3™ £, , () rispetto alla norma di
yidl(93%

Ricordiamo la seguente proprietd del sottodifferenziale:

(3.5) Prorosizione (vedi[10]): Sia /: H—>R U {+®} semicontinua inferiot-
mente e, per un opportuno A € R, valga

f0) Z) + (5,0 =) = 2= ul?

per ogni a €3~ f(#) e per ogni # e v e D(f).
Siano (#,,),, ed (a,,),, due successioni tali che #, € D(f), a,, € 3~ f(4,) per ogni
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meN; limu, =u, sup|a,|<+% e a,—a debolmente in H. Allora ue D(f),
limf(u,) =f(u) e a €3 f(u)

In particolare se ne deduce che:

(3.6) Propostzione: Se b € L?(Q) e valgono le ipotesi (g) e (G) di (3.1), allora
Iinsieme delle soluzioni del problema P, (h) & chiuso in L?(Q).

(3.7) Osservazione: Nelle ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4) si prova analoga-
mente che I'insieme delle soluzioni di P, (b) & chiuso in L** (Q) (basta usare la Proposi-
zione (1.9) e le proprieta della funzione w introdotta al punto 4) della Proposizione

(1.5)).

(3.8) Lemma: Valga lipotesi (G) di (3.1) e sia b € L? (Q); siano ¢ e ¢': 2— R due
funzioni misurabili e poniamo K, , = {#e€L*(Q)|¢=u=¢'}.

Allora, se D(f;,) "K; 4 =D N K, 4 non & vuoto, il funzionale f, ha minimo nell’in-
sieme K 4.

DmvostrazionE: Nell'ipotesi (G) il funzionale f,: L? (Q)— R U {+®} & semicon-
tinuo inferiormente e vale

(1) fb(u)g—;—leuFdx—%fuzdx—fa(x)dx+fbudx.
Q Q Q

Q

Quindi basta provare che i sottolivelli di f,, +Ix,,) sono limitati in L2 (Q), perché in
questo caso essi sono limitati anche in H}? (Q), come segue da (1), e quindi sono com-
patti. Supponiamo per assurdo che esista una successione (%,,),, contenuta in un sotto-
livello e tale che lim ||#,|12q) = +. Poniamo z,, = #,/||#, |12 ; da (1) si ha quindi
che la successione (z,),, & limitata in H}?(Q); percid una sua estratta converge in
L*(Q) e quasi ovunque ad una funzione z € H}?(Q); ma questo & assurdo perché
2 ll2@) = 1 per ogni 7, mentre z=0 in quanto %, €K, 4.

La seguente proposizione mostra che valgono enunciati analoghi a quelli del Teo-
rema (2.6) senza ipotesi di sommabilita su ¢, se si assumono le (g) e (G) del punto
(3.1) in luogo delle (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4).

(3.9) ProrosizionE: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1), sia he L?>(Q) e sia
¢: Q— R una funzione misurabile. Allora:

4) se € H"2(Q) & una soprasoluzione per 'operatore 3~ f, (vedi Definizione
(2. 1)) e se l'insieme D N K, 3 non ¢& vuoto, allora il problema P, (h) ha una soluzione
#=¢, punto di minimo del funzionale f, in Ki3;

b) se u; e u, sono soluzioni del problema P, (h), allora esiste una soluzione
ul A U,

¢) se P,(h) ha soluzione, allora Py(h') ha soluzione per ogni 4’ € L?(Q) e
$': Q—R misurabile tali che ¢' S ¢ e b’ = 5.
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Divmostrazione: 1l punto 4) segue direttamente dal Lemma (3.8) e dal Teorema
(2.4); il punto b) segue da 4) utilizzando la Proposizione (2.2) ed il Teorema (2.5); ¢)
si deduce da 4) e dalla Proposizione (2.2).

(3.10) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1), sia b in [*(Q) e sia
¢: Q— R una funzione misurabile. Allora, se il problema P (b) ha soluzione, esiste
una soluzione minima # (cioé@ #=# q.o. in Q per ogni # soluzione di P;(b)).

DmvostrazZIONE: Sia (#,),, una successione di soluzioni tale che

limJ’u,,,dx=inf[ fudx|u soluzione di P¢(b)J< +o .
Q

Q

Per un fissato v € D N K, risulta

W) AO 2 )~ 5~ tallba Z

P % f|Du,,,|2dx— %fu,z,,dx—fa(x) dx+jbu,,,dx— %‘-Hi—u,,,”%z(g).

0 a o o
Proviamo che sup||#,,[|12q) < +: per assurdo, supponiamo che, passando eventual-
mente ad una sottosuccessione, sia lim||#,,||12g) = +; posto z, = %, /|t |12 (), da
(1) si ottiene che sup ||z, ||gp2@) < + e quindi z,, (0 una sua sottosuccessione) conver-
ge in L?(Q) e q.o. in 2 ad una funzione z; ne segue che ||z||2(g) =1 € 2= 0 in quanto

4, = ¢. Quindi

limfz,,,dx=fzdx>0;
Q

Q

ma questo & assurdo perché

fumdxéo

”um ”L2 (n)g

lim j 2y dx = lim
Q
in quanto

limfu,,,dx< +o e lim|a,lz@ = +.
0

Percid la successione (#,,),, deve essere limitata in L?(Q) e quindi in H}? (Q) (per la
(1)); allora una sua sottosuccessione converge in L? (Q) ad una funzione % che, per la
Proposizione (3.6), & soluzione del problema P, (h). Osserviamo inoltre che

f ndx = min[ f udx|u soluzione di P, (h)

Q Q
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da cui, utilizzando il punto 4) della Proposizione (3.9), si deduce che % ¢ la soluzione
minima.

(3.11) OsservazioNE: Se valgono le ipotesi (g,) e (Gy) di (1.3) e (1.4) e se
¢ € L* (Q), allora se P;(h) ha soluzione, esiste una soluzione minima.

La dimostrazione segue dal punto 5) del Teorema (2.6) e dalla Osservazione
(3.7).

(3.12) Notazionr: Siano A; <X, <... gli autovalori dell’operatore —A4 in
H}?(Q); indichiamo con e; 'autofunzione relativa al primo autovalore 1,, positiva e
normalizzata in L?(Q). Poniamo

X, ={te|teR}; X2=X1l={u€L2(Q)|J'ueldx=0];

a
con P, e P, indichiamo rispettivamente le proiezioni sugli spazi X; e X;.

(3.13) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1) e supponiamo che esistano
A’ <2, (vedi Notazioni (3.12)) e 4, € L' (Q) tali che

t
G(x,t):jg(x,:)dsé)\’ g +4,(x) per ogni t=0.
0

Allora il problema P, (h) ha soluzione per ogni 5 € L?(Q) e per ogni ¢ € @ (vedi punto
(1.1)).

DiMosTRAZIONE: Basta provare che i sottolivelli del funzionale f, ;, sono compatti
in L2 (Q) perché in questo caso una soluzione di P, (h) si pud trovare come punto di
minimo di f;, ;. Posto #™ =4V0 e 4™ =(—#) VO, nelle nostre ipotesi si ha:

1) A@=fw")+15(— u‘)é%J'lDzﬁ |? dx — -);—’J-(u+)2dx—ja1(x)dx+
Q a

Q

+fbu+dx+%f|Du_ |2dx——;—I(u')zdx—fa(x)dx—fbu_dxi
a Q Q . Q

Q
2_1_ _L’f + ]2
_2(1 A1) |Du* Pdx +
Q

+J’bu+dx+%J'|Du_ |2dx—%I(u_)zdx—fbu_dx—f(al+a)dx.
0 Q Q Q

Q

Proviamo che #~ ¢ limitata in L? (Q) nei sottolivelli di £, ,. Supponiamo per assurdo
che esista una successione (#,), contenuta in un sottolivello di f,, e tale che
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lim ||, || 2 @) = + . Allora, posto z,, = u,, /||, 22> da (1) segue che (z,,),, & limitata
in Hy?(Q); quindi (z,,),, (0 una sua sottosuccessione) converge in L2 (Q) e q.0. ad una
funzione z € Hy? (Q); ma questo & assurdo in quanto ||z, |12 = 1, mentre z=0 in
quanto #,, = ¢.

Percio nei sottolivelli di f; 4 deve essere #~ limitata in L? () e quindi in H}? (Q),
come si deduce da (1). Di conseguenza, anche #* & limitata in H}? (Q) nei sottolivelli
di f; 4 (ancora per la (1)) e questo conclude la dimostrazione.

_ (3.14) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1) e supponiamo che esistano
A>2; (vedi Notazioni (3.12)) e ce L?(Q) tali che

g(x, )=t —c(x) per ogni t=0.

Siano ¢,,, ¢ € @ (vedi punto (1.1)) e b, , b € L? (Q) tali che ¢,, = ¢; ¢,, = ¢ q.0. e b, — b
in L*(Q). Supponiamo che per ogni 7 € N il problema Py (b,,) sia risolubile e u, sia
una sua soluzione. Allora:

a) la successione (#,,),, ¢ limitata in H}?(Q);

b) se (t,,),, (0 una sua estratta) converge a % in L? (Q), allora # risolve il problema
P ) (b);

¢) il problema P, (h) ha soluzione.
Alla dimostrazione, riportata al punto (3.16), premettiamo il seguente lemma.
_ (3.15) Lemma: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1); sia he L?(Q) ed esistano
2> e ceL?(Q) tali che g(x,£) Z ¢ — c(x) per ogni £=0.

Allora per ogni #€D e per ogni a €3 f, ,(#) (rispetto alla norma di L?(Q)),
risulta:

f[(Al—X)u+ —AM=Nu +cth—aledx=0
Q

(vedi Notazioni (3.12)).

DmvostrazIONE: Nelle nostre ipotesi v =%+ ¢, € D in quanto #=v=0v* €D. Se
a €37 f;,4(u), si ha quindi

fa(v —w)dx=fl(W)v—u]= f[DuDel —g(x,u) e, + bey]dx =

Q Q

=I[Alu—g(x,u)+b]eldx.

Q



Inoltre, posto Q* = {x € Q|u(x) =0}, risulta

fg(x, u) e a'x=jg(x, u) e dx + J’ gx,u) e dx =

Q a* a\a*

éf(iu—c)eldx+ J- (Au—c)eldx=f(iu+—Au'—c)eldx

at a\a* Q

e questo prova la tesi.

(3.16) DmmosTrAZIONE DEL TEOREMA (3.14): Fissato ue KsnDcKy N D, si
ha:

W) S @Zh, @) = Aa— 0 =

B%IIDumFdx—%jufndx—fa(x)dx+fbmumdx— %”l«_l_um”%}(g).
Q Q Q

Q

Proviamo che la successione (#,,),, € limitata in L? (Q): per assurdo (passando eventual-
mente ad un’estratta) sia lim||#,,||2q) = +. Posto z,, = #,,/|| 4,12, da (1) si dedu-
ce che (z,,),, ¢ limitata in H}? (Q); quindi una sua estratta converge in L2 (Q) e q.0. ad
una z€ H}?(Q); di conseguenza ||z||;2q =1 e inoltre 220 q.0. in Q, in quanto
Uy Z ¢, —> ¢ q.0. Ma per il Lemma (3.15) si ha

EfklEe J'[(,\1 —Nuf =M —Nu, +c+hledc=0
”um”Lz(D)D

da cui, passando al limite, si ottiene (; — ) [2e, =0 e questo & assurdo in quanto

A>2, 220 e |2l|12¢9) = 1. Percio la successiotzle (#4,,),, deve essere limitata in L (Q) e
allora da (1) segue che essa & limitata anche in HJ'?(Q); quindi il punto 4) &
provato.

Proviamo b): per ogni ve Ky nDcK; N D, risulta:

fon @) 25, 4) = S0 = 1,2
da cui, passando al limite, si ottiene
@ 2@~ Slo-ulz@  per ogni veK,nD
e questo prova il punto b); il punto ¢) segue ovviamente da a) e b).
(3.17) Teorema: Valgano per la funzione (g) le stesse ipotesi del Teorema (3.14);

siano ¢,,, ¢ € @ ed b,,, h € L?(Q) tali che ¢,, — ¢ q.0. in Q e b,, — b in L? (Q). Allora, se
Py (h,,) ha soluzione per ogni 7€ N, anche il problema P, (h) ha soluzione.
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DivostraZIONE: Poniamo ((¢,,) = ¢, A\ ¢; (quindi risulta $(¢,,) =¢ e ¢(¢,,)— ¢
q.0. in Q). Se P, (h,) ha soluzione, anche il problema Py, )(b,,) ha soluzione per il

punto ¢) della Proposizione (3.9) e quindi si applica il Teorema (3.14) ottenendo la
tesi.

(3.18) Osservazione: Semplici esempi mostrano che, nelle ipotesi del Teorema
(3.17), una successione (#,,),, di soluzioni dei problemi P, (5,,) pud non essere limitata

in Hy? (Q) e, se converge in L? (Q), non & detto che il limite sia soluzione del problema
P, (h).

(3.19) Derintzione: Per ogni b € L? (Q), hZ0, poniamo
E, = ueHé'Z(.Q)IJ’uzdx= 1, u=0; fbudx=0
Q Q
e definiamo A(b) in questo modo:

min f’DuIde|ueEb se E, #0,
Ab) = P

+o se E, =0 (per esempio se »>0 q.0. in Q).

(A(h) pud essere considerato come il primo autovalore di —A nell’insieme
{x € Q|h(x)=0}).

(3.20) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) del punto (3.1); sia ¢: Q— R misu-
rabile e tale che K; n D # @J; siano b, b € L*(Q) e supponiamo che HZ 0 e A(b) > u (ve-
di Definizione (3.19) e ipotesi (G)).

Allora, o il problema P, (b + 7h) ha soluzione per ogni 7 € R, oppure esiste 7 € R
(dipendente da ¢, 5, b) tale che P, (5 + 7h) ha soluzione pet 7> 7, non ha soluzione per
7<7. (Il Teorema (7.1) e I'Osservazione (7.2) di[26] mostrano che, senza ulteriori
ipotesi, il problema P, (b +7h) pud non avere soluzione.)

Alla dimostrazione (vedi punto (3.22)) premettiamo il seguente lemma.

(3.21) Lemma: Valgano le ipotesi del Teorema (3.20); poniamo

Q

Sc=[ueL2(.Q)|f/mdx§cJ.

Allora, per ogni c€R tale che K,nD NS, #@ si ha che i sottolivelli del funzionale
(f54 +1Is5) sono limitati in Hy?(Q) (I (#) =0 se #€S,, +o altrimenti).



S S

DmvostrazioNe: Nell'ipotesi (G) si ha per ogni €D

(1) ﬁ(u)é%ﬁDuFdx—g—fuzdx—fa(x)dx+f/;udx.
a 0 a

Q

Proviamo che i sottolivelli di ( 3,4 + ;) sono limitati in L? (Q): supponiamo per assur-
do che esista una successione (#,),, contenuta in un sottolivello di (/3,4 + I,) e tale che
lim||#,[|2 (@) = +.

Allora, posto z,, = #,,/||t,]|12), si ha dalla (1)

limsuprDz,,, Pdx=u.
Q
Quindi (z,) (0 una sua estratta) converge in L2(Q) e q.0. in Q ad una funzione

ze€ Hp?(Q) tale che 2= 0 (perché u, =2 ¢), ||zl =1 e [|Dzffdx=p.
Si ha inoltre Q

]im—l-fumbdx=limfzmbdx=fzbdx;
|4l 22 )
Q Q Q

ma questo & assurdo perché

lim —L— f tyhdi=0
#4122 @)
Q
in quanto [#,hdx=c (4, €S,), mentre [hzdx>0 perché altrimenti sarebbe
a a
A(h) = [|Dzl? dx =, contro Iipotesi assunta.

Q

(3.22) DmmostrazZIONE DEL TEOREMA (3.20): Essendo =0 e ricordando il pun-
to ¢) della Proposizione (3.9), basta provare che P, (b + ©h) ha soluzione per qualche
7€ R. Sia 4y € Ky " D # 0 e fissiamo ¢ > [ huy dx; allora, utilizzando il Lemma (3.21), si
ha per v abbastanza grande: &

min[f—b+rb(u)lu§¢; fbudxéc]§f;+rb(uo)=
Q
=f1‘;(uo)+be%dx<M[f;+,b(u)|u§¢; fbudx=c]=
Q Q

=min{f;(u)|u§¢; fbudx=c}+rc.
0

3 Quindi una soluzione del problema P, (b + th) pud essere trovata come punto di mini-
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mo del funzionale (f54. + Ig,) nellinsieme

[ueLz(Q)|fbudx<c}.
Q

4. - MOLTEPLICITA DI SOLUZIONI PER IL PROBLEMA P, (»)

In questo paragrafo si utilizzano metodi di tipo topologico per ottenere risultati di
molteplicita, cio¢ si valuta il numero delle soluzioni del problema P, () definito in
(1.2) studiando la topologia dei sottolivelli del funzionale f, , introdotto in (1.7).

In particolare, si fa delle soprasoluzioni un uso nuovo che ci permette di indivi-
duare alcuni sottolivelli di £, ; topologicamente non banali, consentendoci quindi di
applicare i metodi topologici suddetti.

Un ruolo importante a questo proposito & svolto dal seguente lemma.

(4.1) Lemma: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1); siano b, h € L2(Q) con h=0e
A(h) > A (vedi Definizione (3.19) e ipotesi (g)); sia ¢: 2— R misurabile; ¢ € H? (Q)
sia una soprasoluzione per 'operatore 3~ f; e supponiamo che K, 3 N D # 0. Per ogni
u€ Ky n D poniamo

Yu)=ul¢ e dugwKyz)=min{|u—ovlzglveK,;} =z ¢@lrq.

Allora esiste 7> 0, tale che per ogni 7€ (0,7) risulta:

min { f5 4 («) ]u EKq&,E} <min{f34, (u)|u € K¢; dL’(O) (u,K¢,;) =r}.

Dmvostrazione: Nell’ipotesi (g), dalle proprieta delle soprasoluzioni (vedi Pro-
posizione (2.3)) si ha per ogni #e€ DN Kj:

@ ZF0) + 3 ls =40 s~ Slu— sl
quindi
Foon D 2 50s ) + 5= 90 Bgoi = 51— 900 [ + f hlu—g(w)) dx.
Q

Di conseguenza, per ogni # € K, N D tale che ||u — (#)||12) =7, si ha:

fz+;,(u)§rnin{ﬁ+b(u)|u61<¢,;} +m,,

dove si & posto

m, = min

-21-f[llezdx—sz]a’x+fbwdx|w€H§’2(Q); wZ0; |w|rzq =r}.
a Q

Basta quindi provare che esiste 7 tale che 7z, >0 per ogni 7€ (0,7).
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Fissato v € R tale che A <v<A(b), poniamo

C=[ueH(}’2_(.Q)|j-[[ Du[z—vuz]deO}.

Q
Se C=40, la tesi & ovvia. Supponiamo quindi C# @ e osserviamo che Iinsieme
{weHy? @)|w=Z0, weC, ||wl|zg =1}

¢ limitato in Hy?(Q), per cui esiste il seguente minimo:

e=min[ fbwdxlweH(}'z(.Q); w=0; weC; “w”LZ(D)=1}'
Q

Nelle nostre ipotesi risulta ¢>0: infatti, detto % un punto di minimo, deve essere
e=[hw>0 perché altrimenti si avrebbe (vedi Definizione (3.19))

Q
Ab)= [|DwlPdx=v, contro lipotesi assunta. Di conseguenza, nell’insieme

a
{weHy?(Q)|wZ0, weC} si ha [hwdxZel|w||;2q) e quindi
0

Q Q

per ogni we H}?(Q), w=0; weC.

D’altra parte si ha ovviamente

@) %f[]Dw[z—sz]dx+fbwdx§%
Q Q

(v—A)fwzdx
0

per ogni we H}?(Q), w=Z0; w¢C

e quindi da (1) e (2) segue facilmente la tesi.
Il seguente teorema & una prima conseguenza del Lemma (4.1).

(4.2) Teorema: Supponiamo che per la funzione g valgano le ipotesi (g) e (G) e
inoltre esistano A > 2, (vedi Notazioni (3.12)) e ce L*(Q) tali che g(x, #) = At — ¢(x) per
ogni #Z0. Siano b, he L2(Q) con h=0 e A(h) > A (vedi Definizione (3.19) e ipotesi
(g); sia ¢: 2— R misurabile e supponiamo che esista § € H2 (), soprasoluzione per
Poperatore 3~ £, tale che K;3nD#0.

Allora il problema P,(h+ h) ha almeno due soluzioni.

La dimostrazione & riportata al punto (4.8).
Per provare il Teorema (4.2) useremo i seguenti risultati (vedi[10]).

. (4.3) Dermvizione: Sia 2 H—>RuU {+=} una funzione definita in uno spazio di
Hilbert H; sia I un intervallo di R con I#0 e sia U un’applicazione di I in H.
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Diciamo che U & una curva di massima pendenza (discendente) per f se:
a) U & assolutamente continua sui compatti di I;
b) U(¢) e D(f) e —U'(#) € 3~ AAU(#)) quasi ovunque su I;
¢) foU & non crescente su I.

Nel nostro caso sara H=1%(Q) ed f=f, ,.

Il teorema seguente & contenuto in[6]; qui lo utilizzeremo nella forma esposta
in[10].

(4.4) Teorema (vedi[6]): Sia H uno spazio di Hilbert; sia £ H— R U {+x}
una funzione semicontinua inferiormente e supponiamo che per un’opportuna co-
stante ¢ valga

f@)Zfw)+ (a,v—u) — cllv — u)?

per ogni « € 3™ f(#) e per ogni #,v € D(f).
Allora per ogni %) € D(f) esiste un’unica curva U: [0, +%[— H di massima pen-
denza per f e tale che U(0) = #,. Inoltre:
a) per ogni t€]0, +oo[ & 3~ f(U(#)) # @ e risulta U, (£) = — grad™ AU®)) (U, (¢)

¢ la derivata destra di U in #); inoltre la funzione #— U/ (¢) & contmua da destra in
10, +oo[;

b) foUlty) — folUlty) = — fllgrad‘fo U)|* dt per ogni # e # € [0, +o;

¢) se poi (4,),, & una tlsuccessione che converge al punto #eD(f) con
sup f(#,,) <+, indicate con U,, e U le curve di massima pendenza per f tali che
Uy, (0) = #,,, U(0) =u, risulta che U, (/) converge ad U(#) ed foU,,(f) converge a
foU(#) per ogni £=0.

Notiamo che nel nostro caso H=L%(Q), f=f, ¢ € quindi le ipotesi del Teorema
(4.4) sono verificate per la Proposizione (3 3).

(4.5) Dermazione: Sia ff H— R U {+®} e sia D(f) il suo dominio; indichiamo
con D* linsieme D(f) munito della metrica d* cosi definita (metrica del grafico di

f):
*(u,0) =|lu—o||+|f(w) —f(v)| per ogni u,veD(f).

(4.6) TeorEmMA (vedi[22]): Sia £ H— Ru {+®}; sia D* I'insieme D(#) munito
della metrica del grafico d* (vedi Definizione (4.5)). Supponiamo che

a) per ogni # in D(f) esista un’unica curva U: [0, +%[—> H di massima
pendenza per f con U(0) = %; inoltre, posto B(xy, 2) = U(2) per tale U, sia &: D* X
X [0, + o[- D* continua;

b) siano a e b in R con a = b, tali che in f~!([4, b]) non esistano punti inferior-
mente stazionari per f;
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¢) valga la seguente estensione della condizione di Palais-Smale:
se (#,), € una successione in f~!([4, 5]) tale che 3~ f(u,) # @ e limgrad™ f(«,) =0,

allora esiste una sottosuccessione (#,,), convergente in d* ad un punto # tale che
grad” f(x) = 0.

Allora linsieme f*={ueH|f(u)=a} & un retratto di deformazione di f* =
= {u € H| f(u) = b}, rispetto alla metrica di D*.

Osserviamo che per H=L?(Q) ed f=f, ,, I'ipotesi 4) del Teorema (4.5) & verificata
in virtt del Teorema (4.4); il lemma successivo mostra (tra I’altro) che & verificata an-
che P'ipotesi ¢) (condizione di tipo Palais-Smale).

(4.7) Lemma: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1) ed esistano A > A, (vedi Nota-
zioni (3.12)) e ce L?(Q) tali che g(x,#) = A — c(x) per ogni ¢=0.

Sia h € L* (Q); ¢: Q— R sia misurabile e tale che Ky;nD+#49. Sia (#,),, una succes-
sione contenuta in K; N D e tale che 3 f, 4 (4,) # 0, sup||grad™ £, , (#,)]| < + o (vedi
Definizione (1.11)).

Allora la successione (#,,),, & limitata in H}? (Q); inoltre esiste una sottosuccessione
convergente in d* (vedi Definizione (4.5)) ad una funzione € DNK; tale che
O fos(u) #0 e

||grad'f,,,¢ (ﬂ)“ = minlim||grad‘f,,,¢, (um)“

(in particolare sard 0 € 3™ f} 4 () se limgrad™f; 4 (u,) = 0).

DimosTrAZIONE: Basta provare che (#,,),, € limitata in H}*? (Q) perché le altre pro-
prieta seguono dalla proposizione (3.5). Fissato # € K, "D e posto per brevita «,, =
=grad™ f, 4 (4,,), si ha:

W) fo @ Zfy () + f (8 — ) di = 27— s 210 Z
Q

= %I|Du,,,|2dx— %J'u,z,,dx-—fa(x)dx+fa,,,(ﬁ—u,,,)dx— %”Z—u,,,“fz(m.

Q Q Q Q

Proviamo che (#,,),, & limitata in L? (Q): supponiamo per assurdo che (passando even-
tualmente ad un’estratta) sia lim ||%,,||;2(q = + .

Poniamo z,, = #,,/||#,,|12 () ; allora da (1) segue che (z,,),, & limitata in H}* (Q), per
cui una sua estratta converge in L?(Q) e q.o. in Q ad una funzione z € H}? (Q); si ha
quindi ||z][;2q) =1 e 220 q.0. (perché #,=¢ q.0.).

_ Ma per il Lemma (3.15) si ottiene (3; — 1) [ze;dx =0 e questo & assurdo perché
A>2 e [zedx>0. Q

Q
12Percié) (#x), deve essere limitata in L?(Q) e quindi, per (1), & limitata anche in
Ho’ (Q)
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(4.8) DmvosTrAZIONE DEL TEOREMA (4.2): Un_a soluzione #; si trova come punto
di minimo del funzionale f5, , nell’insieme K3 (¢ & soprasoluzione per 3~ f5.,, in
quanto »=0). Nelle nostre ipotesi si ha

G(x,u)%i—z;i —cx)# per ogni #=0

da cui segue facilmente che hm f—,,+ »(u] +te;)=— . E facile anche verificare
che

:ﬁT di2) (w +te;,K,3) =+ (vedi Lemma (4.1)).

Quindi esiste # € K, N D tale che f5,,(#) =f54, () e 12 0) (4, Ky 3) >
Per il Lemma (4.1), esiste >0 tale che r<dpq (4 K,,;

ﬁ,+;,(u1)<m1n{f;+;,(u)|ueK¢, di2 ) (u u,Ky3) =
Sia 2 €R tale che
ﬁ,+b(u1)<a<{minf;+;,(u)|ueK¢, sz(o)(u,qu,E)=

Osserviamo che f; ., & continua sul segmento congiungente #; e %; quindi, posto b=
=max{f+,(# +6(%—%))|0=0= 1}, abbiamo che i punti #, e % sono connessi ri-
sperto alla metrica del graflco di f54+45, (vedi Definizione (4.5)) nel sottolivello
4 T+ = {# € L*(Q)| f5.45,4 () = b}, che contiene il segmento che li congiunge, mentre
sono sconnessi nel sottohvello :

Frons={#€L2Q)| fr4p,)Sa},

che non contiene insieme {u € K,|dpz2 g (%, K, 3) = r}.

Pertanto /%, , non pud essere un retratto di deformazione di f 5+5,4 nella metrica
del grafico di f544,,.

Allora dal Teorema (4 6) si ottiene che deve esistere una soluzione %, del problema

P, (h) tale che f5 4,4 (#) € [4,5). Notiamo infine che la soluzione , & distinta da % in
quanto f5 4 (#) <a=f54+,(#%); quindi il teorema & provato.

(4.9) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) del punto (3.1) e inoltre esistano
2>, (vedi Notazioni (3. 12)) e ceL?(Q) tali che g(x,£)=xt— c(x) per ogni
tZ0.

Sia ¢: 2— R misurabile e tale che K, "D #@; siano h,he[*(Q) e supponiamo
che hZ0 e A(h) >max (A1) (vedi Definizione (3.19) e ipotesi (g) e (G)).

Allora esiste 7 € R (dipendente da ¢, 5, ) tale che P, (b + ©h) ha almeno due solu-

zioni per >7, ha almeno una soluzione per =7, non ha soluzione per t<T.

Dmvostrazione: E sufficiente provare che
inf{z € R|P, (b + th) ha soluzione} > — =,

perché il resto segue immediatamente dai Teoremi (3.20), (4.2) e (3.14).
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Supponiamo per assurdo che P, (b — mh) abbia soluzione u,, per ogni 7 € N; allo-
ra, fissato e DN K,, #=0, si ha:

@25 = [ Bade = s @ Z s )~ 2= o 2
Q

= % f|Du,,, [?dx — %fuﬁ,dx—fa(x)dx+f(/;—-mb)u,,,dx— %"E—um"iz(m.
Q Q

Q Q

Posto z,, =,/ m, si ottiene quindi che esiste una costante ¢, =0 tale che

(1) f[Dzmlzdxécl(1+fz,2,,dx).

Ora, se (z,,),, & limitata in L? (Q), per la (1) & limitata anche in H}? (Q); quindi una sua
estratta converge in L? (Q) e q.o. ad una funzione z € H¥2(Q) e risulta z=0 in quanto
#, = ¢. Allora dal Lemma (3.15) si ottiene (A, — 2) [ ze; dx — [ heydx = 0; ma questo &
assurdo perché A>1,, 220 e fbel >0. Q Q

Consideriamo il caso in cui z,,, non ¢& limitata in L? (Q): a meno di passare ad una
sottosuccessione, possiamo supporre che lim||z,,||12q) = +.

Posto z,, = 2,/ ||z ll12 (), da (1) si ha che (z,,),, 2 limitata in H}? (Q); quindi una sua
sottosuccessione converge in L?(Q2) e q.0. ad una funzione z’ € H2(Q) tale che
lz']lz2@ =1 e z' 0. Dal Lemma (3.15) si ottiene allora A =2) [2' e;dx = 0; ma an-

Q
che questo & assurdo perché [z’ e;dx> 0 in quanto z' Z 0 e ||z’[|;2(q) = 1; quindi il teo-
rema & provato. a

(4.10) OsservazioNE: Supponiamo che valgano per la funzione g(x, #) le stese
ipotesi del Teorema (4.9).

Siano ¢ € @, h,h e L2(Q) con h=0 e supponiamo che A(h) > u (come nel Teorema
(3.20): non richiediamo cioé che sia anche A(h) > A come nel Teorema (4.9)). Allora
esistono 7; e 7, €R, 7, =7, tali che il problema P, ( + ©h) non ha soluzioni per
7<7;, ne ha almeno una per 7=7, e ne ha almeno due per +=7,.

Per la dimostrazione basta osservare che, per ¢ sufficientemente grande, una solu-
zione %, si trova (come nel Teorema (3.20)) come punto di minimo del funzionale

f5+ in un insieme del tipo
[ueK,,I fbudx<c]
Q

ﬁ+rb(u1)<min[fz+,;,(u)|uEK¢; fbudx=c].
Q
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Quindi una seconda soluzione #, si pud trovare con metodi topologici simili a quelli
usati per dimostrare il Teorema (4.9): osservando che

lirf framluf +te)=—o e 11111 b(ui +te))dx=+ =,
t—>+® t— +o

Q

si individuano un punto # e due sottolivelli tali che i punti #, e # sono sconnessi nel
primo sottolivello, che non contiene I'iperpiano

[u e2(Q)| fbudx= CJ,

Q

mentre sono connessi nel secondo sottolivello, che contiene il segmento che li con-
giunge; quindi si conclude come nel Teorema (4.2).

(4.11) Teorema: Valgano le ipotesi del Teorema (4.9) e sia ¢, € H3?(Q), ¢, = 0.
Allora esiste una funzione y: R— R non decrescente e semicontinua inferiormente,
tale che il problema Py, (b + =h) ha almeno due soluzioni per 7> ¥(£), ne ha almeno
una per 7= y(#), non ha soluzione per = <7y(¢).

DmvostrazioNe: Osserviamo innanzitutto che nelle nostre ipotesi risulta ¢+
+ t¢y € @ (vedi punto (1.1)) per ogni ¢ € R: basta infatti osservare che, se # € D, allora
u+tpy €D per ogni £=0, in quanto

A=Su+tpg=u+1t4)t €D.

Quindi il Teorema (4.9) permette di individuare per ogni #€R il valore ¥(¢#) €R; la
non crescenza della funzione ¥ segue dal fatto che, se P, , 4 (b + 7h) ha soluzione, al-
lora anche P, ,,4, (b + 7b) ha soluzione per ogni £ = #, come segue dal punto ¢) della
Proposizione (3.9).

La semicontinuita inferiore di ¥ si deduce dal Lemma (3.14).

(4.12) Teorema: Valgano le ipotesi (g) e (G) del punto (3. e inoltre esistano
A>2; (vedi Notazioni (3.12)) e ceL?(Q) tali che g(x,£)=it—c(x) per ogni
t=0.

Siano b € L?(Q), ¢ € L?(Q) N @ (vedi punto (1.1)) e poniamo X, =P, (dnIL*Q))
(vedi Notazioni (3.12)). Allora esiste una funzione y: X, X X, X R— R semicontinua
inferiormente, tale che

se [he, dx>y(P2 é, P, b, j dey dx) allora il problema P;(h) ha almeno due
soluz10m a
se [heydx= y(Pz 6, P b, [ e dx), il problema P, (h) ha almeno una soluzio-
ne; g 2

se f he dx<vy(P,¢,P,h, j ¢eydx), Py(h) non ha soluzioni.

Inoltre la funzione y(¢,5,") e continua e non decrescente per ogni ¢€ X, ed
heX,.
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Ulteriori proprieta della funzione y sono provate nella Proposizione (4.14).

DmvosTrAZIONE: Perogni¢eX,,heX,,te R il valore y(, b, ) & individuato me-
diante la Proposizione (4.11) applicata con ¢, = b = e, ; dalla stessa proposizione si ot-
tiene anche la non decrescenza della funzione y(¢>, h,") perogni¢eX, eheX,. La se-
micontinuita inferiore di y in X, X X, X R si deduce dal Teorema (3.17). La continuita
della funzione y(¢,5,-) & provata nella Proposizione (4.14).

(4.13) OsservazioNe: Nel caso in cui g(x,#) = Af con A> 1, si trova che la fun-
zione y che compare nel Teorema (4.12) & del tipo

Y(P2¢,szaf¢€1dx)=FA(P2¢,sz)+(A_A1)j¢€1dx
a

Q

dove I'y: X; X X, — [0, +%[ & una funzione semicontinua inferiormente, convessa e
positivamente omogenea di primo grado (vedi[26]).

Nel caso generale, la proposizione seguente fornisce alcune ulteriori proprieta
qualitative della funzione y(¢,5,+) e ne precisa gli andamenti asintotici.

(4.14) Prorosizione: Nelle ipotesi del Teorema (4.12) la funzione y che compare
in quel Teorema gode delle seguenti proprieta: per ogni ¢ € ®NL*(Q) e he L? (Q)
risulta:

Y(P2¢)P2b>tl) 30 Y(P2¢)P2b’5)
ll_tZ

a) §A_)Ll per t1¢t2

(vedi ipotesi (g) di (3.1) e notazioni (3.12));
b) la funzione y(P,$,P,h,*) & lipschitziana;
Y(P 2 ¢) P 2 b t)

¢) limsup ————"—"-=21—1;
t— +oo t
P,¢,P, b, L,
d) l}mirﬂ)’(z#—t)é)\—)\l

“ > compare nelle ipotesi del Teorema (4.12)).
Per la dimostrazione, riportata al punto (4.16), useremo i risultati seguenti.

_. (4.15) Prorosizione: Valgano le ipotesi (g) e (G) del punto (3.1) e supponiamo
« e'esistano A> 2, (vedi Notazioni (3.12)) e ce L?(Q) tali che g(x,#) = At — c(x) per
ogni £=0. Allora abbiamo:

a) sia b € [2(Q); ¢ € H2(Q) con ¢~ € H¥?(Q) sia soprasoluzione per Poperatore
= Jb; alora, per ogni ¢ 20, &+ te, (vedi Notazmm (3.12)) & soprasoluzione per I'ope-
”re O fy con h=h+(A—2,)ze,.
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b) sia ¢ € @ (vedi (1.1)), h € L?(Q) e supponiamo che il problema P, (b) abbia
soluzione; allora il problema P, ,, (b + (A — ;) te;) ha soluzione per ogni #=0.

DmvosTtraZIONE: Per ogni v € D e per ogni =0, poniamo

Yo)=vA¢; G =vA@+te).

Utilizzando la Proposizione (2.3), per dimostrare il punto 4) bastera provare che, po-
sto h=h+ (A —A;) te;, si ha f} (¢, @) [v— ¢, ()] =0 per ogni veD.

Poniamo v, = ¢(v) + v — ¢, (v) pet ogni #Z 0; allora v, € D in quanto Y(v) = v, =,
con ¢(v) € D per la Proposizione (2.3) (punto e)); inoltre si verifica facilmente che
(v, = Y(v); v, — Y(v,) = v — §, (). Siccome ¢ & soprasoluzione per 3~ 5, abbiamo (vedi
Proposizione (2.3))

0=f"5(Y(@))lv, — $(w)] < +oo.

Basta quindi provare che

1 (@) v — ¢, ()] 2 f£ (Y(0,) v, — $(0,)];

e infatti si ha:

Foh @)lw = 4 @)1 = 5 () v, — $v)] = I [Dg, (v) — DY(v) ] D(v — ¢, (v)) dx —
Q

— [ et 0 ~ el 40010 — 4, 00) i+ = 2 [ 0= 00 e
Q

Q

Siccome ¢, (v) — (v,) = te; nei punti in cui v — ¢, (v) = v, — Y(»,) #0, per lipotesi (g)
possiamo minorare con

thelD(v—¢,(v))dx—Atfel(v—¢,(v))dx+(A—Al)tfel(v—¢,(v))dx=0
Q

Q Q

e quindi il punto 4) & provato.

Proviamo il punto 4): sia # soluzione del problema P, (h) (quindi # & in particolare
soprasoluzione per Poperatore 3™ ;). Nelle nostre ipotesi si verifica facilmente che % +
+te; € DN Kyt p, per ogni tZ0; inoltre u+te; & soprasoluzione per Poperatore
O™ fy+ (2= 1e,» PEF quanto provato al punto 4). La tesi segue quindi dal punto 2) della
Proposizione (3.9).

(4.16) DmmosTrRAZIONE DELLA PrOPOSIZIONE (4.14): Fissiamo t e & e assumiamo
che # <#; siccome il problema

Ppyte,(Ph+y(Pyp, Pyb, 1)) €))
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ha soluzione, dalla Proposizione (4.15) segue che anche il problema
Ppyire (Poh+v(Pog,Pob, t) e, + (A— A )6 — £)e;)
ha soluzione; quindi deve essere
Y(P2¢, Pob, ) S y(Pyd, Pob, 1)) + (A — ) (6, — #))

e questo prova il punto a).

1l punto ) segue da 4) e dalla non decrescenza della funzione y(P, ¢, P, , *); (la co-
stante di Lipschitz & non superiore a A — ;).

Il punto ¢) segue ovviamente da a).

Proviamo d): sia #, soluzione del problema Pp 4 ;. (P,h + ¥(P,$, P, b, £) ¢;). Allora,
dal Lemma (3.15) segue ;

f[c+P2b+y(quS,sz,t)el]elde(X—Al)fufeldx—()\—Al)fu,—eldxg
Q Q Q

E(X-AI)"'(P2¢+t€1)+eldx_()\_)\I)J’(P2¢+f€1)_€1dx.
Q fe]
Per 120 ha (¢ + te)” = (P,¢)" e quindi

'}’(sz,sz,t)g _fceldx+(X—AI)I(P2¢+t€1)+€ldx_()\_AI)I(P2¢)_eldx.

Q Q Q

Basta quindi provare che

Py +te)*
et e
t—>+® t
Q
€ questo & vero perché
(Py¢ + te;)t P, ¢+ te;)*
;_,+mLtl)_ =e¢ qo.nNQ e 0= im—t—l)—é(PZ¢)++el per t=1.

5. - IL proBLEMA Py (h) nel caso che g(x,*) sia convessa

In questo paragrafo si mostra come i risultati ottenuti nei paragrafi precedenti si
Possono precisare nel caso che, oltre alle ipotesi (g) e (G) di (3.1) (oppure (g,) e (G,)
di (1.3) e (1.4), si assume che la funzione g(x,*) sia convessa per q.0. x € Q.

Lo strumento fondamentale utilizzato in questo paragrafo & il Lemma (5.1).

, Nelle ipotesi di questo lemma si prova la convessita dell'insieme delle coppie (¢, 5)
i per le quali il problema P, (h) ha soluzione, si valuta esattamente il numero delle solu-
4 szli (in opportune ipotesi sull’andamento asintotico di g(x, £) per t— +) e si de-
' scrive la struttura dellinsieme delle soluzioni del problema Py (h).
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Useremo, anche in questo paragrafo, i funzionali £, e £, , definiti in (1.7) e le Nota-
zioni (3.12).

(5.1) Lemma: Valgano le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4); supponiamo inoltre
che

a) g(x,-) sia convessa per quasi ogni x € Q.
b) Glx, u)=fg(x,:) dseL'(Q) per ogni #e H?(Q), u=0
0

(cid & vero per esempio se g(x,#) = At —c(x) per £=0 con A€R e c(x) e L?(Q)).
Allora linsieme {($,5)|¢ € H>2(Q); $A0e H}?(Q); bheL?(Q); ¢ & soprasoluzio-
ne per 3~ f,} & convesso.

DivostraziONE: Osserviamo innanzitutto che {x € H{? (Q)|#=0} c D, come si
deduce evidentemente dall’ipotesi 4); ne segue che, se w € H?(Q) e w=0, allora  +
+weD per ogni #€D (basta infatti osservare che #=u+w= (u+w)* € D).

Siano ¢, e ¢, soprasoluzioni per 3~ f5, € 9™ f3, con by e by in L2 (Q); per ogni 6 € (0, 1)
poniamo:

$o =0+ 0(d1—¢o); by ="hy+6(h—hy).

Per ogni v € D poniamo:

bo@)=vA%; @) =vA$; Yw)=vA}$
dove

1
1-6

$=0Ab1; @ =vA%; v =¢0)+ (Yo o s () — Y(@)) + (v — Y (v));

0 = 9(0) + 2 (1 o4 (0) — 40) + (0 = 4y o).
Notiamo che #y e »; sono in D per quanto osservato prima e inoltre
vo — o (v0) =01 = (1) =v = (v).
Per l'ipotesi 4) risulta percid
13, (s @))[v — gy ()1 Z (1 = 6) £, (Yo () [w — o (20)] + 6, (1 (01)) [0y — ¢y ()],
da cui segue ovviamente la tesi.
(5.2) Teorema: Supponiamo che
a) g(x,-) sia ionvessa per q.o. x €Q;
b) Glx,4) =oj g(x,5)ds € L' (Q) per ogni 4 € H}2(Q), #Z0 (questo & vero per

esempio se g(x, ) Z At —c(x) per t=0 con A€ R e c(x) e L?(Q)).
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Allora

1) Se valgono le ipotesi (g,) e (G,) di (1.3) e (1.4), Vinsieme {(¢, )| ¢ € L* (Q);
heL*(Q); P,(h) ha soluzione} & convesso.

2) Nelle ipotesi (g) e (G) del punto (3.1), & convesso I'insieme {(¢,5)|¢: 2— R
misurabile; b € L? (Q); P, (h) ha soluzione}.

La dimostrazione segue immediatamente dalla Proposizione (2.2) e dal Lemma
(5.1), utilizzando il Teorema (2.6) per il punto 1) e la Proposizione (3.9) per il
punto 2).

Se ne deduce facilmente che:

(5.3) CoroLrariO: Se la funzione g(x,) & convessa per q.0. x € , allora le funzio-
ni ¥ e y che compaiono nella Proposizione (4.11) e nel Teorema (4.12) sono
convesse.

(5.4) Prorosizione: Valgano le ipotesi (g) e (G) di (3.1) e supponiamo che per
q.0. x € 2 g(x,*) sia positivamente omogenea di primo grado, cioé esistano due funzio-
ni a(x) e B(x) tali che g(x, ) =a(x)u* —B(x)u~ (dove u* =aVO0 e u =(—u)VO).
Allora:

a) u tisolve il problema P, (b) se e solo se p risolve il problema P, (0b) per ogni

b) se inoltre a(x) = B(x) per q.0. x € Q, allora I'insieme {(¢, )| ¢: @— R misura-
bile, b e L*(Q), P, (h) ha soluzione} & un cono convesso con vertice nell’origine.

¢) la funzione y che compare nel Teorema (4.12) & positivamente omogenea di
primo grado ed & anche convessa se a(x) = pB(x) per q.0. x € Q.

Dmvostrazione: Il punto 4) si verifica facilmente; il punto ) segue dal Teorema
(5.2) e da 4), osservando che g(x,*) & convessa se a(x) = f(x); il punto ¢) segue ovvia-
mente da ) e b).

Nei seguenti teoremi si precisano i risultati di molteplicita del paragrafo preceden-
te e si descrive la struttura dell’insieme delle soluzioni, in opportune ipotesi sull’anda-
mento asintotico di g(x, #) per t— +.

(5.5) Teorema: Valgano per la funzione g le stesse ipotesi del Teorema (4.12) e
supponiamo inoltre che per q.0. x € Q risulti
a) g(x,*) & convessa;

b) 3 ’+ glx,2)/t= 1<), (vedi Notazioni (3.12)) (cio¢ Iipotesi (g) vale con
A<)\2) — +o

Allora:

; D) nel caso 4) del Teorema (4.12) il problema P, (h) ha esattamente due soluzio-
L% ¢ tali che u =, e fy () <fy (1);
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1) nel caso ) del Teorema (4.12), il problema P, () ha un’unica soluzione, op-
pure esistono due soluzioni #, e % tali che #; = %, e I'insieme S delle soluzioni di P, (h)
¢ il segmento

S={u+0(u, —u)|0S0=1)
(quindi #, ¢ la soluzione minima e #, & quella massima); inoltre il funzionale /5 & co-
stante su S.
(Al punto (4.13) di[26] si da un esempio di ostacolo ¢ per il quale il problema

P,(0) con g(x,4) =2u ha un segmento di soluzioni).

In modo analogo si precisano i risultati di molteplicita forniti dal Teorema (4.9) e
dalla Proposizione (4.11).

(5.6) Teorema: Valgano per la funzione g le ipotesi del Teorema (4.12) e suppo-
niamo inoltre che per q.0. x€Q risulti:
a) g(x,*) convessa;

b) z]ij g(x,8)/t=2; (vedi Notazioni (3.12)) (cioe lipotesi (g) vale con
A=3,). T

Allora:

I) nel caso a) del Teorema (4.12), I'insieme S delle soluzioni del problema
P, (h) & unione di un punto # (soluzione minima) e di un convesso AYE:

S={m}us;
inoltre f, & costante su 5, e f, (u,) <f, (u,) per ogni u, €5, ;

II) nel caso ) del Teorema (4.12), il problema P4 (h) ha una unica soluzione,
oppure, detta #, la soluzione minima, esiste un convesso S, tale che Pinsieme § delle
soluzioni del problema Py (h) &

S={u,+ 6, —u,)|0=S0=1; 4, €S, };

inoltre f, & costante su S.

(Al punto (5.12) & mostrato un esempio di ostacolo ¢ per il quale il problema
P4 (0), con g(x,u) =X u, ha un simile insieme di soluzioni.)

In modo analogo si precisano i risultati di molteplicita forniti dal Teorema (4.9) e
dalla Proposizione (4.11). La dimostrazione dei Teoremi (5.5) e (5.6), riportata ai
punti (5.10) e (5.11), si basa sui lemmi che seguono.

(5.7) Dermvizione:  Nelle ipotesi (g) e (G) di (3.1), per ogni ¢€® e he [2(Q)
consideriamo la funzione 5,: R—R U {+%} cosi definita:

) ()= mln(qus + IP,)
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dove P, & l'iperpiano

P, ={ueL2 Q)| fueldx=t}

Q

e Ip, & la sua funzione indicatrice (Ip,(#) =0 se # € P,, + % altrimenti).

Notiamo che, nelle ipotesi (g) e (G), esistenza di tale minimo & garantita dal
Lemma (3.21).

(5.8) Lemma: Valgano le ipotesi (g) e (G) del punto (3.1), siano ¢ € @, h € L* (Q),
ue DN K (vedi punto (1.1)). Allora:

a) se % un punto di minimo per f; 4 + Ip, (vedi Definizione (5.7)) con ¢ = [ue, dx
e se k€ 5;(¢), allora ke, €37 f, 4 (w); Q

b) per ogni ¢€R il funzionale (f, 4 +Ip) & convesso se l'ipotesi (g) vale con
A=), (strettamente convesso se A < 1,);

¢) se lipotesi (g) vale con A =1, vale il viceversa di a), ciod: se ke; € 37 f} 4 (»),
allora # & un punto di minimo (unico se A <1,) per il funzionale (f, ,+Ip) con ¢=
= [ue;dx e inoltre k€ 3™ s, (¢).

In particolare, per £= 0 si ottiene che, se A= 2,, il problema P, (b) & equivalente
alla equazione 0 € 37 5,();

d) se lipotesi (g) vale con A=1,, la funzione s,(¢) + (A — 2,)(#/2) & conves-
sa.

DmvostrazioNe: 11 punto 4) si verifica facilmente; per provare b) e ¢) basta osser-
vare che per ogni v€ D si ha

®) 2,0+ @y~ + 2o = g — 20— sl

il punto d) segue dal fatto che il funzionale

_(5.9) Lemma: Valgano le ipotesi del Lemma (5.1); siano u, € wy € D (vedi punto
1)) soprasoluzioni per 'operatore 37 f, e supponiamo che #; = %, ; allora la funzio-
I (1 + 6(u, — #;)) & continua e non decrescente per 6 € [0,1]. (In particolare
€ vera se % e u, sono soluzioni del problema P (h)).
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DivosTraZIONE: Osserviamo che
L o+ 0, = )] =5 o+ 00— )0y = 3]
e quindi basta applicare il Lemma (5.1) per concludere la dimostrazione.

(5.10) DmvosTrAZIONE DEL TeOREMA (5.5): Nel caso 4) del Teorema (4.12) esi-
stono ¢ e £, €R tali che #{ <4 e 5, (¢]) <s,(#); ne segue che il problema Py (h) ha due
soluzioni #; e , tali che

fuleldx<fzqeldx e fo(m)<ty(m).
Q Q

Utilizzando i Lemmi (5.8) e (5.9), possiamo assumere che u, sia la soluzione minima
(vedi Teorema (3.10)) e che

() = max[s¢ |tz fu1€1 dx}.
Q

Supponiamo per assurdo che esista una soluzione #; distinta da 4, e uy; allora, per il
Lemma (5.8), si ha che # = [ 4; ¢, dx & inferiormente stazionario per 54 ed & distinto da

0
4L =fu1e1dx e b =Iﬂ2€]dx.

Q Q
Faremo vedere che in questo caso esistono delle costanti 4, b,ceR, tali che,
posto

s(t) = 54 () +a§ +bt+ec,

esistono 7,, 73,74 €R, ed una soluzione # tali che

t1<1'2<‘l'3<1'4, jz?;eldx=1'3, 5(t1)<0,
Q

5(1'2)>0, .\'(T3)<0, S(T4)>O.

Da cid segue che, posto

fla)=f, 4(u) + %( fuel dx)2 + b( Iueldx) +c,
Q Q

si ha

s@) = min{f(u)] J’uel dx = tJ
Q
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e quindi
fl) =s(1) <0,  f(%)=1s(73)<0;
mentre
f(w)Zs(r)) >0 per ogni #€P, (vedi Definizione (5.7)),
f#)Zs(z) >0 per ogni u€P,,.

Sia % un punto di minimo per f nell'insieme

a

{veLz(Q)h)éul, 7 <Jveldx<r4];

notiamo che # appartiene a questo insieme in quanto # & la soluzione minima e %; &
soluzione; quindi

f(#) <0 e f')lv—w]=0 per ogni veD, v=u.

Ora sia #; un punto di minimo di f nell’insieme

[veLZ(Q)h)éZ,, J’veldx<72];

a
notiamo che questo insieme contiene #; e quindi
f#) <0 e f'(#)lv—%m]1=0 per ogni veDNK,z

(in particolare per v= ;).
Per ogni 6 € [0,1] poniamo #, = % + (% — #,); per la convessita di g(x,*) si ha:

L1 fla)) =1 () = ) Z (1= 0) f@) T = Ta) + 0 @)y~ ] 203

quindi la funzione 6— f(#) non & decrescente per 6 € [0,1]. Ma questo & assurdo
perché f(#;) <0, mentre

Tz-jaleldx
Flug) Z5,(5,)>0  per 6, = ———— €(0,1).

f(1_43 — ) e dx
Q

Resta quindi da provare I'esistenza delle costanti reali 4, b, ¢ sopradette, nell'ipotesi
che esista #, #¢,, #, tale che 0 €3~ 54 (85).
Esaminiamo i vari casi possibili:

1) sia 4 >¢,: siccome abbiamo assunto che

53 (5) = max {5, (1) ¢ Z 1},



WL C) et

deve essere
s () =54(5)  per ogni te[s,4].

D’altra parte la funzione 6— £, (#; + 6(ss — #,)) & non decrescente per 6 € [0,1] (vedi
Lemma (5.9)); percid risulta

53 (85) = fo (w3) Z fy (wy + 05 (063 — 1)) Z 5, (85)

per 6= (4 —#) /(& — ;) € (0, 1). Quindi 54 () = 54 (#;) (si pud anche provare con ana-
logo procedimento che s € costante nell’intervallo [#,4]); da cid segue Iesistenza
delle costanti 4, b, ¢ sopradette (con 2> 0).

2) sia 4 <#;<t,; allora, per la non decrescenza delle funzioni 6—s fy (g +
+0(us — u1)) € 60— f,(u) + 6(s, — w;)) per 6€[0,1] (vedi Lemma (5.9)) deve essere
S8 (H)= S (B)= S5 (%).

Se 54 (#3) =54 (%), si conclude come nel caso 1).

Se 54 (45) = 5, (;), allora 54 € costante nell'intervallo [, #]: infatti, per la non decre-
scenza della funzione 60— f, (4, + 6(u; — u;)) per £€[0,1], risulta s;(¢) =s5,(5) per
te[n,4]; daltra parte, se fosse s, (7) < 54 (#3) per qualche Z € [, 4] si potrebbe trova-
re una # soluzione di P;(h) come punto di minimo di /5,4 nell’insieme

[u e L2(Q)| fuel dx < t;J

Q

e sarebbe f, (#) =5, (7) <54(83) = s4(#), contro il fatto che £, (#) =, (u,) = 54(#) per il
Lemma (5.9), in quanto #= #, (soluzione minima).

Percid anche in questo caso si trovano le costanti 4, b, ¢ sopradette (con
a<0).

Resta da esaminare il caso in cui s (1) <s(85) < 54(8) con #; <4 <4 : siccome # &
inferiormente stazionario per 54, si ottiene per ¢>0 sufficientemente piccolo:

53 (85) — 5, (85 —¢)
&

. 5¢("2)_5¢(t3) -\'¢(t3)_5¢(t1)
<mm( &=, 4 B )
Da cid segue evidentemente 'esistenza delle costanti 4, &, ¢ cercate (anzi si pud pren-
dere in questo caso 2= 0); quindi il punto I) & completamente dimostrato.

Proviamo il punto II): nel caso 4) del Teorema (4.12) la funzione 54 € non crescen-
te, perché altrimenti il problema P, (h — ¢;) avrebbe soluzione per ¢> 0 sufficiente-
mente piccolo (infatti per un tale ¢ la funzione 54 (#) — et avrebbe un minimo locale).
Sia #, la soluzione minima di P, (h); allora, se esiste un’altra soluzione #,, risulta per il
Lemma (5.9) f, (%) =f,(%,); quindi, posto

4 =fu1e1dx e b =fuzeldx,

Q Q

deve essere 5, (#) = f, (u;) = 54 () =/, (#,). Di conseguenza, s, € costante nell’intervallo
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[#,%]; inoltre per la non decrescenza della funzione 68— f,(# + 6(, — %)) per
6€[0,1] (vedi Lemma (5.9)), si ha f, (s + 0(s — %)) = 54 (1 + 6(8; — 1)) =54 (#1) e
quindi #; + 6(%, — %) & soluzione di P, (b) per ogni 6 € [0,1]; da qui, tenendo conto
che (f, + Ip) & strettamente convesso per ogni ¢ € R se A <1, (e quindi ha un solo pun-
to di minimo) segue facilmente il punto II) e questo conclude la dimostrazione.

(5.11) DimosTtrazZIONE DEL TEOREMA (5.6): Come nella dimostrazione del Teore-
ma (5.5), si prova che nel caso 4) del Teorema (4.12) la funzione s, definita al punto
(5.7) ha esattamente due punti inferiormente stazionari # e # e sono tali che 4, <% e
54 (1) <54 (£,). Di conseguenza I'insieme delle soluzioni di Py (h) € § =5, U 5, dove §; e
S, sono rispettivamente I'insieme dei punti di minimo di (f; 4 +Ip) e di (f4+
+1p,).

Evidentemente la soluzione minima #, (che esiste per il Teorema (3.10)) & in §;.
Proviamo che §; = {%,}: infatti, se # € P, & soluzione di P, (b), si ha # — u; =0, perché
#, & soluzione minima e inoltre [(# — #;) ¢;dx = 0 perché u; e u € P,; di conseguenza

2
#=u; e quindi il punto I) & provato.
Proviamo il punto II): sia #; la soluzione minima, poniamo

t1=J’uleldx, t, =max {teR|s, (¢) = 5, ()};

Q

sia §, l'insieme dei punti di minimo di (4 +1p.). Allora, come nella dimostrazione
del Teorema (5.5), si prova che #; + 6(», — %,) & soluzione di P, (b) per ogni 6 € [0, 1],
w, €5, e inoltre f; (u; + 0(u, — 1)) = f, ().

Resta da provare che ogni soluzione di P, (b) & di questo tipo, cio¢ che per ogni so-

luzione # # u; risulta # <[ue,dx=# e inoltre
Q

A Z L —t
(1) Uy + t(u— ul) ESZ per t= 2 !

[ueydx— 4 '
0

Consideriamo la funzione ¢— f, (#; + t(u — u,)) per tZ0, per il Lemma (5.9) e la non
crescenza di 54, si ha

) fola + tn—w)) =f,(y) per te[0,1].

Di conseguenza risulta

s (t1) = 1y () =f,(u) = -\'¢( f”el dx) »

Q
per cui si ha 4 <[ue dx=¢.

Q
Basta ora provare che la funzione t— f, (#; + t(u — u,)) & non crescente per £=0,
perché allora la (1) segue da (2). A questo scopo osserviamo che

%ﬁ: (g + e —w)) =fp ( + 8 — w))[u—w];
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per la (2) si ha
fo(m+tu—w))lu—um1=0 per te[0,1]
e quindi, fissato ¢’ € (0, 1), risulta
B)  Jy (o + da—w))lu— 1= f} (wy + Hu — ) [ — g ] —

13 i+ ' — )= 1= (= ) [ D= )P —

Q

_I[g(x;ul +Hu—uy) — g(x,uy + ¢ (u— )] (u—uy) dx;
Q

ora osserviamo che per la (2) si ha

(1—:')“|D<u—ul>|2dx— = ,ng(x,m—g(x,ul+t'<u—ul))]-<u—u1>de=o,
Q —ta
cioé

J 10— e = L gt =gl + = ) — ) i

Q i Q

ma siccome g(x,¢) & convessa, si ha per =1

ﬁ[g(x, t +Hu—uy) — glxe,uy +t' (u—w))] 2

27 _1 o Leln,w) = gl + £/ (w0 — )]

quindi dalla (3) si ottiene f; (#, + #(u — u,))[u — #,1=0 per £Z 0 e questo conclude la
dimostrazione.

(5.12) Esempio: Sia Q un aperto limitato di R” ed &, un’autofunzione relativa al
secondo autovalore 2, (vedi Notazioni (3.12)). Sia ¢=—|ey| e glx, #) = A, £; allora I'in-
sieme delle soluzioni del problema P, (0) & il «triangolo»

{¢+6(te, —¢)|0€[0,1], te[~1,1]}.

Quindi pud effettivamente verificarsi la situazione descritta al punto II) del Teo-
rema (5.6): nelle notazioni di quel teorema, # =¢ & la soluzione minima e
Sz = {tez lfe [_1, 1]}.
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