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Sur une forme faible d’échangeabilité (**)

Résumt. — Pour une famille infinie de variables aléatoires, on étudie la notion d’échangea-
bilité partielle, relative 2 une partition donnée de I'ensemble des indices, ainsi qu’une notion
d’échangeabilité «faible». En généralisant le théoréme de de Finetti, on charactérise, 2 Iaide de
la notion d’indépendance conditionnelle, les familles qui sont partiellement échangeables sui-
vant des partitions d’un type particulier.

Su una forma debole di scambiabilita

SUNTO. — Per una famiglia infinita di variabili aleatorie, si studiano la scambiabilita parzia-
le, relativa ad un’assegnata partizione dell'insieme degl’indici, e una sorta di scambiabilita «de-
bole». Generalizzando il teorema di de Finetti, si caratterizzano, mediante la nozione d’indi-
pendenza condizionale, le famiglie che risultano parzialmente scambiabili secondo partizioni di
un tipo speciale.

1. - InTRODUCTION

La notion bien connue de famille échangeable de variables aléatoires peut étre gé-
néralisée de la manidre suivante: étant données une famille (X;); s de variables aléatoi-
res (sur un méme espace (Q,, P), 2 valeurs dans des espaces mesurables non néces-
sairement identiques) et une partition § de I'ensemble I des indices, on dit que la fa-
mille (X,);es est partiellement échangeable suivant § si les deux conditions suivantes
sont remplies:

(1.1) Pour tout élément G de G, les X, avec i€ G admettent un méme espace
d’arrivée.
(1.2) Pour toute permutation o de I, compatible avec G (c’est-a-dire telle que 'on ait

¢(G) = G pour chaque élément G de G) les deux blocs [X;)ier, [Xoi) Jier admettent une
méme loi.

On voit aisément que, dans la deuxiéme de ces conditions, on pourrait se borner
(sans altérer la définition) aux permutations o, compatibles avec §, qui ne déplacent
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qu'un nombre fini d’indices (ou méme a celles qui ne déplacent que deux
indices).

I est clair que, lorsque G est la partition banale admettant comme unique élément
'ensemble I tout entier, la notion précédente se réduit a celle de famille échangea-
ble.

Dans le cas ot I est 'ensemble des entiers positifs, ou, de facon plus générale, un
ensemble infini quelconque (voir [1]), le théoréme de de Finetti permet de donner
une caractérisation bien connue de la notion d’échangeabilité. Afin d’énoncer ce
théoréme de maniére aussi concise que possible, nous introduirons la locution suivan-
te. Etant donnée une sous-tribu U de @, nous dirons que deux variables aléatoires
Y, Z sont U-équivalentes si elles admettent le méme espace d’arrivée et si, pour tout élé-
ment A de U, la loi conjointe de (Y, ;) est identique 2 celle de (Z,1,). En utilisant ce
langage, le théoréme de de Finetti peut s’énoncer ainsi: pour que la famille infinie (X;)
soit échangeable, il faut et il suffit qu’il existe une sous-tribu U de @ jouissant des
deux propriétés suivantes:

(1.3) Les X; sont U-conditionnellement indépendantes.
(1.4) Les X; sont deux a deux U-équivalentes.

Il est clair, d’autre part, que si une tribu U posséde ces deux propriétés, il en est
de méme de la complétée de U. Par conséquent, si I'on convient d’appeler ¢ribu de de
Finetti (pour la famille (X;)) une tribu compléte U vérifiant les conditions (1.3), (1.4),
on pourra énoncer le théoréme de de Finetti de la maniére suivante:

Pour une famille infinie de variables aléatoires, I'échangeabilité équivaut & existen-
ce d’une tribu de de Finetti.

Dans le présent article, nous nous proposons de caractériser de maniére analogue
I'échangeabilité partielle. De fagon plus précise, nous nous proposons de caractériser
les familles infinies (X;),c; de variables aléatoires qui sont partiellement échangeables
suivant des partitions de I d’un type un peu particulier. Nous dirons qu’une partition
G de I est spéciale si elle vérifie I'une des deux conditions suivantes:

(1.5) Tous les ensembles appartenant a G sont infinis.

(1.6) Un des ensembles appartenant a G est réduit a un seul élément, et tous les autres
sont infinis.

En outre, étant donnée une sous-tribu U de @, nous dirons que deux indices 7 7
sont U-équivalents si les deux variables aléatoires X;, X; sont U-équivalentes; nous di-
rons nduste par U la partition de I constituée par les classes de U-équivalence.

Enfin, nous appellerons tribu de de Finetti au sens faible (pour la famille (X;)) une
tribu compléte U qui posséde la propriété (1.3) et la propriété suivante (plus faible
que (1.4)):

(1.7) La partition de I induite par U est spéciale.

Avec cette terminologie, nous démontrerons entre autre (voir (5.3)) que, pour
une famille infinie de variables aléatoires, 'échangeabilité partielle suivant une
partition spéciale de l'ensemble des indices équivaut a l'existence d’une tribu
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de de Finetti au sens faible. A cet effet nous aurons besoin d’une notion
d’échangeabilité «faible», que nous introduirons au paragraphe 4.

2. - HyPOTHESES, NOTATIONS, RAPPELS

On se place dans un espace probabilisé (2,8, P). Le mot «tribu» signifie toujours
«sous-tribu de @». Une tribu est dite compléte si elle contient I'idéal des événements
négligeables. On appelle complétée d'une tribu la plus petite tribu compléte qui la
contient.

Pour tout élément p de [1, ], on désigne simplement par L? Pespace L?(Q,d, p).
Etant donnée une tribu compléte U, on désigne par P I'opérateur d’espérance condi-
tionnelle par rapport U, considéré comme une application de L' dans L. L’opéra-
teur P¥applique I dans 2. En outre, dans la dualité entre L? et L7 (ou ¢ désigne 'ex-
posant conjugué de p), on a

(P [y],z) = (y,P*[2])

pour tout élément y de L? et tout élément z de L?. Cette relation montre que I'applica-
tion y+> P%[y] de P'espace L? dans lui méme est faiblement continue (Cest-a-dire con-
tinue pour la topologie faible o(L*,L7)).

Nous désignerons par L? (U) le noyau de I'application linéaire y—>y — PY[y} de L?
dans L?:

LPU)={yel?: y=PY¥[y]}.

Un élément y de L? appartient 2 L? (U) si et seulement si chacun de ses représen-
tants est mesurable par rapport a ‘U.

Dans toute la suite, on suppose que (X;);c; est une famille infinie de variables aléa-
toires sur (Q,@, P), A valeurs dans des espaces mesurables non nécessairement identi-
ques. Pour toute partie H de I, on désigne par Iy la complétée de la tribu engendrée
par les X; avec /e H.

3. - INDEPENDANCE CONDITIONNELLE ET TRIBU TERMINALE

Nous désignerons par J le filtre constitué par les parties des I dont le complémen-
taire par rapport a I est fini. En outre, nous poserons

(3.1) = 3.

Jes
La tribu J ainsi définie est appelée la ¢ribu terminale (relative 2 la famille (X;) et a la
loi P).

(3.2) ProrostTioN: Soit U une tribu compléte, telle que les X, soient U-conditionnel-
lement indépendantes, et désignons par G la partition de I induite par U.
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Alors:
(a) U contient J.
(b) La famille (X;);c1 est partiellement échangeable suivant G.

DémonsTraTION: (4) Soit T une variable aléatoire réelle mesurable par rapport 2
J (c’est-a-dire par rapport  chacune des tribus J; avec ] € ), et montrons que T est
mesurable par rapport a U.

Pour toute partie finie H de I, choisissons une function réelle f;, mesurable sur
Pespace d’arrivée de [X;];e;\ g, telle que 'on ait

(3.3) T=fyolX;)icr\u Presque siirement.

Puisque la variable aléatoire [X;];c;\ p est U-conditionnellement indépendante de
[X:)icn, il en est de méme de T (grice a (3.3)).

Cette conclusion étant valable pour toute partie finie H de I, elle prouve che T est
‘U-conditionnellement indépendante de [X;];;.

La relation (3.3) (avec H = §) montre alors que T est U-conditionnellement indé-
pendante d’elle méme, c’est-a-dire U-mesurable.

(b) Prouvons maintenant que la famille (X;) est partiellement échangeable sui-
vant G, c’est-a-dire qu’elle vérifie la condition (1.2).
Etant donnée une permutation ¢ de I, compatible avec G, il s’agit de prouver que,
pour toute partie finie H de I et toute famille (£);.y telle que f£; soit mesurable bornée
sur I'espace d’arrivée de X;, les deux variables aléatoires

(3.4) Il foX:, I foX.
g ieH ieH

ont méme espérance. Or, puisque X; est U-équivalente 2 X, ,, les deux variables aléa-
toires f; o X;, f; o X, ;y ont méme espérance conditionnelle par rapport 2 U. Il en résulte,
grice a I'indépendance U-conditionnelle des X;, que les deux variables aléatoires (3.4)
ont méme espérance conditionnelle par rapport a U.

L’assertion est donc démontrée.

(3.5) RemarQuE: L’assertion (4) de la proposition précédente contient, comme
cas particulier, la loi 0-1 de Kolmogorov pour une famille de variables aléatoires indé-
pendantes. Il suffit, pour s’en convaincre, de prendre U égale a la tribu engendrée par
les événements négligeables.

4. - ECHANGEABILIT}::Z FAIBLE ET TRIBU DE DE FINETTI AU SENS FAIBLE

Nous nous proposons maintenant de caractériser la notion de tribu de de Finetti
au sens faible a I'aide d’une certaine notion d’échangeabilité «faible». Cette notion,
dont la définition est beaucoup plus contournée que celle d’échangeabilité partielle, a
été introduite dans[2] sous Iinspiration de[1].
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(4.1) Dérmrion: Etant donnée une tribu U, on dit que la famille (X;) est U-fai-
blement échangeable si toute partie L de I, finie et admettant au moins deux éléments,
posséde une partition {H, K} vérifiant la condition suivante:

(4.2) Pour tout élément | de 1 il existe une application o de L dans I, avec a(K) C ] et
ali) =i pour i€ H, telle que les deux variables aléatoires [X;lier, [Xu)lier sotent
U-équivalentes.

1l est clair que si la famille (X;) est U-faiblement échangeable, alors elle est V-fai-
blement échangeable pour toute sous-tribu 'V de U.

On dit que la famille (X;) est fatblement échangeable si elle est J-faiblement échan-
geable (oti 7 désigne la tribu terminale, définie par (3.1)).

(4.3) TuforiMEe: Pour une tribu U, les conditions suivantes sont équivalentes:

a) U est une tribu de de Finetti au sens faible (i.e. une tribu compléte vérifiant

(
(1.3), (1.7)).
(b) U contient T, et la famille (X;) est U-faiblement échangeable.

Par conséquent, si U est une tribu de de Finetti au sens faible, il en est de méme de
toute tribu comprise entre I et U.

DEMONSTRATION: (2) = (b): Supposons que U soit une tibu de de Finetti au sens
faible. L’inclusion U > J résulte alors de (3.2) (a). Il reste a prouver que la famille (X;)
est U-faiblement échangeable. Considérons, 2 cet effet, une partie L de I, finie et ad-
mettant au moins deux éléments. Puisque la partition de I induite par U est spéciale, il
existe dans L un élément £ dont la classe de U-équivalence est infinie. La partition de
L constituée par les deux ensembles H= L\ {£}, K = {k} posséde alors la propriété
(4.2).

(b) = (a): Supposons la condition (%) remplie. Pour prouver que la partition de I
induite par U est spéciale, il suffit I’appliquer la Définition (4.1) au cas ot L est un
ensemble 2 deux éléments. Il reste 3 prouver que les X; sont U-conditionnellement in-
dépendantes. A cet effet, il suffit de prouver que toute partie L de I, finie et admettant
au moins deux éléments, posséde une partition formée de deux ensembles H, K tels
que les deux variables aléatoires [X,];cq, [X;];ex soient U-conditionnellement indé-
pendantes. Or, ceci résulte aussitét du lemme suivant:

(4.4) Lemme: Etant donnée une tribu U contenant J, soient H, K deux parties del,
finies et disjointes, telles qu’en posant L=H UK, la condition (4.2) soit remplie.
On a alors les deux conclusions suivantes:

(@) Les opérateurs d’espérance conditionnelle P? P¥ coincident sur L' (Tg).
p D

(b) Les deux variables aléatoires [X;J;en, [Xiliex Sont U-conditionnellement
indépendantes.

DfmonsTRATION: Pour tout élément | de J, désignons par F; I'ensemble (non
vide) constitué par les applications « de L dans I, avec a(K)c] et a(i)=1i
pour tout élément 7 de H, telles que la variable aléatoire [X;];cy soit U-équivalente
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2 [Xy5)lieL. Les ensembles de la forme F; (ou ] parcourt J) forment une base
de filtre sur F;: nous désignerons par & le filtre correspondant.

Fixons un élément x de L' (Jy) et un élément y de L* (k). D’aprés la définition de
Ik, il existe un représentant de y de la forme go[X;];cx, avec g fonction mesurable
bornée sur I'espace d’arrivée de [X;];c k. Pour tout élément « de F;, nous désignerons
par y, I'élément de L* (Jx) dont go[X,; J;cx est un représentant.

Montrons que I'on a

P7[y] =P"[y]=lim y,,

ou la limite est 2 entendre suivant le filtre & et par rapport 2 la topologie faible
a(L®,L'). A cet effet, commencons par remarquer que les éléments y, forment un
ensemble relativament compact pour o(L”,L!), car ils ont tous une méme norme
dans L*.

Supposons maintenant qu'un élément z de L* soit valeur d’adhérence faible de
Iapplication a >y, suivant le filtre F (c’est-a-dire qu’il soit limite de la méme applica-
tion suivant un filtre plus fin). Fixons un élément | de 4. Puisque la relation
Y. € L” (J}) est vraie dés que « appartient 2 Fj, on a ze L* (7). Gréce a (3.1), cela
prouve que l'on a

z€L®(F)cL” ().
Par conséquent, en partant de la relation

P¥[y]=P"[y,],
on trouve

P¥[y]=P¥[z] =z.

On a ainsi démontré que 'unique valeur d’adhérence (c’est-a-dire la limite) de y, sui-
vant le filtre & est z=P¥[y]. En outre, puisque z appartient 3 L* (), on a aussi
z=PI[yl.

Par conséquent, les deux opérateurs P7, P¥ coincident sur L* (Jx) (donc aussi sur
L'(Jx)). L’assertion (a) est ainsi démontrée.

Si maintenant on part de la relation

PY[xy] =P¥[xy,1,
et on passe 2 la limite, on trouve
P¥[xy] = P¥[xz] = P¥[x] P¥[y],

ce qui prouve l'assertion ().

En appliquant le lemme qu’on vient de démontrer, on obtient aussi la proposition
suivante, qui apporte un complément intéressant au Théoréme (4.3).
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(4.5) ProrostTion: Soit U une tribu de de Finetti au sens faible, et désignons
par G la partition de I induite par U. Désignons en outre par I* la partie de 1 (qui différe
de I par un élément au plus) constituée par la réunion de tous les ensembles infinis appar-
tenant a G.

La tribu U est alors J-conditionnellement indépendante de Jy.. Par conséquent, elle
coincide avec T dés qu’elle est contenue dans Jps.

DfmonsTtraTION: Puisque U contient J, il suffit de démontrer que les opérateurs
d’espérance conditionnelle P7, P coincident sur L! (93 ). A cet effet, fixons une par-
tie finie K de I'*. Puisque les X; sont U-conditionnellement indépendantes, et que la
partition § est spéciale, on voit aisément que la condition (4.2) est remplie avec H = @.
Le lemme précédent entraine donc que les opérateurs P7, P¥ coincident sur L! (9% ),
ce qui suffit (K étant arbitraire) pour démontrer I'assertion.

5. - La TrRBU §-symétrique

La notion de tribu symétrique (que 'on définit lorsque les variables aléatoires X;
admettent un méme espace d’arrivée) peut étre généralisée de la maniére suivante.

Soit § une partition de I, telle que, pour chaque élément G de G, les X; avec 1€ G
admettent un méme espace d’arrivée.

Un événement A sera dit G-symétrique si, pour toute permutation o de I, compati-
ble avec § et ne déplagant que deux indices, il existe une fonction réelle f, mesurable
sur 'espace d’arrivée de [X;],¢s, telle que la relation

(6.1) Iy =folX:Jie1 =fo [Xa(i) Jier

soit vérifiée presque siirement.

Les événements G-symétriques forment une tribu, qu’on appellera la #ribu G-symé-
trigue. 1l est clair que cette tribu est comprise entre J et J;. On I'appellera simplement
la tribu symétriqgue lorsque G est la partition banale admettant I comme unique
élément.

(5.2) TuforEME: Soit G une partition spéciale de I, telle que la famille (X;) soit par-
tiellement échangeable suivant §. Désignons par S la tribu G-symétrique, et par IC la parts-
tion de I induite par S.

On a alors les conclusions suivantes:

(@) Pour toute permutation o de I, compatible avec G et ne déplacant que deux indi-
ces, les deux variables aléatoires [X;l;c1, [X ) )ier Sont S-équivalentes.

(b) S est une tribu de de Finetti au sens faible.
(¢) G est plus fine que .

(d) S coincide avec T lorsque tout élément de IC est infini (donc, en particulier,
lorsque tout élément de G est infini).

DfmonsTRATION: (2) Soit ¢ une permutation de I, compatible avec §, qui ne dé-
place que deux indices. Etant donné un élément A de S, choisissons une fonction réel-
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le £, mesurable sur I'espace d’arrivée de [X;];;, telle que la relation (5.1) soit vérifiée
presque stirement. Grace a I’hypothése d’échangeabilité partielle, la loi de [X;];; est
identique a celle de [X,(;) J;<;. Il en résulte que la loi conjointe de ([X;];¢1,1,) est iden-
tique a celle de ([X,;)J)ier,Ls).

L’assertion (4) est donc démontrée.

(b) Puisque $ contient J, il suffit (grice a (4.3)) de prouver que la famille (X))
est S-faiblement échangeable. A cet effet, considérons une partie L de I, finie et ad-
mettant au moins deux éléments.

Puisque la partition G est spéciale, il existe un élément £ de L tel que 'ensemble de
G auquel & appartient soit infini. Montrons que la partition de L formée par les ensem-
bles H=L\{k}, K= {k} posséde la propriété (4.2) (avec S a la place de U).

Etant donné un élément | de J, choisissons dans ] un indice 7 (différent de ) tel que
J et k appartiennent au méme élément de §. Désignons en outre par o la permutation
de I qui déplace seulement £ et ;. Il résulte de (4) que les deux variables aléatoires
[Xilier, [Xs4))ieL sont S-équivalentes. L’assertion est donc prouvée.

(c) 1l s’agit de prouver que, pour tout couple 4, ; d’indices appartenant 3 un
méme élément de G, les deux variables aléatoires X, X; sont S-équivalentes. Or ceci
résulte immédiatement de (a).

(d) Désignons par I* la réunion de tous les ensembles infinis appartenant 2 9C.
Si tous les ensembles appartenant 2 JC sont infinis (ce qui arrive notamment lorsque
tous les ensembles appartenant a § sont infinis), alors on a 8 ¢ ; = ;», d’ot $ = T gra-
ce a (4.5).

(5.3) CoroLLARE: Les conditions suivantes sont équivalentes:

(@) Il existe une partition spéciale G de 'ensemble I, telle que la famille (X;) soit
partiellement échangeable suivant G.

(b) Il existe une tribu de de Finetti au sens faible.
(¢c) La tribu terminale T est une tribu de de Finetti au sens faible.
(d) La famille (X;) est faiblement échangeable.

En outre, si ces conditions sont remplies, alors T est l'unique tribu de de Finetti au
sens faible contenue dans Iy« , on I* désigne la réunion des ensembles infinis appartenant
a la partition de I induite par 9.

DémonstraTiON: L'implication (4) = (b) résulte du théoréme précédent. L’équi-
valence des conditions (5), (c), (d) résulte de (4.3). L’implication (d) = (4) résulte de
(4.5).

De fagon analogue on obtient le corollaire suivant, relatif au cas des familles échan-
geables, qui contient notamment les théorémes de de Finetti et de Hewitt-Savage.

(5.4) CoroLLARE: Les conditions suivantes sont équivalentes:
(@) La famille (X;) est échangeable.
(b) Il existe une tribu de de Finetti.
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(c) La tribu terminale T est de de Finetti.

(d) La famille (X,) est faiblement échangeable, et les X, sont deux & deux
J-équivalentes.

En outre, si ces conditions sont remplies, alors T est 'unique tribu de de Finetti conte-
nue dans Iy (de sorte qu’elle coincide avec la tribu symétrique).
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