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(2) Se E ¢ un insieme borelianc, allors, per quasi ogni punto x di R il
rappor

MEN[x—bx+b])

25
converge, al tendere di b 4 zero, verso 1 o verso 0, secondo che x sia un elemento di E o
di R\E.

Intuitreamente, quest'ultima peoprieth {conseguenza immediata del teorema di de-
rivazione di Lebesgue) si pud cosl interpretase: se si immagina di colorare in neto i pun-
tidi E, e in bisnco quelli del complementare, & da prevedlere che i colori non risulieran-
o molto mescolati, ma al contrasio formeranno macchic quasi completamente nere o
quasi completamente bianche, Tnfaiti quasi ogni punto avrk came colore quello predo-
minante nelle sue immediare vicinanze.

MNella presente Nots, ci proponiamo di mostrare che & possihile estendere la imisira
i Lebesgue A i wna misura ¥ chie: sia ancum iovarisnte rispeito slle traslazion, ma per
Ia quale esista un fnsieme misursbile £ suniformemente grigiow, ciot tale che, al varisre
di A nella classe degli inervalli della forma [x — &, x + 5] {anxi, pi in generale, nella
:Iandeﬂumm-h.dm.d:munﬁnuumnmﬂn;.ﬂmpmv(ﬁ NA A s
mantenga costantemente cguile 8 1/2.

Pii precisamente (¢ pill generdmente), i proporiamo di dimostrare il teoréma
seguentc:

Tromesa: Estton wme bi 3 R, contenente propriamente la tribi boreliana, ¢ wna.
misns v s 3 prolungante la misira & Lebengue i ¢ dotata delle due propricid
seguemis:

{a) v ¢ fmearionte per le traslazioni, nel senso che, per ogni elemento A di 3 e ogni
nimero reale 1, 5 ba

AtreX, WA 1) = A}

(B) Per ogni simera reale  compresa twi O ¢ 1, esiste wr elemento E di 36, tale che,
per ogni insteme boreliano A di B, 1 abbia

WENA) = rdid).

Allo scop di dimostrare questo worema, cominceremo col fissare aleune conven-
soni ¢ col dimostrare alcuni lemmi.

Tndicherenv con & i peiad cedinale veste la potensa del contiaus, Tnoltre chin:
meremo brevemente secesione frangfinita ogni famiglia che abbia come insieme degli
indici Pinsieme (ben erdinata) costituito da turi gli ordinali @ con @ < k.

Considereremo R come spaio vetwriale sul corpo Q dei numei razionali. Per
uesto spasio vetosiae, per il qusle una basesichiaean una e o Hamel cle. 1153,
o1, p 34), gli i del gruppo addi-
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o R. Inoltze, essendo Q numerabilk, il sottospazio vettoriale generato da un insieme A
- di numeri reali & numerabile se A & fnito, mentre ha la stessa potenza di A sc A &
* infinito.

Diremo che una parie H di R & e s¢ esta incontra ogni insieme boreliana non
trascurabile secondo b misura di Lebesgue. Affinché cio accada, & sufficiente che H in
contri ogni insieme compatto non trascurabile. In modo analogo s definisce i concetto
dpane s d&i R

1 risultato essenziale per s dimostrazione del teorema enunclato allinisio & Fesi-
stenza di un endomorfismo di K il cui grafico sin spexso. Di questo risultato & suggerita,
come exercizio, una dimestrazione in [31, (626, p. 276-277). Noi ne esporremo una di-
‘mostearione e diversa, ¢ forse un po’ pits semplice (s vedano i successivi
lemmi 2 ¢ 3).

. Lesaan 10 Esite wna base df Hamel spesss in R

 Dusosrianone: Poiché ogni parte libera di R ¢ contenuta in una base di Hamel,
“basta provare che esiste una parte ibera che sia sposss, A questo scopo, comindiama
con Posservare che, in R, ogni insieme compatto on trascursbile ha la potenza del
*continuo. Inolice la classe costituita da tusti gl insiemi compai non trascursbili ha @
sua volta I potenza del continuo, sicché pud essere rappeescatata come linsieme dei
md.mmmuummx.)mcmmaummﬁxm
iR {ossi una funsione che o otz di R associ un suo cl

x Imm:mx,ummml Ky, ma non allo spazia vettoriale genernto dallinsieme (di

porenzs inferiore a quella del continuo) {x,: & < f}.
wmzwmm:m‘nmmm i A, Vinsieme
. @ < B} ¢ libero. Ne segue che lintero ingicine {x, ¢ n<1'é|lbgw Tnolire que-
- s'ultitno insieme & spesso in R infauti, per ogni 3, Ia sua intersezione con Ky nan & voo-
i, i quanto contiene il punto x;.
T Jermi & doiqes’ dimostreto

Lisinn 2: Eside un endowmcrfiomn di R che abbia nucleo ¢ immagine entrambi

Dmsosriazionr: Sia H una base di Hamel spessa in R, ¢ i consideri la
decomposizione di R in somma dircn dei due sotcospasi vetcoriali M, N ric
spestivamentc generati da HNR, e da HN(R\R, ). 5i denod poi con /
Tapplicazione che, ad ogni numero reale x =y +z fcon 3 M, z&N), associa
¥ Essa pud essere caratterizata come l'unico endomorfismo di R ammettente
M come immagine ¢ N come nuckeo. Provismo che I sua immagine M & spessa
in R Sis dunque A un insicme borcliano di R, non trascursbile, e mostriamo
che csso incontra M. Pur di sostituire, se necessario, A con —A, si pus supporre
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che l'insieme A M R, non sia trascurabile. Questo insieme incontra allora H N R,
« quindi M.

Allo stesso modo si vede che N & speso in . L'endomarfismo f passicd dunque le
proprietd desiderate.
Ossunsazicnst: Partendo da un endomorfisme.f di R che abbid immagine ¢ muckea
entrambi spessi, se ne pub fucilmente ottenere un altro che possieda in pi Ia proprieth
dtecir o | e 1 (¢ quind g mumers e, B e e e wn

reale ¢, non al rucleo di, « considerar

! x--flcr}p‘.f(:]

Lisowa 3: Siaf di R con dmagine ¢ mucle b spesst. Allors
o grafico di [ & spesso in R

| i M. N, G ri Timmagine, i nuckeo ¢l
| nsmd;fommmag per ogni elementa y di M, Vinsieme £ (y), essendo della
r forma 3 + N, & spesso.in R. Sia C un insieme boreliano di R?, non trascurabile, ¢ mo-
striamo che esso incontra G, A questo scopo, consideriamo Tinsieme B costituito dai
numeri reali y per § quali ba ssezione orizzontales
€ 1y) = {xi b, 1) e C}

non & truscurabile. Linsieme B & boreliano ¢ nen trascursbile: esso incontra dunque M.
Sia y un elemento di B N M. Allora ls sezione C ' (y) ha intersczione non vuota con
Vs e/ ). S & i cenncod g e, i 5,7
particnc a €

Nel séguito, denoserema con T il gruppo additivo R / Z, e con g Fomomorfisma

‘ faturale di R su T (definito da glx) =x + 2). Il gruppo T & compario, e la sua tribis

{ boreliana & costtuita dagh insiemi della forms ¢{4), con A insieme boreliana di [0, 1
Su questa tibi esiste un'inica misura normalizzata che sia una, misura di Hasr, ciod
che sia invariante per le traslazioni: cssa & la misura 4 definita ponenda

HlA) = 3A)

i per ogni insieme borelisno A di [0, 1[. Sulla tribi boreliana del gruppo R x T consi-
dereremo la misura prodouo 4 @, che &, @ sun volta, una misura di Haar (v, (2],
(1427), p. 230).

Lennin 4 an.mm&kmmewmwwm
| 1= 9 of Allws g ¢ el grigpo addiivo R mel dditiva T, con
| miclea spesso i R, imimagine spesss in T, e grafien spevo i R T,

Dusostrazione. T mucleo dig & spesso in R perché contiene quello dif: Limmagine
dig & spessa in T perché, se B ¢ un insieme boreliano di T, non trascurabile
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do i, l'msieme ¢ ~! {B), non exsendo trascursbile secondo 4, incontra Nimmagine:

inc,  fatio che il grafico di g sia spesso i R X T i dimostra ragionando come
lemuna precedente.
Siamo ora in grado di dimostrare il tcorems enunciato alfinizio.

u!,Tsclmn. Sunof:zoomendlman esidenoticon G il
dell'

che G & spesso, & possibile definize su , senza ambiguith, una misura » mediaate la
HCNG) = (A@uCY
(siveda [3], 17.A, p. 791, Essendo 4 @ o invariante rispetto alle traslaioni del grappo
R T, & chiaro che y & invariante rispetto alle wrastazioni del gruppo G.

La proiesione diG sus R, ossia l'somorfismo p di G su R che ad ogni elemento di
G’mdlhmwﬁ»qmrdimpemdmhmsm;mmwn
la misura ¥ in una misd ¥ s K-

" Essendo  invriante per le traslasioni del grappo G, & chiaro che v & invariante per
e waslazioni del gruppo K.
Tnolse 3 contiene la tribis boreliana. di R, ¢ v prolunga 4. Infasti, se A & un insleme
boreliano di R, 5 ha A =p{t4 x T) N G), e quindi
HA) = (A XTI G) = (2@ a)A X T) = (4}
Rimaae infine da provace che v posiede I propeec (6], A quest scopa, fasao
mmero reale e 1, e scelto un i Bdi T con uiB) =r
(pnﬁ:mpﬂ:‘ =p([o.r{)).nww
E=g'(By=plIR X B)NG}.
Alos, per o mseme borclano 4 di R, risus
ENA=pliAxB)NG),
& quindi: 1
WE N A) = y{(A % B) N G) = AAI B} = rdiA). I
1l teorema & dunque dimostrato.

Ossimnzon: Conservando le notaziont della precedente dimostrazione, 4 denoti
mmaudw(aamrdeumuﬁm. £ chinro che Pinsieme & = ¢~ (8) & tru- |
‘sformato in se stesso da ogni traslazione di R del tipox—+x + 1, con 7 & K. Se poi, co-

a0
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ot ke, ppone che o s fisso ogni i pren-

der=1/2, B-w(lD.lszl llvd:dnmmdmﬂnddmxuxn on
# sppartenente allinsieme spesso 1/2+ K, trasforma Piasieme E nel suo eomplemen-
are.
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