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GAETANO FICHERA (*)

L'ultima lezione (**)

imere i miei ringraziamenti @

mia person. !{lecﬂlmgmeﬂnﬂquﬂmlﬁudﬂ.mdhﬂimﬂLm
che lontane, hanno voluto cssere opgi presenti.

Apprezzo moldssimeo la possibilith che mi & stata concessa di tenere in quest'acla la
i ulina lezone. In questssicsa wul, infti o teni el 1941, 18 0 19 porer-

bre {non riesco a ricords ente il giorna), | ione. Mi cro lareato
luMmmqwhbrmlnlpnmcdﬂmmewMunn?mne.mndam
i d chiesto di svolger dei corsi di esercita-

ummmmuelladh\ndummd:tqukmimm Fui, ovvismente,
lusingaro di sccettare. Picone, con il wpotere di cui allors disponevano i sbaronis uni-
versitari, mi fece pio facto nominare assistente incaricato presso l sua Catsedra, dando
cosi inizio alla mia carrlera di inscgnante universitario. Tale artivita dura da 51 annl, con
hnhmmxdqum 43, '44 ¢ '49, nei quali gh eventi della guerra mi impegna:
rono altrimenti. La mia attivith didattica & & svolta sempre u Roma, ad cccezionc del
periodo che va dal '50 ol *36, duranse il quale, dopo csser divenuto professore di ruolo
el *49, insegnai nella Universich di Trieste. Alla mia antivita ufficiale vanno aggiunti i
m;mmﬁmmmﬂw‘hmummum

Questi i d'ltaia, perd, mai interferirono con i miel
dover docente, sit's Roma che a Trieste.

Ritengo di non dover dedicare questa mia ultim lezione del corso di Analisi Supe-
riore ad un argomento teenico. I farlo sarcbbe una mancanzs di cortesia verso i tanti
‘amici, non matematici, oggi peesenti in quest'suls. Exitanda (per quanto possibile!} di
entzare i sttt dettagh tecnici, ceschers di fare, invece, un consuntivo dells mia att-

1) Tndiizao dell Autore: Dipurtimento di Maiermatica sGuida Castelmsvos, Universih
Roma «La Sapicnzas, Piazzale Aldo Moro 3, 00183 Roma.
(**) Testo M‘mkmamwammwxmnumm‘h 1992, in osxa
sionc del. amento fuori nolo, presso § Dipertimento di Matematica «Guido Castelnuovos.
Mumnxh-dlhu-llﬁpﬂnu‘ da Gactana Fichers, uno def XL.
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vita di ricercatore durante i 51 anni nei quali, come docente, appartengo all'Uni-
versitin

Per bene inquadrare e scehe da me fatte in campo. scientifico ¢ gl argomenti dei
quali mi 3000 occupeto, & opportuno che io prima faccia un breve e su quella che
cra la siwasione dells Metematica in lislia allinizo del secondo conflina mondiale,
uind il I mlt s o ricereatore, € spicghi attraverso quale evohuzione la Ma-
tematica sivanto, in quegli anni, quello stadio. Anni nei quali st ers ap-
pena visuto .| traurma dellc loggi razziall, ke quall B avewan i lsciat dubli sulls
qualith morake del regime di allora ed avevano costretto gl Ialiani ad assistere allallon-
ranamento dalla Cattedra di moli dei pib grandi Scienaiti del sempo

Quando, alla fine, parkerd del mio contribirto, non sark una sarta di aute-comme-
morazione, ma piuttosto un felliniano samarcords, forse un po’ disordinato.

Allorché, ol principso degh snni '40, inizia la mia sttivith di ricercatore, in ltaia si
conchudeva quel perindo, fra le. du grandi guerre, nel quale tani sostanziali mutamenti
immndfmximﬂnmmmhimhwﬁammmﬂuﬁ-
quelly che la Matematica era in lalia prima del conflitto del *14-"18, Tn verita, la postra
Scienza sveva, dopo Lagrange, conosciuto, in Itais, un lungo periodo di torpare, solo
inkerrotto dull opers iolats di qualche valente Scienzinto, quale Pastronomo Giovanni
Plana ed il fisico matematico Gabrio Piola. Ma, a partice dagl anni '60 del secolo scor-
w0, dopo I proclmazion del Regno d'Tulia, si ebbe vel nosiro Pacse una straordina:
sio risveghio negl stadi matematici ¢ sotto la spinta di Uomini illasts, quali Franceseo
Beiaschi, Luigi Cremons, Enrico Bett, Esgenio Beliramd, Felice Casoru ¢, successiva-
mente, Ulisse Dini, Emesto. Cesaro, Vito Volterea, Italia saggiunse una delle. price
posizioni, nel contesto intemazionale, nel campa dells Maternatica. Lop-:;dnkupm
Beltrami e quella succossiva i Luigi Bianchi, di Gregorio Ricci-Curbasro, di Tullio
Levi-Cvita fece primeggiare ialia, fino alleposa del primo conflitio mondiale, nel
campo della Geometria Differenzisle. Nello stesso lassa di tempo Ultalia si affermara
come il Pacse dove la Geometsia Algebrica, con 'opera di Guido Castelnuovo, di Fe-
derign Enriques e di Franceseo Severi, raggisngeva ke pi alie vette. Ma un altro prime-
w0 Flalia raggianse, in quel periodo, in un campo certamente particolare della Fisica
w.nmm.s.. mia i grande inportanes pee e applicazioni ¢, sopratturio, pec e sue con-

&, specialmente, con ln teorin delle equaziont alle desivate parziali

oo it s Tooela Macnin el B, sl quale recarono fondamen-
tali contributi Enrico Beti, Eugenio Beltranti, Vito Volierrs, Carlo Somigliana. In tem-
pi pit recent, Fopera di Antorio Signorini ¢ di alici & valia & sesbare al nostro Paese
una posizione di prestigio in questo settore, al confine fra la Fisica Mutematica
I Analisi

Per quanio riguanda FAnalisi Matematica, noa pab dirsi che [ltalia raggiunse, fru il
1860 ed i 1914, gh stessi altissimi livelli canseguiti in questa disciplina in Germania cd
in Francia, dove, rispettivamente, operavano Uomini come Bernhard Riemann, Karl
Welerstrass, David Hilbert ¢ come Henri Poincaré, Emile Picard, Henri Lebesgue, per
citase solo i maggiori. Ma Uopera di Ulisse Dini, di Emesto Cesaro ¢ soprattutto di Vito
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Volterra parts il nostro Pacse, anche in questo campo, in una posizione di alto presti
io. E merito, infati, df Volterra essere stato Vinisiatore, verso la fine del secolo scorss,

Serive, infatt, Je
le[1,p. 86): We wmuct finally mention the fint attewpe at «Functional Anaiysivs of the
‘youing Volterns i 1887, vo which, under the influsnce of Hadamard, bas boew attributed an
exaggerated bystorical importance.

Per rendent conto di quanto sia cocessiva la severith di tale gradizio sull'opers di
Volterrs, dato dall'eminente collegn francese, bisogna svolgere qualche considerazions.

<olare. Tali atteggiament consistono nella Revisitation (sdopero la parola inglese che,
wwsdotta in ialianc, mal si adegua al concetto da esprimere) ¢ nela Storis vera € pro-
prin. La Revisitation consiste el riesarminase con In memalich di oggl, con I'esperienzs
dﬂmmﬂuwdmmlmmmdﬂﬂpmdelw\podhm&pmdﬂl
i che perioda del passato. Qu
mﬁpwd:nﬁltddhcmm« plstonto che. vera ¢ propeia Stoi, La S, ln-
vece, & qualcosi di pil souile e di pit difficle. Tnfatt, i vero storico deve compiere o
sforzo di spoglinrsi completamente del modo di pensare attuale € di tutta 'esperienza
scquisita nel lasso di tempo fra il momento in cui egli lavora ¢ Iepaca che sta esaminan-
do. Egl deve cercare di ricostruine la mentalita tipica del temp al quale ba sua ricerca si
riferisce, iberandosi da tutte le sormstrutture sorte durante il passare degki anni. Solo
nldmduthtﬂdlmunwﬁmnhmmmdﬂﬁ(uﬂnﬂkle,nﬁlwdl
uno Scienziato, valutarne correttamente Fopera.

Per quanto rigaarda Volterra, bast dire che il Calcolo delle Variazion, un capitclo
fra f piis importanti dell'Analisi Funzionale, eta g, prima della sus opers, coltivato da
olire dise secoli. Eppure nessuna dei sommi cultori di quefla discipling, Newton, i Ber-
Msmm.mmmmm;ﬁmgﬂmmm.
o di vista wariaziouale, come fumzioml, niel senso poi introdotto da Valerrs con il s
epmseti s ke linse! Ot § ft ehe g enegrll 6 Calolo e Vereniond
siano dei partcolari funzionali i appare come una circostanza del wito ovvia.

‘Parlando degh analist italiani che operarano fra Finizio del secolo e la prima guerrs
mondiale, un posto particolare spetta . quella straordinaria metcora che fu Eugenio
Bl Levi Cadde i gaetra s ol 34 ans, menice, enente del Gevio, gdava s s
dati all i nemica. S it fosse stato o hui cosl avwer-
mjtﬁ.mm,mrbbe i ricordato come uno dei pil grandi analist di turei |
tempi. In verith, | risultati da Jui conseguii, nella breve stagione della sua vita, sono di
eccesionale aloge & durerann o hingo ol tempo

5.. mmd.el-"

i ove

s Algebrica, in ine-
m&amwdmm.mhm«w*aﬁ,hmhm,
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un grande rigoglo di studi, pmmhnﬂﬁm@m.w&m
. ma ta pparicnuto all grandi corren di pemsicro, hungo Ic quali
e s N st i e A it e i gk
md.m usando una moderna. dizione, che la Geometria Differeniale

Projettiva ers 1una teoria siotd i proveszs. Felix: Klein, nel s celebre Progranm df Fr.
musrz;. aveva dato una luminasa cisposta alla domanda: Che coss & una Geame-
tria? Una Geometria, secondo Klein, & il complesso di witi gli oggetti di una data classe
e delle proprietd di questi, che sono invariani rispetto ad un groppo di trasformazion.
In questo quadro la Geomeia Differensiske lassica s inseriva quale studio di e e
propricti, pertinenti agl intorni infinitesimal di un punto su una curva, su una superfi-
e ¢, in generale, su uns varietd a pid dimensiond (propricti differenzali), le quali sona
invarianti risperro al gruppo euclideo. Venne allora spontanco proporee un progesmss
consistente nel ricescare be proprieth differeniali degl intorni di un ponto su una varie-
i sssegnata dimensiane, invarianti rispetto ol gruppa proketiivo. Tale programma va-
wm-. pertanto, ln crearione di una Geometria Differenyiale Proiettiva, da riguar

evoluzione della Geomeria Differenziale classica, cost come la Geomerria
mmhed.qmlh Euclides. Ricerche in questa indicixao eruno state intraptese da
Halphen e da Wilczynski, ma fu Guido Fubini che, u partire dal 1914, sf adopesd per si-
‘stemaricamente espletare quel programma. Fubini era, soprattutto, un formidabile
lista, dotatr i amplissimi interessi. A i & devono Important risultati in diversi campi
della Mutematicn. Dotato di una eccezionale capaciti slgoritmic, egli rhussi, dopo lun-
ghe ricerche, u scoprire due forme differenviali, una quadratica ¢ Valtra cubica, le quali
caratterizzano una superficie rispetto al groppo proiettivo (2], cost come-le-doe celebri
forme differenziali quadratiche: di Gaus Lx ‘caranerizzano. rispetro. sl groppo metri-
e

tanth aliri scoperti da Fubini con 1i-
w&:uﬂtqunkhmmmnlﬁumwﬂﬂﬂm"hw:me
Immumcumldtdnmm mmmmum
diversi matematici, italiani, e icalare | due emi-
nenti geometri differensialist: Alcwmiea Terracised Enntn Bompiani. Specialmente
Vopera. di quest'ultimo testimoni dello sforzo, spesso immane, pe dare un contenuto
grometrico a formazions analitiche ssiruse, oitenule attraverso cakoli molio labo-
riosi.
Cndopanmmmmnlﬂ«mnmdmhﬂmuhbﬂummhmomunh
o Geometria
conobbe all estoro, nel periodo fra e due guerre, ulnrhodmhqqimiwndhedm
rizzi, ai quali gl Iuallani rimasero esteanei.
Sargono e domande:
lupparsi od affermarsi; m!psﬂ-édlmbﬂbapmfoemﬂmnnmm’
Nan ¢, invece, awenuto, nelle varie teorie matematiche, che ls possibilith d'inquadea-
mento in un programusa si & manifestaia @ posteriort, quando gia il corpo della dottrina
eraben sviluppato. e ricen |n messe dei risultati gia raggiune>




Interrogativi, quest, sssi affuscinant, che appartengona ala Flosofia della Scicn-
22, ma che non & il caso di discutcre ogg,

La Geometria Algebrica inizid, invece, in ltalis, In sua decadenza, non perché aves-
e imboceate un «desd ends, ma perché i metods, in verith peniali, che § grandi Macstri
inaliani di questa discipling svevano escogitato, s erana csauriti < non erano i grado di
dare i i quato avessero i daso: Tall metodi, in Canclnioro e, specialmene, in
Enrigues, crano fondat su uma profonda intuizione geometrics, che ficeva ricereare |
risultati attraverso mirshili visioni sintetiche che svelavano, si, l'essenza dei nuowd con-
cetti, sul qualt si stava indagando, ma, sovente, luscisvano qualche perplessivs sullsso-
luto rigene delle definizioni date ¢ dellc dimostrazon proposte per peovare i muavi teo-
remi. A questi metodi sintesici, che egh puse largimente impiegd, Sever affianco meto-
ol df nanira piis analitica, con una mirsbile sintesi fra i procedimenti tipici della Scuola
itnliana :qud.hwndrkni atrascendentiv, basati sull Analisi Matematica, che, specie.
grani amalsi tedeschi ¢ feancesi, come Rieman, Welersirss, Poincaré ¢ Picard, wve:

Bourbali.

Personamente mi wovai ud ussistere, ncl 1954, durante i Congresso imernazionale
deil matematici ad Amsterdam, ud un violento scontro fra Francesce Severi, allora gil
75.enne, ed André Weil. Quest'uliimo accusav, con vioknza, In Seuola itakana. di
Geometria Algebrica i non avere, in realt, conséguito i risultari dellc teorie da lom
coliivate per Tinsufficienza, sia delle defnivion date che delle dimosteazoni fornite.
Severd nan ers oma da lasciarsi strapazzare ¢ rispose, con pan minore vivaciia, soste-
nendo che in una teoria quello che conta, non tana & A rigote delle proposizioni ¢ delle

stseguenti dimostzazioni, ma ln scoperta di idee nuove ¢ lu intuizione dei risultati che
I:mllqmﬂ-N:mmmdmrhn del quale B, L. Van der Wacrden di un
oberivo resoconto in un suo recente articolo 3]

Ma tusei ricercatori sanno che le nuove idce di una teoria sorgeno dai metodi ¢ dal-
le tecniche con be quali i problemi di quella teoria si affrontanc. S queste e quelli s
caauriscono, ¢ difficde ehe idee miove possano perminate. Cio avvenne, futslmenie,
-ﬂ.cvemumm L'Algebra astrata e la Topologia, che allestero an-

dwvano vigorosamente affermandosi, non trovazono validi cultori in Tialia, nel pesiodo
hl:du:w:zrc & poiché da esse scatunivano i auovi potenti metodi per affrontare @
randi ancara insolui defla Geometria Algebrica, il bariceatro di questa si
sposti dallTialia all'estero.

Personakmente ehbi piena coscienza che questo fatto s exa, incsarabilmente, verifi-
cato, moli aani dopo, nel 1970, a Neza, ol Congresso intemazionale dei matemarici
allosché, durante Ia cerimonia insugurale, venne consegnara la medaglia Fields o giap-
ponese Hetsuke Hironska, allievo di Oskar Zaciski, per averc cgh risolto il problema
dello scioglimento delle singolarita di una varicea algebeica di dimensione arbitraria. Mi
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vennero allora malinconicamente alla mente le parole, che diverse volte avevo udito da
Severi, uno dei mici Magar nelf Aseneo somano, rifcrendosl 4 quel problems; £ s
problemus posto dugli Laliari - dosrd esser eiiolto in atia...

Bmd!m-daqnemdtlllcemmhﬁm nel perioda fra Je due guerre, gl avve.
nimenti che I'Analisi Matematica in Tralia.

Visto che ho testé parlato di Severi, voglio printa esaminare gli importanti contributi
dati dugli Iraliani, in quel periodo, nel campo delle funzioni analitiche di pits variabili
complessc. Si devono, infaut, a Severi i piis notevoli risultati otenut in ltaki, in quel
campo, fra ke due guerre.

Nella teoria delle:funzioni di pi variabili complesse i problema di maggiore spices
e, in'quel lasso di tempo, ‘quello che era sorto dalle celebii ricerche di E. B. Levi,

wd-‘lAmulldiMlmﬁwudlilﬂ[ﬂ:ndi?lllj].ﬁ-ﬁ.lc‘rinwlfuw
I'mportante scoperta secondo cui un campa dello spazio caricsiana R, dove s rappre-
sentanc be due variabili complesse 1; = #, %, €22 = %575 non &,
o di clomorfis per una funzione analitica di 2 25, Cﬁmm-wnm&
per e funaioni analitichie i una sola variabile compless, per ke quaki ogai campo di R?
éunrp:dlrhmrﬁn qualouna di esse. E. E. Levi aveva-scoperto che condizione

meccsuania perché i campo 2 di R * fosse un campo di olomorfia era il verificarsi in ogni
punto di 32 di una certa condizione wialitico-geomemica, in seguito chismata pieudo-
comvessitd, Si posevs alloca il problemé di vedere. se Ia condizione di peewdo-comvessith
diEE wpsaabwmtemﬁampemwsummmpamnk
problema vide a lungo impegnuti numerosi matematici, finché i giapponese K. Oks, in
ricerche apparse fra il 1939 ed il 1953, riusct a dare risposts s quel difficlissimo quesito
(cfr. [6] e Bibliografia ivi citata).

Ma non fu solo questo i problema, nella reoria delle funzioni di piy variabili com-
plesse, chie vide impegnati | matematici u partire dagh snni '80 del seoalo searso. Poin:
caré, in una sus importante Memoria del 1883 (7], aveva posto i peoblema consistente
nel determinare Je condizioni necessaric ¢ sufficienti alle quali deve soddisfare una fun-
aione U, definica sul contorna 92 di un campo limitato 2 di R, perché esista una fun
sone 2-armonica  (ciod parte reale di una funzione diz, e 2, olomorfa in Q) che su 39
coincida con. U, Il problema palesd subito ke sue grandi difficolti, tanto che E. E. Levi,
nel 1910, cost seriveva: Qualr siano le condezions cui devows soddisfare tal: oslon ¢ un pro-
bloma assal aseur, monostate gl sors di parcechi studiosi (4],

Analoghe pessimistiche considerazioni aveva, gia ncl 1905, svolto Tullio Levi-Civi-
ta [8). Tiattavia un giovane matenatico ialisno, Luigi Amoroso, passato:poi agli studi di
Economia Metematica, fusciva nel 1911 u dare una tsposts, anche s non ottimale, al
‘problema in questione (9], Egli dimostrd che la funzions U definita su 92 (supposta

$ens0 di E. E. Levi) & ivi lu traccia di una funaione 2-amonica in £
se e solo s U & sohnione s 3@ di dve cente equazioni differenziali linesri del 30
ordine:

i KU=0, KU=o,

T e
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el pasamet locall 3 30, & di un'equasione ntegro-diferensiale 51 0. Questo im:
portante lavoro di Amoroso & fignorato nells | della reoria
delle funzioni di pit variabili complesse. La questionc venne ripresa, nel 1926, da W.
Wininger che, in una Memoria [10) dedicats & Riemaan nel centenaria della mascia,

maﬁ‘éw‘hmdmmmd&ﬂenmwuh
cmpo @ di R™, deve eysere su @

(@ AW fdey A A =0,
La (2), considerando parametri reali bocali £ ..., 4 1 5u 8@, & equivalente alla

3

T Wirtinger pose il problema di dimostrare che In (2) & sufficiente perché W sia I
traccia su 552 di uma funzione olomorfn in © ed inolure di dedurre da (2) ke condizioni
itte u caraticrizzare la traccia U su 862 della pare reale (funzione s-armonics) di una
funzione di =i, ..., z, olomorfa in 2.

Tale problema veanc affrontato da Severi nel 1931(11]. Egh, supponendo n = 2,
82 C* e Wa ™, riusci 3 dame comples sohuzione. Severi dimostrd dapprima che la
(31 & necessaria ¢ sulficiente perché W sia su 30 |a irsccia di una funsione olomorfa in
4. Risolse, ciot, il problema di Dirichlet per il sistema di Cauchy-Ricmann in @

B

Lt +h—)=o

Successivamente, supponendo | 352 pseudo-convessa, scrisse la (3) al moda

seguente:

) L(U.VI=0, LiU,w=0,

dove W = U + iV (U, V reali) ed Ly ed Ly somo operator differenziall incari reali del

12 ondine in U ¢ Vs 50, Applicando 1 metodo delle paertesidi Poison, el a mo-
solo ddisfatte I (1), cioé ke equazioni gid tro-

m&hmn—é.zd-wi:mmm:l:mhmudlwhum

Fuherioce

Questi importanti risultati di Sever sono, almeno fuori d'Tralin, ignorati nella Jerre-
ratura e non manca chi ha affermao che tratasi di risultuti di non grande rilievo. E
questo un ulterdore <aso di confusione fra Revisitation ¢ Storia. Per, inveee, ben com-
peendere quale fosse il grado di difficolti dei problemi affrontati da Scveri, all'epoca in
cui egli se ne ocoupd, basta rileggere quanto Wirtinger scriveva a proposito di essi, nella




sopra citata Memaria [10]: ... Vielleicbt Batie Riewmann auch die ldeen s Ueberaindion
dieser Schuwierigherter gebobt.

Ndpmoduhl:dugpm mlu.ﬁl.mmnmdlmrﬂmnlﬂqmmkﬂr

nel 1938 dallallora giovanissimo matematico- Enzo Martincli[12] che csesc, sl una
funzione w di » variabili complesse olomerfa in wun campo limitato 2 di 7, il teorema
dells rappeesentazione integeale di Cauchy, mediante Ia traceia di s sulls frontiera (suf.
ficientemente regolare) di 2.

11 teorems di Martinelli venne riscoperto nel 1943 da S. Bndlnu[l!lsdbmg
colto in turei | trartati sulla veoria delle funzioni analitiche di pid variabili
e feurem di Marsinell- Bachner.

A Martinell i debbono anche teoremi di rappresentazins integrale di um funzio-
ne clomerfa in un campo @ mediante i suoi valori su un ciclo di dimensione n 4 /
(=0, ..., — 1) contenito nella frontiera di 2. Risultasi di notevole complessicd ana-
litica ¢ topologics sl quali, probsbilmente, ancors oggi non & stato chitsto tutta quello
che essi possono dare [14].

L'Analisi Matematica, fra be due gucire, cbbe in lalia uno stsaordinasio impulso,
soprattutto per I'opera dif due grandi Maestri: Leonida Tonelli e Mauwro Picone, e di tre
Sciensiati di eceezionale valore: Francesco Tricomi, Renaw Caccioppoli ¢ Luigi Fan-
tappié. Mi limiterd unicamente ad accennare allapers e primi due, dato che ese), spe-
cie il secondo, furono quelli che, assieme a Francesco Severi ¢ ad Antonio
ebbero su di me maggiore influenza.

Leonida Tonelli &, » buoa diritto, considesato lnlzatore dell'era moderna del Cal-
colo delle Variaziont. Egl, infarti, studi i problemi variszionali usando il metode diret-
1o, che consiste nelia dimostrazione delesistenza del minimo o del massimo di un fun-
sionale con procedimento diretto, sciz passare attraverso Tequasione di Eulero del
funzionale ed, ans, fomendo per tale vin un tevrema di esistenza di una soluzione di
cass, six pure intesa in un senso generalizzato. Lidea del metodo diretto non era nuo-
va. Essa risale a Riemann che, ermoncamente, éveva ritenuto di dimostrase, per tal via,
Pesistenza della soluzione del problema di Dirichler per le funzioni armaniche. Sono
Ben note le critiche mosse da Weierstrass al procedimento di Riemann, le successive
obiczioni di Hadamard ¢ di ale, gl sforsd apyeezzabil, ion infrutiusi, & Cesare Aracli
pet conseguire il risultato enunciaw da Riemann ed, infine, la prima rigarosa dimostra-
rione dovuta a David Hilber:, nel 1900, dellesistenza del minimo dell'imtegrale di Diri-
chlet, relativo ad o campo limitazo 2 di R, nella classe delle funsion che assumoao su
38 valori prescrisi, All ricerea di Hilbert seguirono quelle di Lebesgoe, di Fubin e di
Beppo Levi, sivolte a dimostrare V'esistenza del minimo per integral pin generali di
quello di Dirichlet, aventi come eulerisna wn'equazione lnews di tpo ellitico
{ehr- {17 per In Bibliografial

Tonelli inizid, & pantire dal 1911, uno swudio degli integrali del turo generali del
Callcolo delle Vasiazioni, sia in forma parametrica che in forma ordinaria, dipendenti da

T
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Sunsioni di uns vasisbile resle. Il suo scopo ern quello di fornice per siffami funrionali
an teoremm generale, analogn 8 quello di Weierstrass pes le funsioni contie di  va-
mmmmlwumuumumm&w La

da Tonelli era quells uniforme delle funziot da cui dipendeva
1mmmﬁmmumukvmmm.nmm.m
st convergenza sono una classe awai ristets; per csempio, pesché i classico

Inegrale
(5 [ st
4

4 = tntervallo limitato dell'ssse x) sia contimuo nella convergenza anzideta, la / (in op-
portune ipoted di regolarith) deve essere funzione lincarc di u* (13, p. 349). Tottavia,
R Baire aveva asservato che, per Pesistenza del minimo (del missimo) di una funzione
it variabili eali in un compatto K di R, basta che la /sia, soltanto, semicontinua infe-
rlormente {superiarmente) In K. Tonelli si dedicd, allora, alla ricerca delle condisioni
che sssicurano la semicontinith iferiore degh integrali del Caleolo delle Variazion,
quali ad esempio (5), nionché di quelle che forniscono Tesistenza del minimo. Tali con-
disioni, a parte ultetiori proprieta qualitative, sono; per quanto riguarda Pintegrale (5),
Ie seguenti[15, p. 192):

1) flxym,n ') & convessn tispeiwo od u';

2 E Lix,

=+

')
t

3) la classe di funzioni X in cui s ricerca il minimo & completa, con ovvia signifi-
cato da dare & questo aggettivo.

La condizione 2) & verificala se fiesce

i6) frwuizale’ ', @>0, a>d
Scgue allora che, sc {u,} & una successione minimizante, s ha
@ IEu'E"'dx:L.

mnw.,a.ma..mdn . imsieme 4 quakhe condisione che assicura
hmma.n.r. Yind, dnbum pal.mﬂum-dm. llsistena del
conclusione si

A'come un campo limitato del piane ;, ;; & come funzione del punto x & (x, xy '
came il vettore (u,,, 5, ); dx = dx;dx; c (5) come un integrale doppio, #cguitano u sussi-
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steve i sultut fondati sa 1), 2), 3), ma ess s rivelano insufficicnt & risolvere i peoblemi
pi classic € pii semyplici del Calcolo delle Variazioni per gl integrali doppi. Ad esem-
pio, se § considera lintegrale di Dirichler

Jlut P =J("}'ﬂ','w'
i

& soddisfatta la (6) conc; = 1, @ = 1, mala (7) (con @ = 1) non basta ad assicurare ln
compattezzi risperto alla converpenza uniforme, impiegata da Tonelli, di una sucressio-
ne.mhmmm anche se {|u, |} riesee equilimitat in 4.
e difficolth per gl integrali i venne, al pincipio degli anni *40, superata d
(e B. Morrey (1], 17), il quale ricostmi I teoria di Tonell, abbandonando perd la
uniforme e <on I debole in una spazia di Sobolev,
mew.thmmM&hhmvmmmin
peendere il suo cammino, ma ben presto Linteresse i spost dai problemi di ¢sisienza
del minimo a quello celativo alle propricti di regolarita delle funzioni minimizzanti o, in
generale, dele eatremali (soluzioni dell'equizione di Eulero relativa al funzionale), fno
4 culminare, nel 1957, ncl grande risultazo di Ennio De Giorgi [18], il quale, dando ri-
sposta ad un problema posto da Hilbert nel 1900, dimostrd che lintegrale (5), conside-
rat0 in ", ba analitiche le sue estremali sc {(x, u, '}, sltve & soddisfare ke fpotcsi tipi-
che per gl integrali multipli regolari del Calcolo delle Variazioni, & funzine snalitica di

et | suoi
Mauro

argomenti.
Picone, artigliere duranic i conflito del '15-'18, aveva avuro affidaro, dal
Comando dell‘sniglieria italiana, il compito di correggere le veechie tavole di tiro, cbe
non prevedevano l'mpiego del grossi calibei nei grandi dislivelli alpini. Egli assolse
egregiamentc questa incombengs, tanto che la sua operd, determiname per il successo
dell'artglieria italisna in quel conflito, & ricordata in uns lapide, apposta nel 1978 nella
Scucla d'Artiglieria a Torino, nel giomo del primo anniversario della sua morse.
Ma F'esperienza bellica cbbe anche un decisivo impatto nclla mentalith matematica
di Picane, portandsle ad attribuire un nuovo ¢ pitt profondo significato alla frases riol-
venc un problema. relstiva alle equaion diferonziali. Con cib el intendeva, non solo il
imento del teorema. di csistensa e di unicind, ma istinzione di rigorosi metodi
per il caleolo numerico della soluzione incopnita. E daltra parte questo punto di vista si
andava, indipendentemente, affermando anche all estera con 'opera di diversi cminen-
i analisti. Ma fu Picone il primo a concepire I'dea di un «lstituto per le Applicazioni
del Calcolow che fosse un laboratorio, dave a streto contatto con Je Scicnzc applicate, |
suol punti dli vista potessero trovare attuazione mediante lo studio dei grandi problemi,
post dala Fisica ¢ dlla Tecnia.

Le sue idee, ici . s non addi-
dlid, presso quasi tutti i linni del su0 tempo. Ma Picone, con in-
credibile perseveranza, portd avanti il suo programma, nu:mxdulfwd;re,nd 1927,

mhm&n&l&hﬂhn&flhmidNﬂpoﬁ il tanto vagheggiato Istituo




e

per ke Appl i del Caleolo, il pei el monde, 11 i non. e, fut:
tada, stk . fori da una Benca. Passao Picco  Roma el 1932, gl T

citth'c,visce Je he, sotto ba sua dluminata guids,
{evewa gih dato, diveane un Tstituo del Consiglio Nazionale delle Ricerche, con il norae
di fitato Nazionale per le Applicazions del Calcolo, sssumgendo n bicve tempo ad wno

G el 1939 e siserve sule noove ldczd:l‘mmmmmplmudmeod@

dtquciuszmﬁ 8 programma che Picome i propese i da principio, wmb

quesio Istitito, & stato magistralmerte wolto. Dekbo di cit dare ati al nostrs ansico ¢ colle-
hmmmmﬁmmmmbmmm
.

‘Ma il maggjore riconosclmento che 'opers di Picone ebbe; fu quello che ¢gh oten-
e, in campo fatcrnaionale, nel 1951, allorché ltaia venne prescelta quale sede per
i Ceattro Intenazionale di Calcolo, propettato dall'Unesco. Eruns allors in lizzs, per
ester designate in questa. sceks, akia, TOlands ¢ In Svirzers, sedi dei tre maggiori
Cenuri di ook llora cistent i Europs. L Unesco derte incarico a). von Neumasn

unh praposta per b scelta finale. Goldstine fece invitare, per 'estate del 1951, i tre die
reor dei predeiti Centr, Mauro Picone, Jan Van der Corpust, Educd Suiefel, presso.
Vlstituto di Analisi Numerica dell Universich di California, in Los Angeles, onde potes-
sero, in una serie di scminarf, espore i risultati acquisi ed | programmi di ricerca dei
dspertivi oituti.

Picone, n cavsa delfct g avanzats, della difficott di parors ¢ comprendere -

mmumle:munln?] Mmmbwmdlmﬂmﬂwm
Plstitoto di Caleolo italiano fin dalla sus fondazione. Un impegno che mi costd non be-
wMLMM&mmhthr:mmmﬂ-LmAmd:mdelmﬁ
cherb mai il tremendo stress al quale f
mancnza in quella citt., VuudqupulcShdanmdwm{m miet ottimi amici, cruno
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insigni mutematic, il primo specialista di teorin dei numeri < di veorie usintotiche, i se-
condo di topologia. Ma erano analisti numerici i troppo fresca data per poter compe-
tere con il grande flusso di pensicro che, in quesio campo, Pione ¢ a sua Scuola porta-
vano svanti da akmeno trent’snni. Alla fine di quel trimestre, nell'ottobee 1951, Goldsti-
ne presentava all'Unesco un tapparto che progoneva Italis come sede del Centro In-
temazionale i Calcolo e che diceva, fra Usltvo: I fisici ed 1 matemsatics ialisrn somo ceta-
e o § wriglior del nowdo; Vattivitd del Centro internazionale sar grandemente stimo:

mmwamﬁdm=mmm&awm&_u

0. camponiato.

L'Ttalia, in seguito al rapporto di Goldstine, venne sccha dall Unesco come sede per
v Gentro di Calodo. Fu un autentico scesso pee la Matematica ialians ¢ pes
vificuts g sborai di chi.tanto s era sdoperio per In sux creazions a Tralla & deluse e
sperunze, che in eso erano state riposte, per un'uhieriore creseita scientifica del nostre
Paese.

Ma di cid non ¢ il caso di padare oggi. Torniamo, invece, all'opera scientifica di
Picone.

Empmmfemn:ime,?n i mokeplici metodi che egli propase per la soluzione

problems particolare, A tal finc si consideri, nel campo limétato 12 di R? con frontiera
30 sbbastunza regolare, i problema di Dirichler per lequasione a coefficienti
reali

,u)%]nmn =fix}, inQ,

su 30

o () = g ) €y (x) 4,4, > 0 pes ognix e T, J.-H,. LA aRYclx) 20;
y(x) e elx), flx) € gix) 3000 funzioni cnte regolari.
Si ponga

B, o) = j[.,éi"— % mm]
b W P
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Al probleesa (8), sc & g(x) = 0, pub associarsi istena diinfink
i integrali

(s B, o) = [ fods,
P
‘el nécessariamente deve soddicfare Tincognita u; b & un'arbitraria funziche, shbastan-

28 regolare, null s 39 S nvece flx) = 0, d 8) i ssoci il scguete sisma di infi-
e equarioni invegral
t10) Blu,u) = [ gliwda,

"
ove w ¢ un'arbitraria sohione dell'equazione E(w) = 0 ed & Liw) = a,v, (3w [ 3)
(¥ = versore normake cstemeo 8 52Q).

Se {1} € {1 } s0m0 due sistemni che podona i oppartune propriet di complesez-
ﬁﬂl:[lﬂ]@mhmnwmmmmmm*hirﬂu

Bloo.r) = [focde, By, ) = [
d 4

2i quali Picone richiedeva il caleolo delle soluzion 2 ed a; del problema (8), rispettiva-
mente nei <usi {3 0 ¢ g = 0. Altro sisterna di equazion integrali, connesso l problema
seguente

@he i
(1) Jabte) +.! oliu)da = [fods +J3L(u)a
d Fi

dove, ora, v & una funzionc arbitraria sufficienterente regolare. Anche (11} dil luogo
ad un sissema di Fischer-Riesz, cui Picone richiedeva il calcolo numerico di u in @ e di
Lia) o0 80. 5i era negl anni '30 quando Pione: proponcva ussti metodi/di-cales-
Io[20]. Le suc idec i intrecciavano con quelle che Sobolev in Russia & Friedrichs in
Genmiiia, spati da Elosobe diverse da quelle di Picobe, portavano wntl i quegli an-
ni. Questi Autori impiegavano le (9) per definire una saluziome defole del problema (8)
{g = 0), del quale non ricercavano il cakolo della soluzione, ma, piuttosto, la dimestra-
Zione di un teorema di esistenza e unicita. La (1), mmdampuﬁuﬁmnmmp
porto in 9, veriva impicgua da Caccioppoli[21] ¢, comemporanemente, da Sobo-
lev(22) per definire una soluxione generalizzata dell'equazione Eu = f(*). Essi, stahi-
Jendo il prototipo dei feomw’ di egolarizzazione, provavan che una soluzione gener

b ins sokezone i senso i, Tl risess, tscopert ocl 1940 da Wepl[23]
lpecE = 4;), & oggi noto coine Lenmmia di Wepl. 1 Weyl dizaostrava inoltre che la s, so-
laziome: delle equazioni (9) e rlla su 30, & la. proiezione ortogonale di una qualsiasi

(21 - effesti, Coccloppoli sssumeva = A e Sobolev E = a3
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funzione U, tale che E(U) =7, sulla varieth V delle funzioni mlle su 302, nello spario di
Hifbert H'munito dol prodotta sealare (w1} [23]. Ll commplemento ortogomale W di V' in
tale spazio & quello di tute le soluzioni dellequarione E(ee) = 0. Pertanto la (10) defi
nisce In proiczione ortogonale su W di una qualsiast funzione di # che su 32 coineide
‘con g. Fra gli anni '40 ¢ gl anni '50, i duc metodi fondati su (9) ¢ 5u (10) ¢ ke loro esten-
o, segnkeono gl Indirisal sbmraverso't quall o evilopee i testia el problessd al o
tomo per le equazioni di tipo clitico. Friedrichs, Soboley e, succestvamente, G-
ding, con le sispettive Scuole, seguirono In via indicata dalle (9). Picone, Bergman,
Schiffer od i loro collaboratori quella che derivava dalle (10). Per quanto rigaarda le
{11}, fu molo notevole, a metd degli anni "40, una serie di risultati di Luigi Amerio che,
dimosirando Iequivalenza delle equazioni (11) con il problema (7}, in un contesto pio
gmuleduuﬂ:-dumecummld lerato, pervenne a dimostrare i primi generali teare-

& repolurtiatione anche sl condone Pt b solimiont genesilirate’ delle edguasion!
Mrm.i ellistiche [24], [25], [26].

La grande tradizione itliana pel campo della Teoris Matematica dell'Elasticith eb-
be in Antonio Signorini un suo insigne continuatore. Non patlerd qu, ors, del contri-
buio che egli diede, fra i pamissimi, ol sorgere ed all affermarsi della Teorin non lincare
dell'Elasticith, ma desidero ricordare un importante capitolo della Fisics Matematica ¢
&Im&]mmmmhmamﬁmmimﬂ

Ndmmm!dﬁllmnnudummpumnpaﬂgm&dnﬁ(ﬁn«‘lhhlm
1), dato che non ¢ possibile precisare ¢ prior le parti del contorno dove vale un tipo di
condizioni; appogaio del solido sulla superficie, o i tipo alternativo: distacco del solido
dalla supecficie. Signotini Jo chiamd: probiene con anshigne condiziont al contorno. La
prima formulazione, da parte di Signorini, di questo tipo di problemi risale al 1933 [27].
Quella definitiva al 1959, in un magisirale corso di lezioni da Il tenito presso 'stinuio
di Alrs Matematica [28].

‘Spero di essere riuscito a tracclare un quadro sufficientemente anipio e completo di
quegh asperti della Matematica itakisna che maggiormenic ispirarono i coniributi scien-
wifici da me dati, durante mezzo secolo di muivits. di riceren.

Ancorché molti argomenti siuno sirettamente connessi gli uni agh aleri, una divisio-
ne fra i vart caiioli della mia attivita di ricerca pud essere cosl preseniats:

1} Teoris Matenvatica deli'Elasticita.

I o fnteressc in questo campo rissle alla fine degli anni 40, allorché, estendendo i
metod: di Picone, specie quelifondati su equariani qual (9) ¢ (10), attaceai i probleani
classici della Starica Elastica, riuscendo a dare per I prima volta i tearema di esisienza
per [l cosiddtta problerna misto [29), 1301,

T epoca molto posteriore fui severamente impegnato. nelle ricerche connesse al
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problema di Signorint, ol quale o prima sccennato. Per esso iusell a dimostrare nel
1963 [31, [32] i teoremi di esistenza ¢ di unicit, dando inizic alla teoria delle cosiddet-
e digualianze vorfazionali ([33 p. 307], [34 p. 262], [35 p. 1151). Di essa si somo, suc-
cessivamente, oceupati Aumerosissimi studiosi ed & solo da rammaricare che akuni fra
blumnmommm-mmnummwhm:ﬁmmmdi
essere ricercator] valenti.
Altri srgomenti della Teoria dellElasticiti, che hanno costituito per me atraenti
umdmum sano stati lu teoria della propagazione delle onde in un mezzo elasti-
cal36, I di un tcorema di massi dulo [37), il problema di Saint-
vmasﬂsvl.:pmbmadmpm(ml,ﬂumaammmd.m
re ispirato importanti luvori alla mia allieva Caterina Cassisa [41] od allillustre collega.
ed amico carissimo Waker Hayman (42].

Recentemente mi sona sccupsto dei materiali clastici con memoria, stimolato 3

questo

soprattuteo Fincento di dare forma matematica sccettabile:al cosiddetto fenomeno dells
«Fading Memorys [43), [44), [45), [461. 1 panti di visca, da me partasi avani n queste
riceiche, hanno ariginato uns «Tavola rotondas, organizzata da Giuscppe Griol, pres-
50 l'Aceademia dei Lincei, nel 1986. Ad essa parteciparono diversi fra | maggioni Fisci
‘matcmatici jealiani [47]

2) Equazion alle derivate parsals ¢ Teoria- dell Approsimazions.

Questi studl, in gran parte connessi con’ quelli di Teoria dell'Elasricits, mi hanno
portito ad essere fra i primissimi 4 sistematicamente impiegare 'Analiel Funzionale,
o solo nellindagine csistensiale dei problemi al contorno per equazioni alle derivate
parinl, ma anche nei problem di calcolo delle solusioni o, il in penceale, i approssi-
mdﬂﬂzﬁmﬂnﬂl(‘!}.(ﬁ],[’ﬁ] 15111521, [33], Desidero ricordare i miei lavor,
i sull argomento, sul metodo di dialitd nella teatia dei problemi al contoe:
noLHi 155p. 7511, [56p. 2l9]ehmmmbew|lrmhm=|hﬂhn—plﬂhe
liche del 2* ordine [57], (58}, (591, [60], [61 p. 1991, che drettero luogo alls, per
ziosa, collaborazione con I Prof. Olgs Oleinik della Universita di Mosca [62]. Umw!
Iaborszione inizista da olire trent'anni ¢ che & continuata nel tempo, malgrado le diffi
ﬂﬂwhmtwmnmmwktmmp&;ﬂtw
senti, fino ad un recente passato, nei nostri rispertivi
Umdedxmuw-hnmmmdn?mmk da me impicgat ella
teoria delle equazioni alle et approssima-
zione, & stata la Teoria del Potenziale, considerata nell’ambito dell'integrazione secon-
do Lebesgue ¢ dells teoria della misura [63), [29]. Spesso mi sono trovato nella situa-
zione di davere estendere, in questo piis ampio contesto, diversi dei dassici risubati di
‘quells teorial6dp. 113).




3) Calcols deght autoalors.

£ questo un peoblema che mi ha appessionato fin dai temgi nei quali lvoravo nell L
stiwto di Caleolo di Picone. A cantatto quotidians con teenici ed ingegrieri, mi ero reso.
conto dellinteresse centrale che questo problema riveste per le spplicaziond. Ed era vi-
vo il mio cruecio nel constatase che, mentre il classico metodo di Raylelgh-Ritz riusciva
w dare, vei problemi pils classici ¢ pil impostant, un'spprossimuzione per ececeo, ben
poco si sapeva per quanto concerneva quella per difersn.

Allo stwdio di questo problema mi sano sissematicomente dedicato . partire dal
1964. Lidea disetrice, nell'affrontare 1 problems del cakeolo degli autovidod, era
cquelln chi mi venvi da quanto, Pagezzo, #vevo scolato da uns dei miri Maestr, Fran-
cesco Severi: «Quands studiate an problema, se volete rapidamsente oricwtan, iz prima co-
st ché dovese fare & determinare i gruppo i ampio di trasformazioni vispetio al quale il
problersa & inverianies.

Can questo in mente ¢ dopo aver limitata In classe di operatori da studiare & quella
couituits da operatori dotati di un inverso compatio ¢ pasiivo, cliske certamente parti-
colute; m. che contiéae ussi uiti § probler i sutovalori che si incontrancs nclla Fisics:
Matcmatica classica ¢ nella Scicnra delle Costruzion, potci stabilire che il gruppo, di
cul parlava Severi, era il gruppo unitario in una spaio di Hilbert. Considerai allosa. gli
surovaloi, del generion operatore da me studinto, come wn sitena completo dl fmarian.
# delfopermore steszo rispatto al gruppo uniario, ciot un sistema complcto i ime-

At crtognnali, ¢ tul chiesd 3¢ nod Soiis: possibie detérminure uh divesio Sistensd di i
varianti ortogonuli, esplicitemente calcolabils, dal quale poi dedurre il caloolo del primo.
sistema i invarianti, ciot: deghi susovalori, Potci in ticerche, dumeawumpum
a termine quésto peogramina (65, [66]. 1 risultati da me ottenti nan
rati nedla letteratura intemazionale [67 p. 357], (68 p. 322, [69 p- 118], ['mp s 1
mesodi siluppati condusero u omencrs teoremi di srattura e gl opertor di m
relativi aghl opesatosi diffecenziali considerati ed
5 froria dei sisscns t e lindar alls deihivts parskl b tpoelifdn, wgo
questi punti di vista ancora suscctdbli di assai ampt ed interessanti sviluppi

CGonnesso al caleslo degii sutovalori @ quello; sncora pin difficile, consisteste inel
cﬂmhddkrhpﬂdamhﬂmimﬂ: I.ﬂmld.wdlqumpmhlemhnn

{isvariziesa

qnglhr&:mhudmnmd:ﬂ:mm—hrd:mmmﬂahn Una roto-omote:
tia ¢ il prodatto di una trasformarione unitaria per una omotetia. Orrenito wn sistema
i invarianti roto-omodetici (esplicitamente calcolabili, bo potuto dare metod di caleolo
e e sopra menzionate molicplicita [71]. Lapplicazione pis intercssante & stai quella
relativa al ealeolo dei numeri di Betti di una varictd riemanniana, quando come adati s
assumano un ariante della varieth ed i relativi omeomerfiont df passaggio (721, [731. Gib &
‘possibiles in virts del elassico teorema di Hodge, che permetic di consderare i numeri
di Betti come molteplicita geomeriche dell'wutovalore mullo degli operator di Laplace-
‘Beltrami, relativi alle forme esterne.
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Di grande interesse 5000 state per me le applicazioni numeriche dei metodi, cui ho
accennato; al calcolo degli autovalosi di problemi coneret, nei quali quei metodi hanno
dimostrato tutta la loro potenza. Mi & gradito ricardare i risultati ottenuti in collabora-
sione con Maria A. Sneider [74], [75] ¢ con aliri [76]; Voglio anche ricardare quelli eo-

i valoeosa ll

colo, Iiso ouimale di un computer.
4) Calcolo dele variaziom.

Allocehé, fra il 1959 ed il 1963, seodiavo il problema di Sigaorial, mi resi conto che
per Vindagine di css0 bisognava estendese in una ben determinata direzione § teoremi
i semicontinuita per gl insegrali multipli del calcolo delle variazioni di Tonelli ¢ di C.
B. Morrey. Questa estensione venne conseguita in (321, (78], [79]. T risultati da me ot
tenuti furono poi ripresi da diversi Awtori (80], (81, [82). Sarcbbe interessante con-
frontare | miei teoremi con quelli successivamente: ottenut da J. Ball B3],

Y Amalii commplessi ¢ forme differenciali exterme:

Questo campo della Materatica ha sempre escrcitato su di me grande stzattiva.
Nell Asno Accademico 1956:57 seguivo, allTsituto di Alta Matematica @ Rema, il cor-
30 che Fi i dedicava alle funzioni analitiche di pit variabili complesse: 'ul-
{imo che egh tenne! Ancorché Severi fosse gil avasiti negli anni ed, ormai, di malferma
‘salute, quel corso aveva tutt i caratteri della genislih che caratterizzd la figura scientifi-
ca di quel grande matematico. Fra i problemi che e pose, vi fu quello di estendere i
S0 antico Fisultato, carattesizante la traceia W' sulla frontieta. di un campo £ di una
funzione analitica w di n varishili complesse, abbandonando le ipotesi di analiticita da
Jui assunte per W e pec 3£2. Mi occupai subito di questo problema ¢ riuscii & fsoherlo
dopo akcuni mesi di ricerche. Esposi, can grunde soddisfarione di Seved, | micl risultari
in un seminario che egli mi invitd  tenere nell'smbito del suo corso. Avevo dimostrat
che, anche nefle ipotesi assai generali da me assunte, ln traccia W su 32 di una funzione
w(z.,..v,'r.)oiomr&ingéw-mm‘nnaﬂl(b.mmwummdusuw‘jkuu
iposesi di differcnziabilith, doveni scrivere b (2) in frma debale, cid che rese piuttosto

la dimostrazione del teorems [84]. Qccorre dite che, fuori d'lialia, questo
sisultato e quello precedenre di Severi vengono, per un malimeso, stwbuiti &
§. Bochner, che mai si & occupata i tale problema [85].

Mol aliri asgomenti della teoria delle fungioni di pii varishili complesse hanso at-

tratto la mia wtenzione [86), (87], (88, [89), (901, (911, [92], [931, [94]. Di essi non




tempo, sano impicgati nella Teoria delle fungioni wnalitiche di pii variabil complésse.
Anche se, abbastanzn recentemente, qualche Autore ba affermato che, in quell teoris,
i metodi della <hard analysisw dovrebbero tomare ad avere il sopravvento su quell di
caratiere-algebrico topologico (95 p, V1.

Per sudiare § problemi connessi con le funsion analitiche di pit variabili complesse:
o, ovviamente, impéegata anche la Teoris delle forme diffcrenziah esteme. £ questa
una teoria per I quabe, « differenza di tanti mici Colleghi analisti, ho sempre avuto uns
wmordinaria predilezione. Noa e cososcevo lesistenza fino ol 1943,

Nel 1944 €ro nel carcere di Tetamo, dove i nasi-fascisti mi avevano rinchingo per-
<he. dopo lo sbandammento delleseri alano (i apprencyo come alevs e
Iel, 1943, avevo disatteso  bando di richiama ol
e armi promulgato da Mussofini dopo La fondazione della repubblica di Salo. Avevo in-
vece tentaro, nelliaverno del 44,

lin. Carruraro dai Tedeschi, ero stato condannato a morte, da n tribunale militare nazi.
fascista, per ediserzione in tempo di guecras ¢ tadotto in quel earcere in attesa di esc-
cuzione della sentenza. Vi rimasi dal marzo ai primi di giugno del 1944, fine « guando
gl Alleati ruppera il fronte, costringendo i Tedeschi sd una peecipitosa riticata. Mi tra:
scinarono con Jora versa il nard. Quakche mese dopo, a Verons, riuscii d cvadere, alls
vigilia di essere trusferito in Germasia. Orbene, negh allucinanti giorni vissuti a Teramo
in una cella, per pan cedere u disperatt pensieri, mi concentrava su questiond di Mate-
matica. Prima della mia partenza per andare sotto le armi (1I1L1943), avevo avuto oc-
casione di leggere L funosa Mesuoria di Enrico Best, dove, per la peima vola, vengono
definiti quei numeri {i mumeri di Beril) che indicano gl ordini di conpessiane topolog-
e, dellc varie dimensioni, di un complesso n-dimensionale. Null'akro sapevo di Topo-
logia combinatoria e delle tematiche connesse, Cercavo allora di detcensinare  quali
problemi i integrazionc di sistemi differenziali alle derivate pussial quei numen potes.
sco exsere collegati, in analogia & quanto avvicne nella dimensione 1 (connessione li-
neise). Mi ero cosl costrin, pee mio conto, uma ol rdimentale teora delle foc.

: che. awuta in dono dal Cappella-

o del carcere.
Rientrato s Roma nel 1943 ed esposta la mia teoria ad Enzo Martinelli, questi, dopo
avermi wscoltato con melto affeuo ¢ benevolenza, mi infarmb, con delicaterzs, che le
ose cui #0 aveva pensato erna hen note ¢ mi consiglid di lkegaere ls celobee Manogra:
fin di Elia Cartan, aggiungendo, inolire, che i problemi che o avevo tentato di clabors.
rc crano gih stati posti dallo stesss Cartan ed esaurientemente studiati da Georges de
Rham. Non mi dolsi di cio, ansi, ne fui lieto: le mie idee erano giuste «, dopotutte; la
Matematica mi aveva siutato a superwre tre mesi fra i pio difficili della mia vita!
Questi ricondi possona spicgare perché per quella teoria io senta un affeto partico:
lare ¢ fra le mie ricerche io abbia particolare predilezione per quelle, porate avanti
malt anni dopo e rimasie putioppo quas ignorate, nelle quai, usando § pricipt &
dualits dell Analisi funzionale, riesco & determinare le formule di smaggiorazione 1
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peioris, relative all forme csterne, alle quali sono equivalenti i teotemi di esistenza di
de Rham e di Hodpe [96], (57).

‘Non ho mancato di consigliare s mied allievi o studio della Teoria delle forme dif-
ferenzial esternie ¢ divers di loro nie hanno fatso buon uso. Voglio qui ricordare e isa-
portanti ricerche di Maria Pia Colaurti (98] ¢ di Luciano De Vito (991, [100), nelle quali
quella teoria ha un ruclo essenziale

Connesso alls Teoria delle funzioni di uns varisbile complessa, nellinditizzo dei
grundi matematici georgiani N, 1. Muskhelishvli ¢ 1. N, Vekua, & un mio lavoro, relati-
o alle equazioni liveari ellittiche di oedine superiore nel pianc, nel quale estendo ad
equazioni di ordine 24 il concetto di potewisle di sevplice strato (101]. Questo lavoro
i avuto un inamcso successo, dato che oggl viene considerato il punto di panenza

per ke ricerche i Analisi Numserica. fondate sui cosiddett. bosondary inicral thods
(wzmos] 1 miei smd in questo campo sono stati proseguit dal mio allievo Paoko
Emilio Ricci [104]. Altze estensiont, ad ampio raggio, sta cercand di ottencre un wlico
mio giovane allievo, Alberto Ciaklea, che si propone, non solo Vestensione del mic me-
todi g spazi R°, ma Ju costruzione di una teoria, s arbitrarie varieth differenziabli
di equasioni relative 1d opesatori pscudo-differenziali, nefle qual le incognite ed |
mmumwﬂuméﬂtﬂmd:miﬂnmmewm
denti, £ un programma assai suggestive, specie se esso riuscirh a comprendere vrictd
anche non computte. Gli interessanti risultati, gt owenuni da Cildea 105, 1166
11071, 1108], lasciano ben sperare per un sup sssuiente espletamento.

di parbarc di diverse mic alre ricerche relative alla Tearia della Misura &
dell Tntegrale, all'Analisi Numerica, alla Storix della Matematica. Voglio solo sggiunge-
re che la mi artivith di ricerca & staia sempec intimamente connesss & quella di docen-
te, Ia quale ultima, ritengo di poter affermare, & andata ben olire le lezioni ufficiali te-
nute in un'suls.

“Tutto cid dura da oltre cinguant'snni. Un periodo che, malgrado tante avverse vi-
cissitudini, ¢ stato per me straordinarismente bello, ma che ora mi appare brovisimo,
cosi vivi € presenti sono nel mio spirita ¢ nel mio ricordo gl avveniment vissn, le per-
mﬂmmm.kmmckww,irﬂuhmmmm&-ehmduw
allievi

Edmdu,p:rt‘mmgjumx,ump-rwa‘m‘pﬁmmd:hmuniv'n.iriéwnlmn
per sexnpse, quella del mia inscgramento ufficinle, quasi con swpore mi viea fatto di
pensare

it & ubito sena.
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