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Movimenti minimizzanti (**)
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Minimizing Movements

Demobuzione

 Nello srudio i problemi di evolusione di tipo varssionale, dels forma

(B8 altr=—Ffule) w0} =g,

nﬁmnkfdeﬂm;nmwndlﬂnﬂﬂmm:wﬁnnml*puuhﬁ

e soluzion] tempo-

wlrt>ﬂtdndﬁnﬁ=mmmﬂmmﬂdm:z.(ﬂmendunlﬂ! g sce-

gliendo x, Lk + 1) wa i minimi di

@ yefir)+ 2oty —n bl

al yariare di y in H. In s trowa che ke funoni w, (11 /1) conver-
oo uniformemente alla nhmdel‘-q-mul.dmumwdm

mﬁf@m&piwéMNdmmﬁhﬂm(ﬂp&

(*) Indirizzn dellAutore: L. Mat, Appl. «U. Dinke, Via Honanna 25 Bis, 56100 Pha.
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funzioni convesse il in generale per gl operstor massimal manotoni. Un procedi
mento simile di minimizzazione in temps successivi & anche usato da Marino, Saccon ¢
Tosques in [21] per costruire curve di massima pendenza di funzioni definite in spazi
tmetsicl.

Ispirata anche da un recente favoro di Almgren Taslor-Wang (1] dedicato all volu-
zone di frontiere secondo la curvarurs media, De Giorgl ha proposto in [8] un metodo
genesale da lui chiamato metods dei movimenti minimizzint, che unifica diversi proble-
mi legati ol calcolo delle variazioni, le equazioni alle derivate porgial, s teoria peome-
trica dells misura. L'iden ¢ quella i chismare movirmento. minimizzante ogni limite
puotue:di una successione w, (1 /7)) cosruita minimizzando ncorsivamente un op-

Epumﬁwuwmufmaenmdemm
risultafi interessanti anche al di foeri di equazioni di tipo variszionale ¢ con
funzionali da minimizzare diversi da quello considerato in (2) {vedi gh Esempi 2.2 ¢
23 Ndhuulbddhvm[llvdmmhechr.p\nmdn-hmpnﬂ-d:w
da minimizzare & una perturbazione col qua:

s
m.mmmhmwmm&unakﬁmm
sviluppando uns

movimento

e A R ey e
mmwmummwam trxtandorl caso dell

le paranisce unicith

funzioni convesse.
della sobuzione.di
Wie -Fulr), w0 =w, u ssolummente continua in [0, +%)
e fort stime i convergenza di u, (¢ 7]} 0 ule). mac-mc-pwq. riprendendo |=
tecniche swiluppate in [21], daremo alcuni toremi di convergenza ¢ regolurith validi
spani metici asbitrori.
Ml terzo capitolo vedsemmo invece un'spplcasione del metodo dei movimern mini-

perfic di codimensione 1, sfruttando Iidentificazione di queste con bozdi di fnsiean, &
stata dita in 1] una nozone debole di evoluions per curvatura media che ficntra nel
quadro generale dei moviment minimizeansi,

1. - MOVBINT! MIMIMIZZANTE: DIFINIZION] £D £sEM#t ¢ Y.
Dermmions Sia § uno spazio. tapologico ¢
Fid ke whil, +®) X NxSx SR
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one, Dato s, & §, diremo che a:[0, + ) = & un movimento rintmianie
x a o con dato iniziale w, ¢ scriveremo & & M, 5, sg), se esistono funzioni
) tali che i (0F = s &

per ogni & cd ogni 4 <i ba che 1k + 1) miniizza 1 funzionale

pes FA ko, i kD)

diyin$;

(2) per ogni £ 2 0, ay((As)) = sle) in § per A—s 4=
'ﬁmﬂl‘mm&dﬁmu&mmpﬁﬁunmm&mﬁmh-
tmmm*qmwmdﬁﬂ:umm-mw

wylt= (i) VA>1, 620,
‘poi adotterenme seny'skro quesia convensione, gravie alla qule e funioni
1o costant a tratsi, con discontinuit
dgﬁp’un!'.ppn:mu-ﬁ-Amﬂa:s.u.)dmm-qm;uwlwﬂr}w
t

globale. Semplici variant della Definizione 1.1 consentona di considecare

“definite s tuito R o su un fssato imcecvallo [z, 5] di R tvedi la definirions di

Giorgi ed i Remark 16 in (8]).

“esempio canonico di movimento minimizzante & il seguentet '
|

mo 11: Sia § = K", £-K* = R lipschitziana ¢ di classe C% Poniamo.
v 2)i= ) + Ao - wl
ﬂhmml'ﬁ!.m!émhdﬁmddmim

w0y = = V(o)) w(0) =y
Per il momento non gustil I affermazioni fatie d |
i joa euristica, do il ruolo dellc ipo-

I)Dmdu,’huuuu:iudﬁﬂlbmdlhanimﬂpmbhm
2 _n:l,:-rmn%h—ul'
ha soluzione, pon necessariamente unica, per ogni & & R
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Dalla: minimalica di u, (k + 1) seaviamo
(1.3 Vflugk + 1) + Ao (b + 1) = () = 0,
&qmmkﬂwll’mmmiammmbm
Alary (30 4 1) = sy () = = Ffloy (B +-1)) .
Ponendo uheriormente 4 =r~" con 1 < | abblamo

At + ::1 Sl i
che pud esiere penuta come un'approssimazione della (1.1)

1 numero A ha quindi 3 roolo dellinvenso del passo di diseretizzazione tem-
porale .

2) Unmmrm}mé&h(lilrkﬂwﬂ& hplfhmn.h dlfénn-
2 pri

trisgolae oticniamo

At + 1) = m,(0)] < kLipUf)
quindi
las(far) + 1 = wi(0)] = e Liptf),
. pec ogni T > 0 fissato, se s (0) varia in un insicme limitata allors , {7)

particolare,
per A2 1 e iel0, T) varia in un insieme limitato.

Nel caso di funzioni di classe C* ma non lipschitziane (ad esempio fle) = —o* con
#g # 0) pud avvenire che la soluzione del sistema (1.1) non abbia esistenza globale nel
tempa. In ral caso, pur essendo be funzioni x; ((4r]) definive tuto su R s ha conver-
#eaza salo ncllintervallo di csisenza dells saluzione.

3) Un altso modo per certi versi i generale per dedurre limitarion! a priori su
i (1)) & quello di swdinre V'applicazione £+ f(u, (£)). Infunt, cssendo

AR wy Uk + 1)y (£)) € HA, g (), oy U]
siha
14 Al k) = wlk + 1)1 € fllng L6D) = flarg (& + 1))

che implica in particolare che (€ + 1)) & fliy ).

Quindi 'applicazions ¢ -+ {us 1)) & decrescente. Se ora sostiriamo ipotes di lp-
schitzianizh globale di £ con Tipotesi di coercivith
s lim  flx)= 4+

alloga i problemi di minimo (1.2) hanno seluziane ¢ la monotonia di fls (1)) implica che




[(CGIET R ESY
se Jo & Vinsieme { | (0)]: 21},
sempi che mostrano k.

o
| Eseaeio 1.2: Sia § = R, /K" = R hipschitziana ¢ di classe €, Per fi & (1, 21 fs-
R R
ba che MM(Z S, us) & costnuto dalla sobuzione del problema i Cau-
Wi = = [V, o) =
o 13: Sia =R e feC*(R); tale che |¥f] > 0.in R". Sia
[fie) e dlp-wls1;
kv whem {1 Sy
4 b che MM, 5,1,) & costito dalls soluzione del problema di Cau-
WHlatii)

1970t}
che le solusiani di (1.6) ¢ di (1.7) soincidono con quelle di (1.1) & mena di

Wl ==

w0} =

une Fiparametsizzazione.
" Fino ad ora abbiamo considetsto esemp di funzionali (i, k, v, w) indipendenti da
% dipendenza. da & pub & volte esscre utle per considerare problemi pon

Esesro 14 Sia flo,0) di dasse € e lipschitsana in R % [0, + =). Posto
w
Fk,p)= I';..L]JH Al Caf
th che MM, 5, uy) & costituito dalla soluzione del sistema a'(1) = —¥, flule), 1)
o ln condizione wl0) = a0y

N:t-;-uauhmmampn_pu ai problensi autonomi, quindi § nostri fun-
 zionali F* saranno indipendent d
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Esuncizio 1: Verificare i Esempi 1.1, 12, 13, 1.4, Traccin:
1) Posto (raccorda lincare)
ey () + (2~ KN Gk + 1) = g () del0, %), k=lr]
ke funzioni ¢+, (%) sono equi-lipschitziane (vsare formule analoghe a (13) e
(L4)),
2) Si b o = ] =0 per A= 4=,
Slwﬁh@uu(l)w:mmwwﬂmmi,_w
A=+ + 2 & solurione del sistema.
4 mhmumm&mmuhmmmars g} ba
un unico elemento.
Vediamo ora cosu succede s lipotesi f& C* nell Esempio 11 viene indeholi
T
) Supponiama che £ sia lipschitzians ma solo di classe €, allora opni funzione
e MM(F, 5,y ) & soluzione del sisterna (passo 3 dell'Fsercizio 1) ma non & vero il vi-
ceversa: st prendere.n = 1,4 % 0 ¢ (o) = — |sing|'/2, Allors & MM(, 5, 0) -
Futti, detta oi¢) omica soluione del problema di Cauchy

sin 2u{#)

d=d 2 y)aq,
A Vsinele)]

ssrestamente positiva in (0, + ), si trova MMC,R, 0)={u, ~v}.
£) Nelle ipotesi fatte in (z) pub avvenire che MM(F, §, ;) sia vuoto: posto
m=lm=0e
. " 1
fuyem ] Sl ssintvind e vy
(] er=0;
s ha MM(#, 5, 0) =8,
<) Infine, se viene meno anche lipotesl C' ¢ i suppone solo che f sia lipschitzia.
na ¢ ovunque differenzabile in R (in modo da dare ancora senso all'equazione diffe-
renziale) allora pus avvenire che i siano funzioni u & MM(, 5, g ) che nen sono solu-
ione del problema di Cauchy! basta porme n =1, wy = 0 &
£ tamtsind won;
0 akrimenti ;
Fxmu&-lﬂlMM(.ﬁS.BiﬂMéﬂhﬁ:-Hdendu

VO




i
o 2 Verificare g eserp i (a), (5), ).

dallesempio in (6) & dal futto che considereremo nel seguito problemi di
“peivi di uniciti diamo la defimizione di movimento minimizzante gencraliz-

12 Siana 5, % s come nelln Definizione 11, Diremo che
mimimiczante con la condi-

} per_ ogai intero & 20 ed ogni ¢ s b che w, Uk + 1) minimizza i funzionale
v b, (R)

divin 5
| per ogni 23 0, u,((4,)) —als) in § per i =+,

Ia differensa & che s richiede I convergensa (pee i § tompi £) solo per una
divergente e non per A— +%. Nel ciso dellesempio in (b),
R, 0)={z, —v}.

- Moviasa sansazzanT o4 spa 1 Hiuser & w sean semuct

sm-.oa funzional f defiit su spas di Hibert ¢, pi in generale, su spasi mere-
potesi di lipschitrianith puo exsere troppo forte per applicazion. In questt
mmuh-ﬂkﬁmfﬂﬂiﬂﬂahmﬂcmﬂomfum_:hr |
A

. Deramone 2.1: Sial € R un intervallo sperto ¢ siau: [ — E. Disenso che » & amo-
tamenie continua se esiste g & L' () tale che

1) dute), N < [gterde  Wnaeli o<

identemente ogni funzione assolutamente continua & continua; le proprietis di diffe-
bilith di quesie funsioni sono risssunte nel

Tuowoin 2.4 Sia € ACU, E), 5 e
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(1) per quari ogni ¢ e 1 exise finita i veire
Fig .«.mi h'a seh)
(2) la funcione 3 = |a‘|ni&3ﬁ-b(2,nadmuh,ﬂmrmkmm
1 maggiors § quan coungic
(3) 3¢ (E, B ) & wno spazro di Bawach riftessive ¢ seponabile allora per guuasi ogni ¢
el esivte il limite

o o wlt+ b) = ult)
wil)as o —————

)= uted = [atierde o, rel, i<

(4) Nelle ipotes (3), per ogni” 9 & CY UL E' ) vale la formala &' integracione.per
[(¢’(|1. i)y = “,J(w(li.l'(t))dl.
!

Osservazionee: L'integrale nella (2.2), detto isegrale di Bachser, & definito nel se-
guente modo: sia te: I—EwﬁméM&ﬁMsL'(E]zm
il funzionale L & (E')" dato da

Ly ]mw»#

wlnmmmzmlmdlmmusnhchuﬂ = (f,z) per ogni
f& E. Lintegrale di Bochner z & qui propei
con Ia duslth m E* ed B
@ W”"M):JU'WM WeE
7
che impiica facilmente
24 lumula” :)’I—»mns‘(.

Dy Tecsean 2.1: Us Propri sioni reali som-
mabili (vedi ad esempio [24], Teorems 8.8): datu g & L' (1), quasi ogni £ & [ & panta di




L[ gty — g0 =0.
b

'mmma,imammml-amcm-jm)mm

o) & derivabile ¢ G'(+) = git}. Useremo inoltre il fatto (vedi'sempre [24),
1a (2.2) vale per funsioni « & ACILR).

(1 S-D:Enmsﬁh:dumndwu {compatta) di u. Pes xeD

. g (1) = dix, ule)) . |
vedere che le funzioni @, sone assolutamente continee. Infatti la disugua-

Jae) = w5 = dlae), ws)) = fgnur Yitel s<it

assoluta continuit e il fazo che 47 | % g quas owinque i I Ponis-

,l‘tf):-mgln_,‘(l)]t]’.‘ﬂ"l |

dlult + b, ui2)) o |
) b

i ogni 16 1. La disguaghianza
M*ii wis))

lipif === ) pr qo tel }
ue facilmente dalla l‘nmn.h

ute + b, ule)) |, b6+ ) =, (1)]
L T | B

=

definizione di £, Per mere Vakra disuguaghanza basta osservare che.

=@l per go. tel

; :
Aluls), wir) = Jo (s} = w, (1) | € sup | |wsir)| e € | flr)de
= I

¥, tel x<t
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i

in ogni punto di Lebesgue di /.

(2) Abbiamo i verificato in. (26 che f = |u" | soddisfa la (2.1), Viceverss, se
soddista la (2.1) allora |n” | (7) < g#) in ogri punto ¢ di Lebesgue pes g nel quale [u”| ¢
definita.

(3) Sia DcE' denso e numerabile ¢ consideriamo le funzioni assolutamente
continue uy(¢):= (£, u(t)) per f& D. Essendo D numerabile possiamo troware un insie-
me trascursbile G ¢ tale che.

o alr kb =wd) wlt +b) = ult)
e e R

,,,:,._,P""_*"llﬂqmﬁm

wwﬁl-l\Gdoﬂile.Qmedmemihﬁtmwdmﬂ.l'ﬂ-
stenza del kimite

Iyt m i H-b;-h(r))
|
perognife E' e la limitatczza del funsionale lincare fi-» L (r), Grazie alla riflessivith di
E esiste o(e) @ E tae che Ly(¢) = {f, w(1)) per ognifu E". Postiao quinds conclodere
che per ogni f& ING esiste wle) & E tale che et €207) ¢

e H;-a(t: =l ain)

dnhdmmpuh—tﬂ.l’nplmolmu[l}) (£ wie)) per ogni ¢ € ING ed egnif e D.
Fissato fy€ J, vesifichiamo ot 'iguaglianza

@n wlr) = ulty) + [aols)és.
&
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D abbiamo infatti (per Ia @3)
M{"

o f whitraria si cutienc la (27). Preso un punto ¢ di Lebesguc per el

j'»um) e+ flrwtona =
Y

= wlte) + [l )= ayle) = . wle).
I

II ult + b} —ulr)
B

1ok :
-um"- -ﬁu | wm-uuml.
)
la (2:4) s ortene faciimente
wie +b) -
._.."—‘—— wir).

kwm che I fungione 9(2):= (yld), utt}) & sssoutacnente continun.

et = wta)| = -:;.Mm;s- gl u:plwhma—.ml Vs, rel.

m facile vedere che @' = (@, u} + {p.#'), da cui segue b e, W

o pell, +] poniamo ors

AG,ULE):= {w e ACUL El: |a' | e 17D}

o che AC. (], Elmudcmhd-udekﬁwwdlfha
In disugusghianza di Holder ¢ facile dimostrare la

Wl? Sia 1&p< +=. Ogu fusione in AC,(I,E) & di clewe
i (T) ¢ oole b disguaglianss

db-cr).uuns(Ji.w- Rl TR e

. Depmemose 2.2: Sia E uno spazio di Banach ¢ f: E—»( — @, + ®] semicontinua
0 « conwessa. Datox & E uale che f(x) < +wlndchﬂw=n$‘tﬁ)ﬂﬂ-
dif, vale a dire

Hx) = {eeE': fly) 2fi) + {v.y =) Ve E}.
B facile verificare che 3lx) & un Insieme convesso e chiuso:
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Eswcrac 3 Vesificare | propricia di monotosnia del sowodifferenzitle di una fun-
sone convesse
Pr-pm-x)e0  Vga{f<+m) pedfixn) i=1, 2.
Verificare inoltre che se E & una spazio di Hilbert e ye {f< + @ } minimizea
wfi) + Al -al?
allora Az - y) & 5(3).

Tuonersn 2.3: Sia H umo spazio di Hillbert scparabife ¢ sia f H — [0, + =] convesea ¢
inuasnferiormscne. Powiame

Flxy) = fl) + %Ix =J1F

« fiiamo xo& {f< + = ). Allora Tinsieme MM(, H, 5, consiste deltunica soluiome
4@ AC ([0, + ), H) del problema di Gaseky

{.'cr: &~ 3ule)) per go. t;

s w0} =xy.

Due Posto
()= wg )+ 0 = RNy e+ 1) =y (6) k=]
incominciamo col dimestrarc la stima.

@9 A [ Il d € 25)
@

per ogni 431, Per oucnerla basts sommare per ¢ da 0 ad @ nelle disuguaghanae
Al = Al + 1) = )] € Alald) = i +1) teliit 1),
Osserviamo oma che la minimalita di ;U + 1) implics (Esercizio 3)
e = wtk+ 1) = k) & 3l e+ 1))

pes ogni 2 @ Ok, k + 1). Sceltiora d, 5 2 1 stir la derivawm di i = #y | usando b
na del sonndifferenziale:

1 apwe=
2 CAKU]

= (i (0) = g (2, @) = diglen) = (@ (0] + 1) = g (0e) + 1), 700) = gl +
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()~ U 0,500 = E(0) 4 (1) 4 1) = g, i) =
& i) = a1 + D) = igle)] + iy {Ued 4 1) =t i)

= (&t [aftn = aytn)| + lagte)]| liitn) — (o] < 2]l + 20l
raler d_ndul-m-:l?)ﬂomm

[CROR R Eeres m"” @]
) = diy (A1) abbiamo allors che

AR

s g = il e nCL0 4 ), H) s st .
rvisimo che anche u; (A1) converge 8 u:
u.unw,mir-1..¢m--',um’:wl-;uzm--.w‘s5}“3‘

 Resta da dimostrare che 4 & l'unica soluzione del problema di Cauchy (2.8). L'uni
mmmmuma&ma 1oy = v P, conwy ey

a Iv.-vgl’l'fl=2€1-(ﬂ-"=(l).n{r>vuz(:liﬂﬂ

Ia monotonia del sonodifferenzile. Orerviamo ora che
Rlle) = Ay (20 = Ao (e +1) =y ())& = ey (e + M= =gyl +27'0
et quasi ogni 7. Per 1 usione dif iale  convenien:
te passarc ad una formolurione integrale.

i Onmhm:behm)hwululhmz—il i | nello spazio di Hilber
AL hnﬂmmdlﬂ([n +@)) segae che
#EAC [0, + =), H). Inolire,

o] convesge debolmente in LA([0, + @), H) a ’ per A—s +.

&

Sy E e #2710 = (e, y = ea )

1y ¢ 1y + b otteniamo

[ i o
N)+<M.y)i% [ﬂuu+r=)m+4 j{c.m aie)yde.
“
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Passando. al limite per 4 — + = si omiene, usando anche il lemma di Fatou
alty +5) = sltg) Ly e

ﬂ;l+(+‘.y))§j ""‘""‘“IJ“"""“’”“

Infine passismo ol limite per b—0 ed usiamo ancors il lemma di Fatou per
attcncre

Sly) 2 fludsg)) = {u'(1a), 3 = uléo ).
Per Varbitraricr di y s ha —u'lt,) & Hulry)). @
Ossmuanionk: Osserviamo che per la monotonia del sonadifferenziale l'operatore
T+ & & injettivo (@ anche facle vedere che ¢ surgettivor Esercizio 3 con 4 = 1):
xtpoy+p  VeyeH, pedix) pedly).
Lequazione
Ay G+ 1) =y (b)) = g U+ 1))
s pud quindi scrivere nella forma

wtk+n= (4 %}":u.w:

e

Sia ora 5(r) il semigruppo genenuto dal problema di Cauchy (2.8), vale & dite 5= 5(¢)%,
risalve per ogni %, € H il problema (2.8). Possiamo riformulare il Teorema 2.3 dicendo
che

- ;:[)—mam)

210

puntualmente su { < + % }. La formula (2.10) & detes farmula exponerziale ¢ vale per
operatori pii generali del souodifferenziale, gli openaton wassimali neonotomi (vedi [4],
Esempio 2.3.4 ¢ Corollario 4.4).

Un esempio. canomico in dimensione infinta & il scgucnte.
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Esnamo 2.1: Sia §= L*(R") ¢

1M . "
P ?Jumw se weHY A (R);
= shrimenti ;.

& € L2 (R) sventi decivta el senso
in L, E facile vedere che la funzions / & convessa ¢ semicontinua in-

) vedu) mwm—da
senso delle diswribuzioni. Dal Teorema 2.3 scguc quindi che, posto

Fi, v, = fle) + -[|..-w|l¢

m.,-n“:mlmma’smm&mmmu
: del calore %= 4, u con la condizions iniziale a(x, 0) = uy ).

0 4: Dimostrare la (2.11).
oca ltri due esempi che non seguono dal Tearema 2.3 {per un enunciato
e che comprende questi due esempi vedi [17)  [18]) € mostrana la possibdie di
funzionali F diversi da f+ 124"
 Esmumo 22: Sia §= H"(R") « poniumo
1 AR in R
F o) = { E-Iw.luh EJh - e
+m altrimenti

 Allora pes o, @ § Pinsicme GMMIF, 5, u, ) consiste della sohuzione (debole) delle-
quasione 1, = (d1,4)" con la condizione iniziale u(x, 0) = sy

Estamo 23 Sia § = HU¥R), 4y, ..., 4, € L7 (R') ¢ poniamo
il 3 Gus 2 [1o—wlt
#h, v, w) zr[um v$~*¥"'*=..f" ot

 Allora per ogni e S Vinsieme GMM(Z; 5, ) comsite della soluzione (debole)



Su
wmdut Sad
con ln condivione iniriale w(x, 0) =

Affrontiamo ora Jo studio dei mosiment minimirzanti in uno spazio metsico arbi-
trasio (E, d). | prossimi due risultatl sono sostanzialmente dovuti a Marino, Saccan e
‘Tosques, che sviluppano in [21] una teoris delle curve di massima pendenza in spazi
metsici (vedi anche [91). Tncominciamo. con bn definizione di ponder discondente. per

una funzione /i E—s (==, +=]

Dermrzons 2.3: Datow e E tale che /() < + @ chismiamo pendenza discenden-
te di f il aumero

Iv*m..):{""‘ £
o alerimenti .

Osservimo che |V /](u) = 0 se u & un minimmo locale di . La potazione & giustifcata
dal furto che [V” /] = |V/] s E = R e f & differenziabik in . Se H & uno spaio di
Hilbert ¢ & convessa e semicoatinus infesiormente allora [V~ /](x) < + % se ¢ solo
e Flu)mhe

[fla) — ;’('IIJI b X

19" Allw) = min{lal: p & Flul}

Sia ora fE—+[0, +=] semicontinua supesiormente ¢ tale che gl insiemi
{xeE: fix) =t} sono compaiti per ogni £ € R. Poniamo

Fld, v, whi=flo) + -n”(lﬂ‘wi.

Osserviama che le ipotesi fate suf parantiscono esistensa di minimi di v+ F(1, v, )
per2>0 ¢ wek A G sarh utile b scguente osservarione.

Ossewvazione: Siaw un minkmo divs-+ F(A, v, ) ¢ sipponiamof(u) < +2. Sika
allors ln seguente stims sulls pendenza di f in 4

(212} 197 Alu) < 2w, w) .
Ls disagudglisoan scgue fackmenie di
Jin)+ ;—J’l’-.wl <)+ Ao, ),
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ragguppando i termini con / ¢ dividendo per dlv, #) si otine
) fle) g dHoi) = d ey 0)
a2 A i
far tendere © ad .
iamio or enunciare un déultito gencrale di esistenza e regolaritd pes La classe
(vedi anche 21)),

7

Al ) + dt, 1)

2.4: Sia f come supr & sia g tole che flug) < + . Allora GMMUF, E, urg)
s ¢ contonuta in AC, (10, + ), E). I se e & GMMIF, E, o ) exttono wra
divergente (4,1 € (1, + %) o wna funzione descrescente gle) alé che

1w, () comvenie wir) & Flug (4,4)) converge o glt) per ogni £20p
2) per ogni intervalla [1, 4110, +=) 5 ba

; P
%{ i) de+ %[ TO (w3} = 651 = e}

san 2.5: Fissato w e E tale che flu) < + . indichiamo com g un mimira del fus-
e (0 0, 1), 57 ba ollons . s

B lugw) | 4 A (g n)
= j s ) S

wa= hf{,‘iv)+#d’(u.nl]

ed osserviamo che y & una funzione decrescente di o. Inoltre io) non supera fiu)
converge a fiu) per o —=0". Infatti

@, u) & 20vla) € 2aflu)

quindi s, —u per ¢ — 0. Dalla disvguaglisnza w(a) = (i) i
feriore di f segue la convergenza di plo) a flw).
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hwawmmmmwwm

i
LR )
o) =0ty e = 1 ! e )

Fissato un punto 0 di dectvahilith per y abbiamo
Vo= Yhmw)
P
1
2otk
Per intcgrazione otteniamo
Wlog) = pi0° ) % plog )= 0" ) = Dy((0, 0,) €

ih‘:‘i‘ipfb"[ﬂn,n- i ) S ) = ?l.;""""’] =eshewn

< [wtodse -1 [ o

n[v 2“_[ = do.
Linroduzione dellimegrale esterno nel Lemma 2.5 & dovuta ol fatto che, n questa
ﬁnﬁ.ml‘hﬂh{om-ﬁ:iu‘lmumuﬂﬂﬁ...l
Lexas 26 Sia (/) wna, succesione di femsioni descescents d equilimiate s
[o, +wlhmmmﬂmmltﬂm,+ol

Druostmazions: Con un peocedimento disgonale possiamo trovare una sotossc-
cessione f, che converge puntuslmentc 4 m u Q. Estendiamo m per monotonia
poncndo

min) = sup (mls):s e @, 0 %5 €]

pes ogni ¢ 2 0 ¢ sia E l'insieme ol pit il i i dim. Esteaendo se ne-
cessario un'altra i arno supporre che fi, an-
che su E. Verifichiamo ota che g (1):= £, (1) converge puntushmente su [0, + =), Fis-
sato @ [0, + ), la convergenza-in £ & ovvia se 1€ & in caso contrario abbismo

fmopett) S hf lmapn(i= ot wi) = i)

QB fia
ed analogamente
fmifa0> mp limifut) = wp st <mi).

i g iy B rn

ot Tecrusa 24: Os w €

il (4)). Quinds per & fisssto ba successione w, U£) & rlativamente comparta n E.




un procediments disgonale. possiamo trovare uma successione divergente (/)<

g{; +u]uh:brnh(1,l)mn=-g=InEadnnmeiml:uU)Pﬂfoﬁlrlg
una sottosuccessione possiamo anche supporre,

Md:kimmrns(ﬂ “Iﬁq,[[l,l]l)uﬂvﬂvmpmm»dumm

)= Jyopupte)  relll A+

Hr&ehmdt:n-niaﬂﬂi niclla dimostrazione del Lemma 2.5 sul-
mdivca) :Imdnhmmlnmoem-dmmm
AT segue

g
%"f’l““"“l“"*ii ‘ﬂ'-‘éf,’—)'!*”’—”-msmmpmmu),

‘Osservando che ], (; (k) = ay (& + i) e facendo il cambiamento di variabili £ = Ao si

At 1)) +
1y
4 Lt DD 4 o) ~poth 1)
 Osserviamo inaltre che per la (2.12) vale la disuguaglianza
197 /e & Rt k) Ve ke )
quindi la (2.15) implica
e
Litayth+ Dm i) + o J 7 12 oy ) e ey U] = 0 4 1.
Sommando per & da { @ m ~ 1 ottcniamo infinc
e 'z: %d‘(lulh-!- 1wk +
+%} 19 2 s ) = ) = H o).

Siano ora w, (f) :zq(l,n:ms,lsﬁ.duﬂc‘.mamn‘-n&aw




s{0l=0¢e
S00) = dlog, (e + 1) oy, (k) Viretk, k4 1),

Si nati che ¢ E fosse una spazio veworiale hixe proprio la lunghezua d'arco
dells poligonale associata n u, (k). D&uﬂun\ﬁlﬂﬂ;[f} = 5,(22). Tenuto conto di
queste posizioni, possitmo riserivere la (216) nel seguente

:
—i—’!\r,’(rll’ir-*--—J' 1 A7 €0 e & (1) = i, o

Scelio un intervallo. (5,11 € [0, + %) ¢ posto /= [A,],m = [2,1], cambisndo varisbil
otteniarmo (maggiorando ¢ minoranda le parti inere)
et it

@ 3 .j Joitofdr+ 1 ‘]‘ |9 A e de &

= fluy ([250) = flay, (12,e1)).
Scegliendo ¢ = 0 e ¢ arbitrariamente grande i vede che b successione o | ¢ dunque
limiata in L7(0, + % ). Osserviamo anche che vae I seguenie proprieth di sequiconti.
itk {usiama T disuguaglianza (], (u), ) % V20 )
(218) dlu () wile) €

%l A 1) 0,50+ g (04,1, (00l (0,510, 0 (2,00) &

Syl =& ([N + 2V 2w, A7 &

ua 112
¢L[ |i,‘{rl|’dx) VI =01 + 2V2flwg) A, '
)

= V2o Vi =1+ 477+ 2V 2w A"

per ogni [5, <0, + ). E facile vedere che la (2.18) porta allcsistenza del limite
pncuale delle Fuoni w, son solo su 0 ma su wito [0, + 2 ), Detto il limite pun-
wale di e, & y un limite debole di a (s estrae se necessario un'altra successione} pas-
sando &l limite nella (2.17) oueniamo

E:E‘J PHride+ ii', 7= A tu(i) dr = gle) = gte) .
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canto dalla scconda linea della (2.18) sgue

!
dls (e [ oleyde + VAT

.um,.m)s]mm.

Dl Teorema 2.1(2) ricaviamo y & |u’ | quasi ovenque ¢ quindi s tesi.  ®

 Se raffossiamo le fpotesi s/, richicdendo I semicontinuith inferioee della penden-
Kapmiﬂd&nhdmdwbmdmdnl-ﬂvkkvdwﬂdl

23: N&mﬂmmwdglv 1] cvincida
con [V/] & valpa la sequenic proprie di comtimuitd

@219 m—u, !’Plﬂn) + |97 )} < 4+ 2 = flan) = flw)
Allrs per i € GMMIT, E, ) iba gle) -f(-m}r & nrmn = |u'(¢)]| per gua
ogui ¢ 0. Infie, g # asolutmersie conlinui ), + @
DiMosTRAZIONE: hmk-mﬂaummﬂfwu_w&{nn

«d al lemma di Faton abbismo

[ Tl 19 /1 < 4o

b
mqmﬁmam&.u&nhwmemm
teF e sceghiamo w, ule che

Jm 197 71t (1) = b Jnf |9 A1y 03) < 4 .
La propeieti. di continui (2.19) implica
a0y = T floy(e) = i g 1) = flaio)) o

Dalla (2.12) segue
Qa3 [ des 3 190l de s At =)

et ogninerwllo L, F1C [0, + ) i cui estremi appartengona & Dimostrizroo orala




2o
@21y ) -e s [ 197 Alutr)w'tr] de

per ogni intervallo [s, /1€ [0, + @ ) tale che g & continua in s ed in r. Fissato infac
6 di derivabilith per w si ha, per una oppormns successione infinkesima (4, )
S Bl —gle+b) o Fule)) =, f(ulHA,ll i
imot 3 e =2
LSt = fute + 8,0) Mrﬂl.wn
et dlule), i + 5,00
La funzione g(¢) & decrescente, m.uﬂmhnmhmmmm:k
rivata prima di g segue per integrazione dalla disugusglianza ¢si ricosdi che g & continus
inseinr

< |9 Al ()]

(222) ) —glr € = [g'(rm

che non & in generale una ugnaglianza a ciusa del fatto che b derivata nel senso delle
diswribuzioni di  potrebbe non essere msolutamente: continus. Da (220) ¢ (221) st
ricava

Hmn]wf + %jw-,q*m:ms[|vf}1(.(=n|,.-m| dr

quindi |V~ ﬂ(ﬂ(r)l—jn(ru qu-mupugmnpinmnlolmmunnppm
§onc a 7 Essendo il complementare: di 7 trascursbile e dovendo valere Pugusghanza
ndl.(m)hmim .

La (2.19) @ ad esempio soddisfauta dalle funzioni convesse e semicontine inferior-
mente in spari di Hilberr. Scelti infari p e (ny) i noema equilimitata, dalla
dsvuaglianza

P = flag) + puy )
n&du&hﬂhm:wtiﬂm)mm}(nl Lalira disuguaghianca segue
dalla semicontinita inferiore di
3. - MOVINENTL sinszzanms 1 pRoNTIRR

In questo cagitolo vediamo come sia possibile applicar I teosia dei moviment mi-
nimizzani allo studio. dell‘evoluzione di frontiere sccondo la curvaturs media. Come




_‘u.imw'd:_mrmmmr.
minin sichieswo dai moviment minkmizzand ¢ [esisienza def minimi

Dereone 3.0: Sisu e L(R"); diremo che & una fuorzione & pariczione limitats
in R se esiste una misura veworiale g = (11, - Ma ) avente varixzionc finita in R® tale.

juﬁa- -ﬁdn. VeeClR), i=
umumdﬂmmlmhmmammmm
n,s,;—x.tmﬁmnnmdmmmmaewmam
llﬁﬂonl']llﬁ:md-d(mmpﬂmdhﬁmm

J :‘ga‘- - ;.n.z, VeeGHREL =1,

lnﬂnmﬁﬂwcm?hrhmhﬂhﬂmmwdm
Se e e CcR* ¢ un insieme di Borel, JMMGM&EWCI
mmero

PE,C):= |Dye (€)Y
& wriveremo P(E) per P(E.R)
R e

e & 1 i dilitiva defind
tada

|al(C) = sup E [} Ce BIRT), U G =€, € aducaduc .J...um.}

e che, grazie al téceems i rappeesentazione di Riess (vedi ad escmpio (23], cap. 1) lo
spazio delle misure vedtoriale  avent vosiasione fnita in £2 apero di & si identifica
con 1l dudle di €, (0, &) (1a chiusura, nells norma del sup, delle funzioni continue o
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supporto compatto). Tnltre il numero | Di| (2} coincide con la norma del funzionale
lincare

me.,f;.‘ 2 G(O,R)

associato a . In rermini distbuzionsli posiama dire che una funzione & ha variazione
humucmhuhdumﬂhmmmdmudugw

Pintegrazione rispetto s una misura . Naturalmente tutte le funzioni u di clas-
s C" uali che Vu @ L'(R") bhanno vasiszione limitats in R &

Du(C) =Jv«a. 1Du}(C) -J |Vuldv,  VCeBR).

Nel caso di un insieme £ aveae frontiera €' a tratti la formuls di Gauss-Green
implics

Dixe(B) ‘i v.do  VBeB(R)

ove v = (v}, ..., ¥, ) & la normale interna a JE ¢ 0 & I'elemento d'area (n — 1)-dimen.
sionale sul bordo di E, definkto mediante le carte locali. Si ha quindi

PE,Cl=oldENC).

Vedremo in seguito che queste formale st estendono in qualche modo anche al caso ge-
wersle Ea .

Enunciamo ora tre fondamental risulid che consentono di impostare peobletni di
miimo in . La metrica naturle in P & data dalls distanza b L' delle funioni
caratteristiche

HE, Fli= jm—;;m-wuﬂ
ove AE, F)=IF\E!U(E\FlthMm che,
wome per le funzioni L, non distinguiamo due insiemi E, iuhdnlEAFlzu
Teokema D1 compatrezza: Dati R, € > 0, la classe
#y.cr= {Ee P |[EXBy| =0, PIE})=C}
& compatta neils fopologis indotta da 8.

Divostrazions: P«Imm-diﬁmxvhnwwlvdlﬂl,mﬂhnihm
alle funzioni caratteristiche di insiemi di 5, busta dimostrare

Ed(E-#l,E)fO




A=
nemente al vasiare di E in i ¢. La propeietd di aniforme continuits delle trasl-
disoguaglianzs

ME +h,E)S [HME)  WEew

Rato e D) limitato in P, ¢. Per di 1a (3.1) incominei ]

[Intx+ 81 = ntadl e = ][I e
B -
ogei u € C'(RY). Si ha infari
. .
B 1o itsilim, |j(v-ww|..s)a|s |.s|)|v.=un»w.
1s 0
Seteganc ambo | mcmbe d s i teorera i Fubini oueriamo
.
ey f|.;x+.s)-,u)ms |sp”|vu|u + dvdedr = [Ivulteids.
o ¢

wnm-=x,pammhmm TS ® @, PEr un oppar:
wmﬂ.wmge.eh&:mmwe(vd esempio [27], cap. 6) che
08 Co IR )«

1= ot =) Drely)
-
quindi integrando ed usanda il teocema di Fubini-Tonelli (vedi anche ls (3.12) e Feser-
cizio, B) s ottiene
6.3 JIFulde's [ foutx = 141Dz ltrhae = [Dre 0.
. £

La (3.1} segue allora faciimente da (3.2) e (3.3) facendo tendere ¢ 1 zero, W

Touau o1 secoNTvITh: S O CRY aperta I fionsie
wes | Dl ()

u.L( ) comicontinuo inferiorssente nells mmw.mm"r
 In particolare Ev+P(E, ) ¢ Li (R bsemicontimio inferiormente. in
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Dinostranions: Usando la deasith di CJ =i ba

IDNDH'm{'_t‘z.dx.-ucu(ﬂ-r}- Isl = .},

-...,Um..,mx.qm,m, el s 1]‘

Dato che ognano dei funzionali
aes fudivgds  geCHAR)
"

& continuo nella topologin L (2) la tesi segue. W
Tooraw ot costsonTo: Per ogné E @ o od ogni conveso chigo CCR® 3 ha
PENC) < P(E]
con wguaglianzs s¢ ¢ sola s [ENC| =0
Esuncrzio 3: Verificare che le condizioni

weCERINLIRY,  lim o ~xpld=0.  op Jivus e <+
e

sl
fsnplicano E & {* (ware 1l veorema di Banach-Alaogh, vedi ad esempio [3] Teorema
TL15).

Esrero 6 Verificare che se £ & , @ & un aperto connesso allora P(E, @) = 0se

e solo e [QME|=0 0 [@N\E|=0 (usare ke approssimant per comoluzione]
Esemcrnio 7: Dalla scmicontinuith del perimeteo e dalla (3.3} dedurre

(3.4) PIEUF) < P(E) + P(F).

DinvosTaziont bt Tromaa b conmrosTo: Usando 8 fatto che ogal convesso
chiuso ¢ intessezione di una famighi o pits rumerabile di semispazi ed i tearema di se-
micontinuita del perimetra ci riduciama subito al caso in cui C = H sia un semispazio
chiuso. Sia ¥ Ia normale interna ad H e sia
se {x, %) > 0;

x
i {,- () e r)E0;

la projczione ortogonale su H. Osserviamo che [ = Id appure Jx = I ~ ¥ ® v; in ogni
exso |pfe| % || per ogai vertore p i R', come & facle verifcare. Definiamo in modo
analogo la proiczion 1’ sul chiuso opposto ad H ¢ fissiamo un semispazio




BB [1Vi | o= [ [V, om ek [ [0
© ¢ PRed

o Esercizio 3 (le fungioni &, o7 sono lipschitziane in K ¢ di classe €' in
3H ma possono essere a low volta approssimate da funzioni C') ed il fatto che
7 (risp. w; o'} converge & ggnu (Hsp. xewu) oueniamo

P{E) 2 PIENH, L) + PENH,E"N\ L = HENH) + PERND.
ndo tendere L ad H otteniamo
P(E}>P(ENH) + PIE,R"\H].

diuguagfiunza ¢ quindi dimostrata. Se valesse Tuguaglianza  avremmo
R*H) = 0 ¢ quindi |E\H]| = 0 per 'Esercizio 6 (s rcordi che E hu misura

$ ora che PUE (1 €) = P(E). Fissata un semispazio H contenente €, i
_\redm:'b:!E\H]ﬂo A tale scopo osserviamo che

h & PIENH) % P(E), PENH)2PENHNC) =PENC)

' quindi P(E N H) = P(E). Per quanto visto prims, deve emere [ENH] =0,

Usando quest 7= risaliat si ottiene subito i

Teomess 312 Sia 5= 1 Eya & limitato ¢ powiamo
: ”

63 F(4,E F)=PE + ‘“" B‘EE F.

Allore GMMUF, 7, Eg) = )
GMMIF, 7, Eg) c AC, ([0, + =), 7).

Dissosruizios: Bast osservae che, detn € comvesso compatto che coniene
B, grasie al seoremna di confrono sf ha
gr'mea,,;- inf_FU,E, Bo)

Mok Eec

edil infé peri e semicontinuiti. Allo stesso
modo E;(k)cC implica E; tk +1)<C in quanto

gm,ﬁ,aun-. i ‘_-ﬂ E,E (k).
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Quind! § movimenti minimizanti hanno luogo nellinsicme
= {EemEcC}
< si applica il Teorema 2.4 con E =t e / uguale al perimetro, W

Sfortunatamente evoluzione di fromtiere ottenuta nel Teorema 3.1 non & per wcur-
varara medias ma per curvatira <misssimas, come mostra il seguente esempio. L'idea &
che, dovendo perdere o guadagnare del volume per ridurre o aumentare linsieme E,,
conviene concentrare la variazione di volume nella regione dove la curvaturs &
massima.

Extauric Sian =2 e By = Byl(~3, 0))U B, ({1, 0)). Allora per 4 sbbisanza
grande s ha (non diremo una dimostrazione tigocosa di questo)
w4, B o) = min 50, Br((=3, 00 UB,{(1,00), ).

La funzione @ir, R} su scritta vale
22+ R+ 2201 -y 44— R

edhmlﬂmoptlﬂ'2=rwddﬁulnl‘nqmb(l—r:-th(jc
1=r=~A4") Terando il procedimento di minimo ¢ poi facendo tendere da + = &
trova che lonico elemento E(r) @ MM, 7, By} ¢ dato da Bay{(~3, 0) U
Uy (1, 0) con

M_{\,'l-z: s telD,1/2]; =l PRI

0= = .
rm1/2; RO=4vi-2 srelljz,5/21;
o erzs /2.
Quindi la sfera piccola si contrac fina 1 scomparire ¢ solo a questo punto la sfera grande
inizia & contrarsi. Questo tipo di evoluzione & quindi fortemente non locale.
3.2. Il Junzionsle di Almgren-Taplor: Wang.
L‘du&AhmTqinwinmquhdpmunnﬁanhm
zione di area in modo ds ottenere esattamente |'evoluzione per curvatura media, I pe-
0 giusto risulta essere |a funzione distanz dal bordo di £, (£). Prima di definire il loro
funzionake diamo una definizione di bordo per insiemi misurabili che sia invariante ri-
spetto al passaggio ad un insicme equivalente.
Dirwraone 3.2: Daso E ¢ Y misursbile poniamo
8F:= (xa R*: 0< [ENB, )| <w,e" Yo >0}.
E facile verificare che 3E & chiuso'e 3E = 3E” s |EAE'| =0,




T
o la proprictd (3.4) si poswono costruire insiemi. di perimetco finito E wali che
hmhl!pwﬁu(md[l‘)] esempio 1.10). Per avere un bordo «(n — 1)-dimen-
stk necessasio rinunciare alle nosion puntiali o topologiche ¢ fare ricorso
6
PIE, B,(x1) = 0<v |B, () (VE| [B,(5)\E| =0
mzmonee, 3.3: 11 funzionale di Almgren-Taylor-Wang & definito da
.m.z,m:-nsnzu[ dise i, OF) s

>1cE Fed

mhm:fﬂﬂmmmmﬂEMNﬂaﬁm
gkz_m-dnlw compatiezza, semicontinuitd ¢
o garantiscono inche in questo caso |'esistenza di minimi di £~ FUJ, E, F) per
insieme. F. misurabile ¢ Binitato.
penalizzazione

. | duat, ar1ds
e
w; g umla i dalessere una disuanza. S¢ minimi il po-

F(4,E, F):= PE) + & Ilnﬁshﬁ.aﬂ + dist (x, O )] dx
£

inf (3. E, F) = min (4, E, ).
Questo segue dal fatto che per ogni €0 ed ogni E e esie B, & mle che
PE)SPE)+e, 8E,E)<e, din(x,85)SVae VeeR.

infarti aggiungere o sottrarre od £ una collezione numersbile di sferetie centrite
ﬁir:himhm&mh-ll-im-dnmdnpmll.l-(!.‘}m—
 sente di stimare i perimerro di

i ld\uwlnnpdlmi&ﬁdmmunil]mlgynn
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Tecnssn 3.2: Supposiamo che Eq sta wn snstowe lnwitato con frontiers di classe €
Allera

[t} mrndmw AE(e amsr di insiems tale che E(0) = Fy e Je
Jrowtiere di Eit), di clage C*, i evolvons secondn la eurvatura media;
(2) 22 {ECe) o« 1@ s famsiplia di inciems e coul fromtiere soma di clasce €% ¢ 55
seconde {s curvatura media allors ogni Fit) e GMMUF, @, E, ) cotectde con E(t)
in [0, T)

La dimosurazione del Teorema 3.2 & molto tecnica: I'idea consiste nel vedere gl in-
siemi E, per tempi piccoli come deformati dell'insieme E; per opportune deformazioni
®lx, ). Poi si dimastra I'esistenza di soluzioni dell'equazionc parsholica non lineare in
@ che corisponde allevoluzions di EU) secondo b curvator media.

Grazie alla proprieth (2) possiamo. considerare gh clementi Fir) sppanenti a
GMM(, 9, Eq ) come una <evolurione in senso generalizzatos che coincide con quella

regolare definita anche dopo la comparsa
di singolarita. Alire definizioni deboli sono state considerate in letteratura (ve-
i1, 1121, 1201, 126]) ed i confromto tra esse & pet certl wspettl ancors incom-

pleto.
Sulla regolarit nel tempo: degl clementi di GMM(S, 7. E,) wale i

Tronemn 3.3: s«anmwemm*w-mm
GMM(F, &, Ey) ¢ won vuoto od ogmi Elr) & GMM(F, &, E, ) soddisle la condizione di
Helder

SEL), E()) < (I'+ DIPE s —¢]/®* 1 Wo, ral0, +=), |r=1] <1

cow T dipendente s0lo da n ¢ D ugasle af diametro del pri picoclo convesso comtemente Ey,
Usando la variazione prima dell'area cerchiamo ofa di giustificare la scelta del fun-
zonale 7. Sia E un minimo del funzionale FrsF(4, F, Ey), prendiamo un punio
x ¢ 8Ey ¢ supponiamo che JE sia di classe C' in un intomo di x. Dato che x non appar-
tiene a JE,, sostituendo se necessario E; con un equivaleate possiamo trovare
un r>0 tale che 3ENB,(x) & di classe €' e E;NB,(x) =@ oppure E,3B,(x).
Supponiamo che valga la prima possibilita. Allora E minimizza il funrionale

SF) = PUF, B} + 4 J distly, 3 ) dy
Ak
rispetto & variazioni di E relmtivamente compatte in B, (x), vake a dirc
EAF ccB,ix) = GIE) % §(F).
Questo problema di minimo & ben now nella letteratura (vedi [22]) ¢ pub essere




e

. (sostituendo A dist (-, 3E) con g} per trovare uninsieme la cui curvatura
H soddisfa I condaione (H, ¥) = —3.
s\ghm.mmpommg-q‘(s.u)r)emo (g)1=x + felx) ab-
o che per ¢ sbbastunza piccolo ®, & un diffeomorfismo C' di B, (x) in sé che comei-
on Fidentith vicino a 3B, (x). <y

E,:= %, (ENN B,tx) u(;) w-in(; 3Eq).

-J‘a(o,nd«;o,(yu = [[au(vn.z)uw]n+rdiv,+u(r>ld; =
5

- uIai,+JIdv[m)ly+MlJ-'Jui)-[u(g.v)d.r".

ﬁnmkhm&*l'ﬂudﬂm&:ﬁm![ﬁ]wl)

Bix)) =20 (@, (BEN B, (=) = 5

HBEMBL) + ¢ [ vty + ol =
&

=P(E, B,{x)) = | (z, H)doc ™" +alr)

Gk G Metorudo frnkésis i mvilopcd asiotorkicila

i immrsw,)—slil

—Ju..n) + dalg, V)]~ = 0.

Estendo il campo ¢ arbitrario vale Fugusglianza ¢ H = = dv. Ora possiamo pensare
che H ¢ v siano per A prande una buona approssimssione della curvatura media Hy &
 della normale intesna v, di £,; essendo H orientata in senso opposa alla normale inter-
uvﬂmduzﬂnpmml‘mdl&.nmdnmlﬁmckﬂqﬂﬁGx)-
=0 linsieme B¢ Tnolre lo di E rispetto s Ey,
wﬁo,hm&owuhnlﬂ]r,mz=l"ilmdlmm
temporale, in accardo col fatto che la svelocitis di moto deve essere uguale &

Analogamente, nel casa in cui Fy 2 B, (x) si trova che E' minimizza rispetto s pertur-




—z
baioni relativamente’ compaite in B, (x) il funzionale
§UF) 1= P(E, B, (x)) + & I aly)dy = PIF, B,(x)) ~ J aly)dy 4
uinr #niin

mn(wﬂmwﬁlmlhlm&mwnwrmmﬂ
H = 4ov. Questo caso cotsisponde ad una scontraziones di F davura al fatto che H,
punta nella stessa direzione di v,

3.5, Misure di Housdorff ¢ struttans degls nsicmni E = .

Dermeaona 3.2; Siak e [0, n]; la misurs df Hassdorff k-dimensionale di un insie-
me §CR® ¢ definita da

H*(5):= hm x§(5)
et

a4 (5= ;‘ jd{;(mm':s:ii_‘.l’s,. dim 5, < a}.

La costante w; > 0 & definita arbitrarinmente se & non & intero, vale 1 se k= 0 e vale |
misura di Lebesgue della palla unitaria di R¥ se k > 0 & intero.

Ossenvarionie: F fucile vedere git nel caso & = 1 che per avere una buona approssi-
mazione della lunghezes di un insieme regolare S bisogna forzare i ricoprimenti 5, sd
essere moko Bk, Di qui la necessith di introduree le cosiddene pre-misure di Hau-
sdorff 3. Richinmiamo ora le principali propricti delle misure di HausdorfT (vedi ad
esempio [251, cap. 1),

Provosaione 3.4: Le miure 20 sono. o-additive sugli insiomsi di Borel, a vaiors s
10, 4 m 1. Inolire 0% é la mssurs che conta i punti & 3 = 503 & ke mrivura externa di Lebe-
sgue. S b inclire che e k & fntero ¢ 5 & BIR") & contennts.in wia varietd C" di dimemsione
 atlons 56* (5) comncide con la miura kedimensicnale di S definits miedianie e parametriz-
aazione locals, Infine vale Vimplicecione

3.6) K >0 (S = v
per ogni € 0. '
Grazie alla (3.6) & possibile definirc la dinvenione di Hausdorff di un insieme 5 ¢ R*

A= dim (= inf {r = 0: H() = 0] = sup {e 2 0: 3¢ (5) > 0} .




Dy (B, (x))
et 1Dz 118,150 ©

vedere che 3 E BIR") € ¥ & una fungone di Borel. Valc allora il

?Eu[uaf Byix)i= !v(:ll-l].

o srarrima: Per oged imsieme di Borel CCR® sf be |Dyg |(€) =
la'BnC) Vale inoltre s foromida di Gauss- Green gemeraliziata

JE“" 11-,-,.4.»:--‘ Ve CIR), i=1,...

(5} & definiza in' (3.7). Infinc; per ogni x& 3" E. g insiemi

.Il- B=i32
 comergono in L. (R") al semispazio

68 By o=y e Reuly, vix 2 0}

e

Mm Dal fasa che P(E, By = g ' P(E;, B, (0)) ¢ dlla semican-
it del perimetro segue
)

g2

ot ogai x & 3* E. T realtd il liminf & un limite (119), Teorerma 3.8) ¢ vale oguslisnes,
s oi questo non scrviri:

3.4 Regolariti c stime di densizs per | i,

E Diremo che E & un deinion se esiste Eq misurahile, limitato ¢ non vuoto tale che
- minimizza Fs(4, F, Ey ).

Lian 3.5 Siox € R ¢ E e 8 Per gnast ogni ¢ > (1 esiste uon insieme Ey € tale che




EAE, ¢ diggisonio dz R* By (x) ¢
B« SPEROIT

Liidea & di i in B, (x) Vinsieme E con il cono

wEns.ixxs.mdmnwmphmpo Dmael"(?:epmo

TSI S
PACEER B 2
{"(m] se el <r;

abbiamo la stima

.10} jlwmju IVu.Idr")dei
X @

1‘[(5”-)’.[ [¥a]dor =1 dp = —L J %] ot

Siano oa %, = u * ¢, le spprossimanti di u:= gz data che

By _ru "'-'X-Hu'-l),;, i

possiamo wovare una successione (£,)C (0, + %) infinitesima tale che, posto
#4.1= gy, 5i abbia

1) [ les =zl o=t =0

=il

pet quasi ogai > 0. Scegliamo @ > O tale che vale (3.11) ¢ tale che y(r):= PIE, B,) &
desivabile per 1 = o definiamo

Eim s.s,=-E|-.s}urs\a,:.

Ci serve ora la seguente proprieth delle approssimanti per comvoluzione: per ogni insie-
me di Borel € ed ogni funzione # variazione limitata w si ha

(3.12) jlv&-a.niaﬂmuc.: con C, i={x & B*: distlx; C) % £}
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do I (3:10) e la (3.12) oucniamo

e oh,
Jm,la“%aj =

le.mr--&:

S LS PIEB, <410 \By- 1) €
g

8w —1) .—na

)
= ﬂ%hﬂﬁH 26 - o - ).

8 = VEi, possiamo quindi trovare r(8)€ (g, o+ 8,) 1ah che ‘

fralld]
lgggg:n{ Ve s 2
i) converge a @ & facile verificare che iy oy converge a g, in L'(R* B, )
anche che
i ldes [l = ge e+ [l =, < |
[ L

Iy = g, | 4901+ [ o, g =2 sy | 490

ddendo & infinitesimo per la (3.1, Per di che iy g Converge s
L' (By) ciba b weticarech ancke 8 secoeks addrad ey

By
e

[N

b
1oy | e = T PUE, By 30 ) = PUELBy )] =

= %i[yto+l(b)+2!|l- He =]

che & infinitesimo per la continuith di 7 in o




i~
Verifichiamo infine la stima del perimetro di Ey in By per >0 fissato si ba
| Wonildes [ [Ruuldes [ |9 des
By By

CRAS %

= I 9o s | dbe + PUE B4 4 o NBa-ia)
A

Passando al limite per b= + % od usando (3.13) otteniamo.

PlE,, Byuy) & w“" +yte + 290 - ylo).

Fwasdo:endcr:u-msilul-mi "
Essecmno 8 Dimostrare la (3.12),

Srona o newsirh: Este wna comtante > O dipendente solo da 1 con la seguente pro-
prict: per ot Aminiows E ed ogni x & O 5 ba

0< g% (DAY == P(E, B, (x)) = "~
ove D= 1> 0 & il dismsetro del pit piccoln comoessa contenente Ey.
Dusosteazions: Sia E un minimo di Frs FU4, F, By ). Per la sccha di D si ha
dist(y, 3E;) = D pes ogni x a 3F ed opni y 6 B (x).
Fissato x e 3* E comideriamo gl insicmi E, dati dal Lemema 3.5, Fissato un valore

¢e(0,1) per cui vale la resi del Lemma 3.5, ouerviamo che la derivabilia di
r=+ P(E, B,(x)) per r = g implica P(E, 3B, (x)} = 0. Inolire

PE, RN B, 1) = PIE,, R\ B, (x)

perche EAF, & disgiunto da R* N, B, (x). Usando queste informazioni e la minimalita
di E, confrontando (1, E, Ey) con 13, E,, Ey) ottenizmo

= P(E, B, (x))]"
3.14) PIE, B, (x)) € P(E,, B, (x)} + Diw,p" 0[.4_"IL + Diw,p".

Posto

ieyim PEBED L by~ vhae

i disuguaghianza (3.14) implica £(r) 0 per quasi ogni £ & (0, 1), Essendo & una fun-
zone BY di una vasiabile (vedi [24], cap. §) ed essendo la paste nogativa della misura




=y PEDED

tamente continua, dal fatto che b° = 0 deduciamo che b & crescente.
4;.4)-;:»(0‘;;». 1« quindi per ¢ & (0, 1) otteniamo He) = 0. ., vale s

PIE,B,(x)) + Ditn = Vv, g* Z e, 07
5% E denso in 3E otieniamo
© BE.B, (D) +Ditn - Doo" B e, 0" ' e dE, pel0, 1.
€3E ¢ Diw.n-lle€ o, /2 5 ba BEB,)Zm, 0" ' /2 Se
contrario,

= 20 — e, (falsa per valori bassi di #) 1a tesi & soddisfana;
y= @, /(20— 1)m,) <1 otteniamo

PLE,B,(x)) = PIE, By () =
€dE e ge(0,(DA)') W

snann 1 Beswcovrrcat: Sia E € R limitoto ¢ 0: E— (0, + =) Eriste allora usa fo-
al i mumensbile (), C E tale che

ac,L_l,B.h.::,) e ardlielxaByix)}sf YeeR',
: & dipende solo dalla dientione .

o 3.6 Per ogui Lominimo E i ba
a0 EENGE) =0,
: Sia C=BENS"E ¢ sia A un aperto contenente C, Fissato

‘-:{.N} '.pmstmﬂﬁx!lﬁuumdiZehdmnudulkad
usando la stima di densitd

b-}’rm M€ B o] < Et SPE B e < EpE, AL
Faccndo tendere 3 a 0 od usando s regolarith estema delle misure i Radon (vedi
‘esempio [24], Teoremn 2.17) otteniamo #2307~ ‘(C)iw. JEP(E, C). Daltro can-
per i teorerna di strtuea i De. Giosg, PLE, C) = 0 perché € & gt da
E




—22—

Girazie al Corollario 3.6, se E & un J-minimo usercmo d'ors in poi i
te 8E ¢ &"E nel fare integrazioni rispetto a %"~ e nel calcolo del perimetro.

Tromenan o1 RECOLAKTA PASTIALE: Sia E tar Jminimo, Esiste s nsteme chiuso K ¢ 3E
avente dimensiowe wewore o uguale 4 (n — 8) (ot per n < 8 & discrete per 1 = 8) tle che.
GENK ¢ ons varietd df classe C* i dimensione. (n— 1)

Nel corso di i )
W:kmmmrkh:ooﬂld&lcmm(udlldtﬂmpbl?}l [25]). Bam-
mhdmmumlj]ﬂwm mxmk-mumummew

X sia un k. nel senso che esis

B i s i) 50 ki s 10 bl e

MIXLE)€(1+or)MXLK+Y)

i be vole che ¥ & un k. i bordo avente suppos ink
e diam (K) % r < & Fissato x & supp X supponiamo che X abbia nel punto x un cono
wangente C tale che €3(C,¥) 2 84(C, 0) per ogni y 6 € ¢ che valga la condizio-
ne

Imn'r<+=.

Allors X coincide nellintorno di x con la f-corrente associats ol geafico di funzione di
casse €' ¢ avente mokeplicita @(C, 0).

Nel nostro ciso ponizmo. ,—ugmjumml.kmmx-qﬂu
sociata ad E soddisfa la condisione di Bombicri cor

3Di

& 2= min olr)====r

{_,,_ 2}
R Z)
ove Df2 & il diametro del pi piccolo convesso chiuso Cs contencnte Eq. A tal scopo
ﬁmmaYmnbndoemrzmypmnthMlmir<6 Possiamo sup-
parte che C; ¢ K sf intersechino, altrimenti I disugugfianza & owvis.

XY ¢ ricordiamo che 80 =¥ e

MQ) s ZMIY) S i[mxu. x+n+mxu<\]‘
Tnokee, duta che K ¢ Gy s inteniecano ¢ 0 €D /2 si ba distly, E) S D su

E U supp(Q).
Ogni n-corrente intera. T in R” corrisponde di fauo ad una funzione  variazione B
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f.dﬂthqumd.mwn(m].up 6, Teorema 27.6) co-
uma somaia wsenza cancellazionie:

T=ZWi- 3 18] Mr= 2 M)+ MY,
ar=Z dal- 2 AB1  M(aT) = EM(M]H 2 MEABD.

A,.gb,mlwndumllh!ﬂé{l)l) e %~} della conispondente
£ Posto quindi

e-Zol- ZRL  IH+Q= S
no Tinsicme & con Vinsieme £ 1= N, = (E\P,) U Q;. Dato che
EAECIQ N\NE)U(RNEICQUP,
minimalich di £ ¢ dal fario che dist (-, 3E,) € D su EJE ricaviamo
MOX) % MIZE] + A [ din(y, 5E0)dy € MIX+Y) +4DAIQ).
BaR

-Zm)

P

o che ¥ ha supporto contenuto in K possiamo anche scrivere

MY LK) SMXLK +Y) + IDMIQ).
questa disugusglianza con Ta stima dells massa di Q si'ha
MOCLKVS MUK 4 1)+ B2 ML R4 Y) + MO LK)
quile, tenuto conto del fatte che r, segue subiw L disuguaghisnsa

che ([1], Teorerna 3.9) in ogai punto di G Vinseme dei coni tangent & pon
& comenuro pella e degh E <7 df wea localmente minims (020 ¢

= 1)-piano con per # % 7 ([25], appendice B), umchdedusﬁe-qnlmpu
W% 7. Nel caso n > 7 il metodo di nduzione della dimensione delle singolarih di
m#nqlmdmusm Teorema Ad) gasantisce che l'ineme singolare ove
oo i b la regelarits C' @ discreto per a = 8 ¢ di dimensione pon superiore a ( — 81
per > 8. Per la regolarith € vedi[1], Teorema 3.8.  ®

3.5, Holderianitd vel tempo 3 GMMU, 2, Eq).
Per ouenere la continuith nel tempo degli clementi di GMMI(F, &, Eq) (Teorenua
Ia

 3.3) & di fondamentale importanza il seguente teorems, che consente di
. penalizazione di Almpren-Taylor-Wang con ln distanza in 1.
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Co SiCoR®
120 sali che

(3.13) a-UCNB (M) 28" WxeC, pallyT).

Alions per ogri R > v od ogni insicme di Borel A€ R 1 ba

(s.ml.q\a<[zr(%)"',;--uc:]"’Uam,cm]‘”+ a1

e
Fim 2, 50
& £ & ls contonte del lowema di Besicovitch,
Osserviamo che le fronticre dei 4-minimi hanno misura nulla ¢ soddisfano 1a (3.15)
donO=flcr=(iD)", pecla stima di densith ed il Corollaria 3.6. Alls dimostrasione

della disuguaglisnza (3.16) verrd dedicato tutto il prossimo pacagrafo. Vediamo inwece
subito I

Dines ot Tromesa 3.3: Fissto 4> 1 ¢ k31, confrontando
A4, By k), By () con 64, Ey(k + 1), E;(k]) 5 oniene

[ et 3B el = PO () = PUE: Gk + 10D

g1

Dal confronto volume-distanza con A = E; (k + DAE; (&), C=3E,(k), 8=§ ¢
7= (DA)™ segue

Gim BB+ 1, By ) & [2rRDAY 2l U] i+ &
ove

Fim2* e 887, =2 VPR - PE R+ ).
Scelti ora knteri 0-< /< e wali che (m.~ 1) < 2, applicando la disuguaglianza (3.17)
con

gLk

en 3
pilati) it




e wmanda il fiuta che &~ P(E; (k) & decrescente oteniama
B ) B 5 5 0B B 4 1)) €
‘[zr(“%f]k-“'h-”ha)}'ﬂﬁ:h.l"m(';r]"_.":g:’;a-
do le dissguaghanac

R S N (RN e et P L

AE, m), Eati) € [zr(ﬁ)f" mm"‘m]m\/ﬂ_&i(ﬁ,‘;’)"' ¢

+DH&I(";")"""'.p(e,)[\lz_.ra'nl{!"')m"“.
riiamo ora che, per £ 0 fissato, i teoremi di compaticzzi ¢ confronto paraatisco-
o i inscms E, () & elathatneate compaits i . Mediane ue peoce-
disgonale possiamo troware una successione divergente 4,C (1, +®) ule
SEW= lm B0 WeQ
(3:18) con = [Ar], 1= (i) segue subito
1), Ein)) € PE,)[VEF+ DJle -4 ¥ Wi, 12 @, 0<s<i<stl
ervi che per A grande si ha { > 0 ¢ — 1 < 4), Essendo Finmagine di E(7) relati
compatta in # possiamo estendere wnivocamente E() w R* @ modo
SE(), Ets) € PEVET + DJle -0, ¥o<s<iss+r.

(18] € (3.19) & ora facile vedere &:E.Ur}~ﬂ(f}p=rnp|r>m
Per mostrare [a coninuitd di £ in 0

R

e,




—n2—

per i+, Dawo che 3, ¢ trascursbile gli insiemi £ (1) convergono a E;.
Inclire

BB, 1) € AEG), Ey () + E; (e, B (1) + OB (1), Ey) <
S AEW), Ey() +3E 1), E) + PE[VET + D]l 1
quindi passando al limite per 4 — + % onicniamo
(B, B) € PE[VEF + D] /=0 w
3.6, Dimastazione del confronto volurse-diconse.

Sis @ la funsione distanza da C. Essendo o bpschitziana per il teorema di Rademna-
cher esiste Voix) per quusi ogni xe R (vedi ad esempio [25), cap. 2. Teorema
32)

Esescizio 9: Verlficare che Fesistenza di Vo inx € implica Vesistenza di un unico
y&C ule che aix) = |x— y|. Inalre

Vo) = ——L
=71
In panicolare | Vo = 1 quasi ovngue in R \C.

Esencno 10: Dis he gli insiemi di bivello {0 = ¢} di una fu
5000 tuts trascurabii per ¢ > 0.

Ricordiamo ls formula di co-aren (125, cap. 2): per ogal funone kpschitziana
5B =R ed ogni funzionc di Borel kmitata bR — R s ha

B2 [e19stes = ILI Jllxldﬂl‘"(x))d\r.
F - s

icando la formula di co-area con g = 3 € & = 7, vediamo che Ia misurs di un insic-
me di Borel L & uguale a

Dj fir)dr

con fir):= 5 ML (1 {o = ] Si ha anche

[omwrae= j'-l [ owrdoc-t e = j-d(r:d.,
v 8 tnlren i

Per confrontare questi due integrali i serve i
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Leswven 3:7: Sie feL* (0, R)) ¢ mow nagativa. Vele allons b diuguighianss

4 B
Jﬂ’l&i \/Ef(._"q"tr)&) con §:= cm = s /.

Dusosnuazione: Per omotetia noa ¢ restittivo supporre che § € 1. La disugua-
diventa allora

(fﬁrm)' < ZJI;}‘::-]J; :

sc fimrioni sono entrambe nulle per R = 0; derivando ambo | mermbri abbismo
disugueglisnza & implicata da

o
o) [ firkdr < 20fte)  per qoez(0.R). W
na 3.7 ouenismo (posto L=A Mo "' (0, R)}

2
€| = [ANa '(0,R)| + |ANa (IR, +%))| iJf(r)Jr+ %Jm}#c
b i

i 172
q/i{ [.ymdr] ik jm& < VEUmm]‘"

ous R > . P dimomce n 116) 4 e guindi o et ks pusiale
misura deghi insiemi di livello di @, che consente di

+ :?jm-m

s sup o disels, €1 =) <1 R) foe-rien,
et

: Si divide in tre passi. Osserviamo che le stime dei Passi 1 ¢ 2 sono
O di C. La di ponz del passo 1 qui ry di-

da quella data in [1] e sfrutta la semiconcavita del quadrato defla funzione distan-
gtl”-hd?wluimhhmhdic-w-cmndwmlmmddhﬁmm

el Passo 3 grazie al lemma di Bescoriuch ed alla stima di densih.




—23—

Passo 1: Per ogni insiéme compatto X esiste un insieme T2 (0, + %) ule che
(0, + %)\ 3] = 0 ¢ per ogni R, S€ T con R <5 si ha
o5 ~ o~ e~ RN < B |{R < e <)
con g 2= dist {x, X). L'iden & quella di stimare la differciza delle due misure spplican-
do 1 formula di Gauss-Green nel dominio {K < ¢ < 5}
Tndichiamo con E(¢) gl insiemi {@ <4} In formula di coarea di Fleming Rishel
{£19], Teorema 1.23) © la formula di coarca per funzioni lipschitziane danno

[ o1 g Eendr= [IVelde= [ a0tk 0 o=
¢ i ¢

per ogni compatto K. Dato che 3*E() € {o =} per ogni 1 e che Elt)e# ne
deduciamo

2By {o =) NS EiN =0 per qo. ¢
per ogni R > 0, e in definitiva.
3.2) X e =N EW) =0
per quisi ogni £ 3 0. Siano ora g, 2= ¢ * P, e spprossimint per convoluzione di ¢
in corrispondenza di una fissata successiane ¢ tendente a 0 ed un fissito macleo di con-

voluzione &, Sempre con un ragionamento basato sulla formula di coarea si verifica
che la finitezza della serie

[¥es - Vol dx

per ogni compato K CR® (pub essere ottenuta con una opportuna scelta di £,
implica

3.23) fm [ |Voi-Velds~i=0
o
per quasi ogni £ 0. Infine, detto L Pinsieme dei punti di differenziabiith di p, dal fatto
che R \L & tmscurabiic si dedues, scmpee con la formula di <o
(3.24) e e=fN\L) =0
pec qua ogni 1 2.0,

mcdl)l)l.dxdnf.'{r]:#tvllml}ﬂ) {3.23), (3:24).
Per ¢ tale che Elr)e # indichiamo con s, la normale intemna generalizzata

o di tueti  nu-
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Elr) definita in (3.7) <d oserviamo che Dy s = Doy = Diny perchi

1 peimo membro per (3.23) ¢ (3.24) comverge per b= # = &
| o mtpase=t= | (Temtm)inct
=2} o=y

0 ora che s x€ 3 E1) (1L, p = Voix) ablora per la (3.8) deve essere
(x) (Esexcizio 1), Per ba (3:22) 1l limite del primo membro della (3.25) &

= 2 e =5h -3 {e=RD.
‘Esaminiamo ora il comporamento del sccondo membre defla (3.25). A 1ale scopo
E’&i—lr\’zﬁgly-ﬂ’-H"‘ﬂ",‘i!l"’(’nﬂ
estremo inferiore di funzoni affini & concava, quindi A{g® - [x]71 % 0 nel
delle distribuzioni. Scelta ¢ & C4(R" \X) ¢ posto y = ¢ /¢ sbbinmo
de= — [(V, Va)de =~ [o(To, Vybix— [IVel’y =
© ¢ ¥
=4 [ - [ra=
% et
© #
= - L [t~ 1 Tt = 1) frav < o= 1) [B
2 2 e
< ¢ “
o per convoluzione vediamo, che be funzioni gy hanoo una propricta.

fdoide= i fizo « @00, &= G [dtga s @ )oite=
) st
= Bm Jdu., B, Jod s tim (1= 1) (o = @, = B dr =
’—"', =0 "

.,
:ln—ujhp = de.
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Passando al limite per b — + o si ha quindi

j dg.d&-ita—ll['&c""\(a<¢<.\‘)i
]
Ree<s)

Passo 2. Siano oru @, C come nell enunciato del teorema ¢ sia (g3, 7, ) una nume-
razione di @ % Q. Dette £, 1= € N By, by ) €0, le rispenive distanze, siano 5 dati
dal passo 1. Si ha allors

BN (o= €2 mw !l Ve 4

per-ogni x € K™ ed opni » > 0, Fissiamo re 3¢ b = 1 intero; applicando la formula di
coarca (3.20) con g =r, /2 gy Ay € 5 1 otteniumo

]’ g =as H--,<a,<,.} |

Esiste Reeln [2,n)N5 tale che H e =R e
ﬂn"linfuamll Combinande questa stima col Pusso 1 abbiamo

- (o =rPEac YormR D 420 = D' [{n /2 < oy <n | 2 o™t
Ritornando u € abbiamo-
0O N By ) = 30 (B By 1)) € 2 st

Daso che b & arbitrario, per ogni palla B, (x) possiamo, spprossimando x ¢ r con raziona-
B, dedurre | stesss disuguaglianza,

Passor 3: Dimostriamo ora che per & 7 (quello dato dal Passa 2) valgona e
disugnaghianze
o s0<rer;

lK""p‘{ r(Z) e e =

che implicano evidentemente la {3.21), Fissiamo r > 0 ¢ consideriama il ricoptimento
di € formato dalle palle (B, (x)},uc. Per s (3.15) abbiamo

rolede CnBW)  wr<r

et %(%)"'w-'(cns,m) srET.
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Q;anknlkmu Besicovitch possiamo ricoprire € con una famighia (finita per com-

1B, G, Yyl chie nestun punto di R appartiene a pi di £ palle del.
cvidente che {g = r} & contenuto nell unione delle palle By, (x, ), in quan-
"aﬁmm*mdﬂrhum&(ewlmnﬁudﬂmév
da uno dei punti %, Usando allora il Passo 2 otteniama

*He=r}s B e =r)) nsalq}e'glz""-m.r'".

# < 1 concludiamo ricordando la definizione di I” ¢ osservando che

Bt e 0 T Cn B < T 1),

rErsiba
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w071 £) 7 Sacen Bin € T (2 ey w

APPENDICE: SOLUZONE DEGLI ESERCIZL
Esicino 1 LEsempio 11 & un caso particolire dellEsempio 1.2,
~ Passo 1: Nel caso dell'Esempio 1.2 abbiamo
4 AN G 400 = iy 6)]° B Ay ) = flay 0 + D,
di usando il fatto che / & pschitziana otteniamo

[t + 1) w1 ' & BLip £
definizione di 4, si ricava

Lipté tash) < [ALip( /147"
pes costruzione A [u (k+ 1) = 1 (#)] € 1. Da
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Usando Ia lipschitzianith di / i ricava
Mtk + 1) =y (B3] < 2Lip(f)
quindi Lip (7 ()] < 2Lip ().
Passo 2 Si ha
Joea — sl =iu'|gisi:k F 1 -all)] € rggi{‘;{f + =)=
-mu.uzur'n—s,mu‘%
ave L & una cosante reale che maggiora tunte le costami di Lipschitz di 4, ().
Passor 3: Supponiamo che 4, (t):= &, ::. ) converga wniformemente s compats
d.[n + @) a u per una = + =, Allora v/ L
w"in L'(10, + = );R"). Per caloolare lrdawnnmm:nnh mmmadu.nén)
Nel caso dell Esempio 1.2, ponendo 4 = 4, ¢ £ = [4,1] nellequazione
AP gk 1) = g ()| g G+ 1) = sy () = = Ty 1))
e tevendo conto del fata che
m = i (G + 1) = e 4,]

per quasi ogni ¢ oeniamo.

wley= = |0Vl e + 471D
per quasi ogni . Prendendo i moduli di ambo i membri s ottiene la relasione

[ 1) = |9flm, e+ 4711401,
quindi Vequizione sopea s scrive anche nella forma

wlleh = = [FA, () PV (A7)
Passando al limite per = +% s ha
) = = |t} P I fats))

d&i ambo i mewmbe ¢ sostithendo Tespressione trovata per

Prendendo i moduli
|vmnu:) st ha la (1.6).
Nel cuso dellEscmpio 1.3 abbiame che #; (k + 1) ¢ soluzione del problema

minfto: fo ~ ] < 4.

Dato che il gradiente di £ non 5 annulla § minime & aswunto sul bordo della palla; per il
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peincipio dei mokiplicatori di Lagrange abbiamo
Wt e+ 11) = b Gk + 1) =, ()
per un certo o e R. Prendendo i moduli di ambo i membei i otticne
o] = 4% + 1))
quindi

@ T L

T Gy e+ 1))
Vediamo ora che, fissato un raggio K > 0, per |wy (k)| < R o 4 abbustanza grande va
scelto il segno negativo, Infaiti, sia > 0 il minimeo di 7] sulla palla di caggio R + 1
e

M= mux{ 0w pipkpes™ Il R4 1|,

Poniamo p = Au; (k) - s, (£ + 1)) e 5~ dalla formula di Lagrange per il resto di
Taglor abbiumo

Sl ) = flua ke + 1)) = (vnc.oe» 0, %) + #(D’,’tay.;)

perun certo vewore @ sul congiungente w; (k) @ g (k + 1). Se ora o fosse il
segno positivo nella (2), usanda il farto che /luy (4)) 2 fluy Uk + 1)) otterremma

¥tk + )] = HD(6.p)

quindi una coniraddizione s& m > M.
Dalla (2) con il segno negativo € dalla (1) ricavisme che, per T >0 fssato, 5

Vil de+ A1)
19f1tete +27" )
per.quasi ogni £ & [0, T] eds i dipendente solo da T. Passando ol lanite s trova che
u soddiséa la (1.7) i [0, T1.
Nel cuso dellEsempio 1.4, ponendo 4 =4, e & = [#4] nell'equazionc
i

Akt 1) =tk = — [ Sifmlk+ 1), T)de
? ¥

¥ley==



€ tenuto conto della (1) si ottiene
Hale

oley=— [ Vffeir+
i

per quasl ogni £ Passando ol limite per 41— + % od wsando la contiouith di
(v.!l-—'v Fle,£)- ottiene che u soddiska 1 sistema w'(¢) = = V. flulr), 1), ®

Estzcino 2: (a) A causa della s difil
pegativo. %mmwmumé&nlrwémd’cmthmmdumodur.ti)
Cibasterd di e av
perd — + =. Osserviamo anche (Esescisio 1) che tutt i puni liite sono soluziond del
problea di Cauchy. Bisogna allor solo verifieare che la solurione costantemente nulla
non pub essere un punto limite. Ortetremo gquesta informazione dando una stima dal
basso di # (Ar),

Sia y = —f"; osserviamo che y & positiva ¢ crescente in (0, 71 /21 ¢ | punti s CF) va-
Hano In queio Entervallo, Sorimaido le equazioni di Eulero discrete ed usando ls mo-
notoia di 1/ etteniamo

%:'Ew,tmn—mm s'j W

P TR sy

Se orau (1) comergesse ll funione s ponendo # = (1] ell disugusglansa sc-
pea i vrebbe acausa dodil fy
in (0,x/2]

{5) (traccia) Poniamo

A.m-m{ﬁxu %x".z?ﬁ} b_hl:-ninifuﬂf dotieso).
Demi x;* i minimi per &, s ha
BT =0
dalla quale segue faciimente che A |/ converge 4.3 /2 per A — + . Per verifica:
e che 1o o oo coniau bt e i Pt~ ~1'0) 1 s
una ed una sola soluzione in (0, 8) € in (=4, 0) per & > 0 abbastanza piccolo ed
sl el lcesichot v s o e

teova
L | " -1 pot S5
g[flfklm(mlun.‘ zmu‘t}+ uz"‘"

quindi g’ < 0 in un intorso destro dell'origine. Sfruttando ora il fatto che I'unico vermi-




e dispari di f & n 1 /o sbbismo
il zo=b i<kt sndoosbies @)
%

Quindi per contimuith vi sona valorl arbitrariamente grandi di A per cui (1) > 0 ¢ va-
lori arbitrariamente grandi per cui sy (1) < 0.

i verifica poi, wsando # fatto che la parte dispari di f & un infinitesimo del quanto.
dld.lnl‘.r.kpuii!,edcmﬂbwu!)ldmnu-ﬂki'llémcwdel
g (k).
A questo o con lo sessa ragionamentodi (s i vede che, cxsenda 1/ | iie-
grabile in intomo di 0, ogni GMM(#,R, 0) non & co-
stante e coincide con una delle due soluzioni di segno costante di u” = —f'(u). Per
quanta detto sopea, MM(F,R, 0) = 0.

(e} (kmdﬂfnc'(ﬂ\(ﬂ)l Dato che be funzioni i, (1) sona exuilip-
(eserciaio 1), basterh dimostrare che ogni « € GMM(F, §, 0) & identicamen-

te nulla.
Dato che
fo1= t +dnosing - ‘i;':'m%
‘ogni intomo destro o sinistro di O contiene infiniti punti stazionari di / (basta calcolase

'esercizio | mostra che &

f* nel punti # = 0 tali che sinl /¢ = 0), I ragionamenta
soddista I'equazione differenziale &' = ~f'(u) ncllaperto

A= (e (D, + = )ul) =0}
Suppaniame per assurdo che A sia non vaoto ¢ si | = (s, b) una componente connessa
a-as.t,slmdmd-.w-oedamelukd.m.m)-o Per il tearema di
Cauchy-Lipschitz o dovrebbe coincidere con ulc) in (4, ¢}, assurdo
" Surebbe inceressant tronsre srime esphicite sallandamentor s zer di s (A4 per
Astxm m
Estnczio 3: Per la monotonia di & basta sommare le disuguoglianze
S 2 ftn) + (proxe =) flu) 2fn) + oy —x)
Per verficare che Alz - y) @ &(y) basta osservare che
o+t byt w a2 p s 158
per ogni t& (0, 1] ed ogni © & H. Sviluppando i quadrati e dividendo per ¢ & ha

w*l{a.y*z)*mﬂ?ﬁ




quindi per convessit
S +ol=fly) + Mo,y —3) + O =0,
Al limite per #—0 si ba la tesi. ®
Esinersio 4 Se w e 3ffu) o ba
% [w.v.n % [ronp? a + [u:yuum Vel (Ra),
Ponendo » = + &9 con g & G (R ), sottraendo da ambo § membri A(u), dividendo
per £ 0. facendo tendere ¢ u om0 si ottiene
[(vw.v;.).s-a Iwh‘
© v
Essendo ¢ arbitearia vale uguaghianza e 1 = — A nel senso delle disribuzioni. Se in-
vece supponiamo che w = —Au pel senso dellc distribuzions, Il procedimento appens
visto mostea che
hwﬂy+mjl-ﬂal 5 fupie
che per convessitd implica
fls+ @)= ) > [wpde
.
Pec densith si ottienc allors w e F(u). W

Esencizao 5: Indichiamo con jt* := Vi, £7 le derivate nel senso delle distribuzioni
di w1 Funzionali
L= (3o et
i
son0 equilimitati nel dusle i Cu(R”, R”) che, cssendo la chiusura di €, (R* R* ), & se-

persbile. Per il tcorema di Banaeh-Alsoghu una sottossccessione Ly, di L, converge nck-
la topologia debole » ad un funzionale

= o
]

T LA OPPATTUNa misurs 4t 4 varkazione limitata in R*. Passando al lmite perk — + =




e

nella formula di integrazione per pani
Junivede = [ 35 dat feClR R
L ":—I

sitrova Du=p. W

Eserczzo 6 Se |2 N E| = 0 oppure |2\ E| = 051 ha che la derivata nel scnso
delle distribuzioni Dys & mll--ﬁhxnhu&aqml’\'im 0. Supponiamo vi-
ceversa che PIE, 2) = 0 ¢ verifichiamo che la

s -um,..,le_”fv‘;”_"

& localmente costante in Q,qmdlu-mnwl. connessione di 0. Fisato xe 2
er> 0 tale che By, (x} € 2, per ogni £ < r le funzioni u, := x¢ * @, sono di dasse C™
in B, (s} ¢

By = jn.u —aDrk)=0  VreBix)

a del fato che |Dyg | (B ) = 0. Quindi per e piccolo le funzioni , sono co-
st in B, (x). Dato che successioni convergenti in L' hanno sortosuccessioni canves-

et quas ovinque,esse una costane ¢ e ch 1y = ¢ qusl ovungue in B, ). Que-
0 implcs che g u ¢ s0 By (). 8

Eswcuno 7: Duti E, Fe @ siano uy 2= 5 ® 0 € e = e * 0 Allora w, =
a

el
[P, | = [V, (1 =, )+ Ve, (1 =) & [V | + Ve, |

quindi per I'esercizio precedeme
ﬂzunﬂn.._.fj|v.a.|d=sh.".s[|w.|a+
L =i

+1in-:.s[i7-,|&i?(£l+ﬂﬂ. )
vl

Esercizio 8. Dato che

Wl = i) = [tz = 71 Duty)
.




—24—
possiame stimare Vintegrale del gradicme nel seguente modo
[ 1900 001 e [ fouGe=y) IDult3) ke [ [, = y)aelDuliy) < Du] )
¢ e

& causa del faro che g, (x~ ) =0 s xeCeyel,. ®

Esswcoao % Se o & differensiabie in x, posta p = Vo(x) sbbismo

olx +2)=alx) + (p, 2} + ol |2])
quindi

a3l +3) = o (x) + 20(xKp, 2) + ol 2] ).
Secho y €€ tale che olx) = |x - y|, dalls diswguaglianza o*lx +2) € |x + 2 ~3|*
deduciamo
lte—y)+2] 2 =31 + 2|x = y|{p, 2} + ol 21},

-na{ls—ylp.2) +ollzl).

Deve quindi essere x 5 =plx —y| ¢ y & univocamente determinato da p. B
Estnczio 10: Sia a(x):= dist(x, £) e supponiamo per wsurdo che E 1= [0 =)

abbia misurs positiva per un certo ¢ > 0. In hase allesercizio precedente possime ro-
vase & E ove @ & differensiabile ¢ E ha densita non nula in x. Vedismo che queste due
propricth sono in contraddizione.

Supposiamo per scmplicitd x = 0 ¢ paniamo p = Fo(0): dato & > 0 consideriamo
# cono.

= |tp)l = 011}
ed osserviamo che per ¢ sbbastanza piccolo deve essere E (1B, ¢ Cy. Infini si
ha

‘ | laty) =ato)] _ otlyl} _ |oty)—¢|  aily]
oy | = A2 el e od o
T I Is1 ] I

quindi per |y| sbbastanza piccolo non pud cssere aly) =1 e y e Cy.
Abbiamo quindi

fim sup ~——
4=t

rsna,r € N8,
P' w.g"

paupdﬁ>ﬂ.muvi|lnwdu£mhn«km‘ﬂmﬂainxlbmﬁrmﬂdﬁeﬂ
a0, =

Essieczo 11 Suppeniaro che 0 & 3* {0 < ¢} ed esista Vot0), Posto E:= {o <1},
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per In (3.8) gli insiemi B, <= E/¢ comergono in L& (R*) alla caratteristica del
semipiano

= e R":(x, v(0) = 0}
D'altro canto gl insiemi E, sono rappresentabili come {o, < 0} ave

aetim S

Le funzioni @, convergono uniformemente sui compari di R alla funzione gq =
.(Vu(u} x}.,sp‘.ov D questos rcevs fucimente che F € {0, % 0} a menadiin-

‘ogni palla chinsa B {0, > 0} definisivamente non inter-
mE’.Ium nmmpnnmmd.ia,-aa Duto che [HN {0, < 0}| =0
dese exsere w{0) = —Vo(0). ™

Noraziont

Lp(f) cosante di Lipschita di f;
(...) prodotto scalare di u ¢ v
funzione:

i IEI misura i Lebesgue di E;
misurs di Lebesguc in R B, palladi g 0 in 0.
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