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Quelques remarques sur les intégrales stochastigues
de processus non prévisibles (*%)
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INTRODUCTION

Dans Ia. théorie. de Vingration stochastique. pat rapport & une semima-
gl (v (3], o et biilleonen, g dos ooy ,.mn.m..
11 e copendin s pasicoics'ob 1 i oo Ficligiie Hocbw:
manidre natw

il et bien connw, par cxemple, quétant donné un processus de Wicacr 7,
Pintégrale upcmu-;ud'lw JH AW peut érxe définie pour tout processus
bomné H qui soit mesurable ot adapeé,
Une situstion analogue est éudiée dans [1], ob le processus I est rem-
plm![mnngnnmqpleﬁt continue, de carré intégrable.
e préseat aiticle nous nous plagons daas ua cat en pe plus éndaals
uuu dunc M, de cancé inndgrable, garientisie d. ganche, C'esthe
dire sclle que le processus croissant (A, M) soit continu. Pour une telle mar-
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singale, nous montrons que intégrale swehistiue JE 4 peat tixe prolangée
& toms les processus H bornés progeesifs; en ouire, dans le cas particulier o
Ia mesure associée & €, M est absolument continue par capport & uie meture
de Ia forme ai P (aver x mesure positive et o-finke dans 1a tribu borélienne
de 10, oof), Vinségrale stochastique peat étre prolongée i tous les processus
basnés mesusables adaptés.

Ces résuliais ne soni que des comséquences faciles de. résultars de théorie
«géntrale s concernant les relations catre les quatse tribus suivantes: Ja tribu
prévisible U, Ia tribu optionnelle 0, a. wribu progressive 4 et la tribu & de
tos Jes easernbles mesurables adaprés. La premitse p-me de Pasticle ést done
eonsaceée rapports entee ces quatee teibus.

Les sésulrs de cene amalyse sont. ensuite appliqués au prolongement de
Vintégrale stochastique. On compare enfin Vintégrale stochastique ainsi pro-
longée & Vintégeale stochastique = compensée » éeudide dans [3].

L. - Hyrormises, SoTaTIoNs, Rappeis

Le langage, les notations ex les conventions sont les mémes que dans [4].
Exant danné un cxpace probablisé (&, 7, P), mini d'une Gltsstion (5
fos considérons, sur 'espace

10, el =10, [ %2,

1a tribis X B0, o[} D7 (sppelée tribu des cnsembles mumngbie), dont
nous nous peoposons d'fudier les quatre sous-tribus suivantes:

(s) Ia tribu U des ensembles. préviribler (:ng:ﬂréu par les intervalles
stochastiques de Ia forme 10, T, avee T temps d

T e par s intervalles
stochastiquer de Is forme 0, 71, avee T temps d'anés);

(&) la tribu & des ensembles progressifs (on progressivement mesurables);

(d) Ia tribu A des ensembles mesurables adapis.

On v évidemmeat
Vedcfe oM,

(1) Reseanque: Linclusion ¢ A est striete en glndsal), méme si Ion
suppose que I lod P st compléte et queé 1a Blization (5, verifie les byperhises
dabitls, Pour le voir, il sufit de construire un exemplé ot ces conditions
sont remplics ¢t oit il exisre upe variuble slatoric T, & valeurs duns |0, o],
qui et pis an teraps areée, mais dond It ol est difse. K efe, e graphe
(7] dune telle variable sbéatoric est un cnseible mestrble adapt, qui w'est
b T CRLE L CR R R
Un exemple d ce type se trouve dans [1], ot il s¢ auribué & M. Barlow,
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 Suivant le langage de [4], nous appellcrons provesss de Stislies un pro-
cessus Z, nul ea 0, tel que, pour tout @, la tnajectoire Z(, ) soit Ia fonction
de cépastition d'une mesure-do Rov

12 Dienmon: Euat donné le proessus de Stieltjes Z, nous dirons
‘deus processus 1, K (admettant [0, of comme ensemble des temps) sont
lguinaltats selon Z si, pout tout s, les deus trajectoires H(-,m), K(:, ) sont
qaivalentes pour la variation totale de Ia mesure de Radon sur K, admettant
Z ..)ugs.:mm de répartition.

(13) Lestses Flont dowwis i procis e Stielles 2 adapité f v procesing
 mesiruble e, contidirsns Pirifrale sechustigee de Stieliee [HdZ, estddive o
proceceas de Steltes X i par

}.’{f.q]a;}!@.m}z(ﬁ,m) Pl tout 40,

Las consitivns.suivaxter somt dquivalenter:
(a) 11 esciste s procecsas K, apiouiel Berod, i wit-iquiveiest & H nelow Z
(i e e (120).
(6} 11 existe mn processas K, progress borné, gk st équinalent i H whon Z,
(0 X et adapti.
Disionsraanion: 11 suffit de prouvee que {¢) entralne (4). A cet effer, on

pourea Z crissant et 0 H<l.
"1 sufli sloss de poser

K= liminf (X — Kowca Z— Ziseand]

wshmmn:mwﬂ—u(w-rilj (ﬁl))

De fagon anulogue lemme

(14) Lesows Elant dunods s procesins de Selelthes Z, adapsd o8 soutian, of s
prosecsir H mesrable borné, considirins fe procesins de Stivlies (comtiny X = [H dZ.

Le couditions sivester sont bquinatentess

(@) M existe mm processns K, priviaible berwd, qud. st dqrivalons 3 H selow Z.
(aw s e (1.2)).

(B) M escinte sm precerns K, progressif barsi, qui ast dguivalons & H selon Z.

() X e wdapri,

(1.5) Restanguus ].nsqnnl.lﬁ.tﬂmlmmu!ﬁc]mlm:nﬂ 5 habis
tuelles; il peut arriver que, dans les hypothéses du lemme précédent, le pro-
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cessus 4 soit adipté, sans pour auant que les conditions {quivalentes (d),
(l) {¢) soient vemplics. Un exemple de ce type (mnm-mlemohlen
e processus déterministe (v,e) -+ £} se truave dans [S]. On comparera cct

mkmmmmﬂuwﬂmmwnmdm&hkn

3. - Ruwamions evwre 155 mames U, 4, 8, &

Rappelons que, sehon kes. coaventions de (4], un temps diareér prévisible
ne prend jamais I valeur 0, Rappelons aussi que, si T st un temps diaerét

temps d'amét 7, soit prévisible. Par conséquent, pour que ¥, cofncide
avee ., il Fut et il guffi que tout temps d'serée dont le graphe st conteny
dans colui de T soit prévisible (en d‘autres termes: il faut et i sufit que toute
partie progeessive du graphe de 7 soit prévisible).

(2.) Tasonbue: 5 o o i (50, i o e

ioppossns
suelfes de (4. Soit, 2 wn. procescur de Stiities eroizeant et privirible, et disignens
per b s wetnre associte s . Ler csditione suinavier yat iquivaliates:

) Tt ool progrucf v, po L e 1, & o omile

(B Por tont semps Larett T prisiivie, doat e grapbe st cowtoe dins
AZ20, ow & Fom Fre

() Toute partie progrecsive de Pencemble (4250} eat priviible.

Difsiossraamios': (s) = (#). Seit 7' un temps dlmmét prévisible, avec
[T]= {42 £ 0}, et aoit § un temps darrét done le graphe est convenu
celui de 7. Diapris rhm {a)y 157 est Squivalent, pour Ia mesure 1, &
un ensemble prévisible. On peut supposer que cet ensemble est conteny dans
[7]: i est donc 4 son tour lc graphe d'un temps d'arrét U7 prévisible. Puisque
 charge toute partie de (7] mesumble ¢t non évanescente, [] coincide
avee [5] 4 un ensemble évanescent prés. 11 en sésulte (grice nux conditione
habiruclles) que 5] est prévisible.

(8} <= ). Cette équivaleace sédulic susitde du fait que Pensemble (425 0)
it ne réunion dénombrable de graphes de temps d'asrét prévisibles.

() = {a). La mesure prévisible jo est n somme de deux mesres prévisi-
bles pasitives w, # concentrées sur les ensembles {42 w 0}, {1 0} respec-
tivement. Soit I un catemble progressif. En .th.ua (u) on trouve
un ensemble G prévis H pous la mesure 3, O peut raru-
rellement supposer G c (42 =0}, 11 rm.zu de l'hypmoen () que lensemble
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H{4240) ext prévisible. 1l en esc done de méme de Vensemble
GUHNAaZw0).

ﬁl.qu celuici est équivalent & H pour 1& messire p, Vassertion est prouvée,
 Dans Iéaoncé qui suir, les conditions habimelles sur I flation: n'inter-
wieaneat pus. 11 s'agit d'sn énoncé « sans probabilité s,
(22) Twdamionz: Soit 3l c-idial i @ constind par s révions disombrables
w de feamps d'arrét & valerrs daes 10, o0,

On a aloes
dcuyI
o b wond o sl b e par 01U ).

Disonstarrios: La twibu @ est engendrée par les intervalles stochasti-
ques de la forme 10, 7T, avec T temps d'areer. 1l susft donc de remarquet
que la selation
w0 10.71= 10, TIN A7)0 10, ==

leaprime. Vintervale. swochasidue. 10, 7], comme. intssscctian, dPus, easemble
prévisible et du complémentaice d'un éément de 3.

Le théortme suivant cxige les hypothéses habiruellcs sur a flstion. (qui
interviennent pour assurer |mm de la projeetion optioanelle):

(23) Tuboniote: Disigoans par 3 le avideol de fa_tribe . constitud par ler
evsesdles marsbies A gul vérifint la relotien

Plot (f,m)e A) =

e font 15 0L Suppasens e ontve e la fivation (3 wévifc Jox conditions. bobi-

O 4 s

Acoya.

Discowsaarion: Soit F un processus adapté (mesueshle bornd), ot dési-
gnons pac K sa projection

Poue tout nombee séel 75» 0, I varable aléstoric. K, ext une version de

Yespérance conditionnellc de #, par mapport 4 ¢ elle et dane équivalente
iH,punhmuumF &d‘mmlmﬂ:|ﬂ¢nw
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3. - APPLICATIONS AUX INTEGRALIS STOCHASTIQUES

e parugraphe on suppose que la flimtion (7,) védfic Ies conditions
s En outre, chacanc des murtiagales considerées est supposée nulle
en 0, réglée, continue 4 droite.

(3.1) Déristmion: Une mactingile Al de carsé inségrable est dite guari-
custiame & gaachi 81 M, M posside un représentant contla.

(42) Provosivions Pasr inr mertiagale M de caret iniigrable, s conditions
suisaster ront dquinalentert

(6) M 1ot qut-continne & gooche.

(B) Liensembie (AM 70 me intersstion dnamsernfe aree font. graple. de
temp darrt prisiibe (smtrement i i est ll-mnMle nligable, s sems e (4],
p:84).

() Llenssmbde (AM o4 O} est iave-viwmina déssmbrabie de grapbes de tempr de
wrrdt totalswent isceesibies,

Dinowstaamon: Lieasemble (AM 0] est la réunion des graphes dine
suite (7.) de temps d'arcét: par conséquent, pour qu'il soit prévisiblement
ndgligeable, il faut et il suffe que chacan de ces graphes soit prévisiblement
négligeable, cestddire que chacon des T, soit un tomps darés toralement
inaccessible, L'équivalence des conditions (8], (¢) ext insi démoatrée.

processus de- Stieltics, croiseant et prévis qui soit un rem € de
M, A, Cestdire tel que 2 st e le. O & slors, pour
Sour temps darée 7 prévisibl
@3 [ avzap = jay.uup- j (AeApdR,

wie) e e

La condition (3) sigaific que, pour fout temps darsét prévisible T, le
decnier membre de (3.3) est nul. La condition (s) sgnific que ensemble
(4240} est évancscent: mals, epmme et cuscmble €5t une séanion
‘hnhh .h graphes de temps d'areét prévisibles, elle revicnt simplessent 4 ion-
que, pour tout teinps dascét T prévisible, ke premicr membre de {3.3)
Sohonr Lhpeakass dox ol {a) (6) st done évidente,
(34) Prorosrrios: Seit T'ae e e st b o o o i 3y = 37
s, puie tois moitgile M e Soreé ugabt, Tl 7T (4l 0]
et évaaricen.

Dimossraarion: Llensemble [T] 0 {AM >0} est une partie progressive
de [7]: cest done le graphe d'an temps d'anée S prévisible, Ce graphe est
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évanescent, car dams le cas conemaire on aurait
j’A,mp>n.
e
En remplagant M par — M, on voit que Penseable [0 {400< 0) o,
| aussi, évanescent.
N) B G T ol e P 5 3

s casstrsive e wartingale M, boruie of mon feanesceste, ool it
mihﬁhﬁm—»«&k-mdgnmnﬂm[ﬂ pehai

{aM+ 0 cfr]-
| Diuowsraamon: Soit A un éémeat de F, n'spparicaant pai & G5,
Choisissons une version 1/, 4 valeurs dans [0, 1], de Vespérance condition-
nelle de 7, pae rapport & F., et posons
Mty ) = (i) — Vo) e aplts )+
La martingale M sinsi définie répond & In question.
(3.6) Dérmaimos: On dit que la Gheation (5,) oo garismurione 3 ganche

si 00 & I = Fr_ pour fout temps d'arrér T prévisible
(3.7) Prososmion: Lar condiions sivanies sont- iguivalonte

(@) La filiratien (F,) eul quaci-coniinme & ganche,

(B) Toute martingele de carcé isadgrable e1t gasi-comtives & gossle.

Diunurmm«  Supposonis Ia condition () remplie, €t sait M e
11 sésulie de (3 o iny

maningale de 4. que
amrpmmlwmhmngan.so; e Mu@k
M wérific donc la condition (¥} de (3.2), de sorte qu'elle est quasi-continue 4
gauche.

nant que la condiion (s) nc soit pan sempli, st

On vuit alors que la
nmlm(mdhumwummd=p.z,)

anhwnalmvmmuww
une martingale de carré intégrable. Erant donnée une telle martingale Af

o I mesure sasociée & (M, M) (mesure qui est

ensembles mesumbles), et considérons sa

resiziction w1 A Ia tribu prévisible, On diinit alors (voic [4], 33.5) uoe
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Hif b

de Vespace £3(uv) dans Pespace de Hilbert des masingales de carré inié-
gruble (considérées & indistinguabilitd prés). Cette isométsie ext caraerériséc
par le fait qu'le colncide avec I'intégrale sochastique élémentaire sus toutes
les combinaisons linéaires finies de processus de la forme Jjpape wvee 5, T
remps dlureée. Considérons maintenant une sous-tibu X de 1a tribu A des
<t suppasans que tou &lément de X soit squivalent,

4 un ensemble prévisible. Certe hypothise se teaduit par

TVYREO,

oit 710} désigne 'idéal de M, constinué par les ensembles mesimables qul sant
négligeables pour Ia mesure

11 est chair que, dans ces conditions, tout élément H de [3(u[X) est équi-
waleat, pour la mesurc i, 4 un élément K de C(u|%), de sorte qu'on peut
definic (sans ambiguité) lintégrale stochastique de T pas sapport 4 M, simple-
ment ea posaat

Jrzdnefxau,

Voilk un cas pasticuliee de ln sitwation précéiente:

(38) Trwiondams: Supposens g bu martisgale M, de sarvé intigrable, st uasi-
comtinue & ganche, of désiguons par p lo weare aissiide & (M, A,

Toi enseasbie progrestf e alers dguiveiont, pose la mesnre i, & i cxsemble pri-
viribie:

ey o).
Par combquent, Iinidgrale stschastigne [HAM peas tire difiie pows tint procisins
ppartenant & HuIT) (¢t novamment posr tont processus H progressi Borni).

Diivosstaanion: 1L suffic d'appliquer (1) en presant pouc 2 un repré-
sentant de A, M.

Le révulrat préckdent, énoncé dans le cas parriculier d'une le M
continae. (et avee une démonstration différente) Rgure dans le livre {1, Dans
<e méame livie, on montre (par un exemple dif & Martin: Barlow) que, dans
ler hypottitses du théarme précédent, In relation

ACVVHO)

Rest pas toujours vrale, méme si b marringale M est continue. En revanche,
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montre que ceie inclasion et vrsie 41 lu mesute u et absolumet con-
e e 2 4 B, ob 4 désigne Ia mesure de Lebesgue dans 13 tribu
s un résultat on peu plos général:
St M ame wartingale e ored intigrabl, el gut o mente i
contivar par vagpurt & ae e d fype 39 P,
ast mne swesnve positive ¢¢ ofinis dant la priba B0, <=[).. O @ mlrr
Ac OV (0},

e sxppone. v pliz gie . martingale M st guasi-soutinme 4 gonche (o0 g o5t
le i forsque ta mernrs w1 diffe), on @ anisé

AUV .

DifsossranTion =Lw,mnmnun¢vuuml‘idmamum
le Théortme (2.3). On a donc, grice & ce théortae,

Acoyieoy ).
cn résulte, lorsque la mariingale Al eit quasi-continie 4 gruche,
ACOV D) £ B0 V),

ob Ia deeniére inclusion est due & (3.8).

4. - CoMPARAISON AVEC L'INTEGLALE STOCASTIQUE COMPINSEE

manidse de profonger Vinégeale stochastigue reudive 4
‘intégrale

cn géaénl (voir Remasque (4.4) ci-dessous).
Commengons par rappeler mapidement | définition de Timégrale stochi-
.mw(mmmmmmmn.
Wmawnmmmmﬂmu;m Erane donnée
carré intégrable, comidémns In mesure iy asociée 4
ique (A4, M) sinmnﬂ_‘&m,).npm
mdﬁmml'emdcmdunmhgh careé inégrable, .




lindsise ¢ delinic par
) = [0
O fiy y désigne la mesure sssocide 4 I vadation musuelle [M, V],
Paisque cette forme lintnire exr continne, <lle pet étre représensée sous
I forme
£N)= (NIL)

ol L est une martingale de caré inigrable (déterminée par A § indistingus-
bilité pris). On désigne cette martingal
stochasiue

(4.1) Puorostcron: Swppasor gue i sartiagale Al (e aared iatigrable) st
eontinut, Ltaut donvé an procesas F essrable bared, disigrons per. K. a3 profistisn
[réviiibie.

Ox a alors
HiN = KM =[Kd.

Desosraarios: 1 sulfi de remarquer que le processus F7 ¢t 4 projec-
tioa prévisible K définisscat li. méme forme linéaire sur Uespace des. martine
Biles de careé intégrable, car les mesures (peévisibles) de la forme b
distinguent pas  de K.

(42) Prososrrions Daus fes mémer bnppoikdses, suppasie M opiivasel, Alors
Linsigrale stochesiigue |FLAN (difiic & L'aide de (3.8) coincide aver Fintigreie cto-
chattigus. comprasée. FE- M.

Déuosstaamion: . On sait que l'ensemble ot A différe de sa projection
prévisible & est une réunion dénombeable de graphes de temps darrét: par
conséquent, il est négligeable pour Ja mosure assocée & (AL, M. 1 en résulte

Jrzast = [Kast=ir a1,
of Ia demitee égalisé est duc & la proposition. précédente.

4.3) Fropastrion: Swppessas gue Ja martingoie, M. (de corre intigrobls) seit
custione, ef que Jx. mesire o assucie aw proceseis <AF, M st absslnmont contivwe por
ruppert & e e de la forme 5P, o % vot Wit meswws pusitive 1t ofivie dnt

-"(Jib:l)”w ons M mesrable, adapté i borné, techastigne
[HAM (difnie 5 I de (3.9)) csincde wvec Vindigree. stochostigue sompensie FT- M.
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par K Ia projection cptionaelle de H. En
at mmas),mwuqukwnnmmay
 mesute a3 P, dooc sussi pour I mesure

JHaM =Kt = KoM= H-8,

(44) Rusoangue: Dans Ja Fmpnskinn (42), Uhypothise que la martin-
-lr”hmlmulmzmpcnlps remplucée par Ihypothése que A soit
icontinue & s

, Vi que compensée 1.
nlest pas nulle, mhfmhn&{m!d{ﬁmw.‘imrlumduw
gales de carrd intégrable vériic la relation

M= [Hd= [ (et don0.
i




