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Un problema di omogencizzazione can vincoli sul gradiente,
per funzionali variazionali (*%).
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A Homogencization Problem with Constraints on the Gradies,
for Variational Functionals.
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Vick gl 0 s coupis 79 sl di un sisuiaro di omo-
genctzzasione, wlla convergenz ciok per ogal #.€ L=(8) di (@) Serso un
valore 1uf8) i)

® o) o {J’»m D-:Awd[m-um}
ave la funzione o & definita dalla formls
® g, 6= ;:;,{Ll'[_ fiw D
a5
1(8) = [ Tipun (R 39— §: 1-periodics, [ D <¢ q.0.]

(tale inf viene assumo sguale & - os se 98 = 0) (cf. ).
1 sipors & st poriéiv sl e in ol ¢ & limitata, verifics una
minorazione ed f, non negativa, convessa in D, limitara sui timi-
on dipende dalla vriabile x (cf 0], [11).
Nd.l- presente. nuta indaghiamo sulls omogencivzabilind del problema de-
sesitto nel casa in cul ls funzione f dipende espliciamente da tale variabile.
provato il sussistere del isubato di omogencizzazione in oppoiTUBe

quadro teoria genza (cf. [16])-
Varie tecniche gil sperimentate in tale contesto (cf. [10], (1], [4]) vermnno
opportunamente utilizzate ed adamate al caso in csame.

2. - RiCImASI E NOTAZIONT

Sark utile el seguito il seguente lemma clementare.

Lunisaz Se g: B* -+ R & Tperiodica in tutee’ le componenti ¢ sta in
L0, 119, allora, posto £(x) = gbe) 51 ba

&= [nd LMD
e
per ogni aperto Q.
Con il simbolo €(2) denatezemo I topologis indotts su CY(R') dalla me-
erica estesa (o valori anche + o)

(i, 7} = 5up (W) —r(x]|
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con il simbolo C3(@) Is topologia indorm su CWRY) dalla: mevics estesa

mplaG)—rill,  w—r =0 su 20,
+ e alrrimenti .

EICDE
Sia (X 1) i tepologicn che verifica il s
di numcrabilith e xis F, una successione di fanzionali da X s &. Dircmo che
(e ylimsup F(n) = Fx)

se soro soddisfatte le due condizioni seguenti
(&) per ogai mccessione convergente 4
limsup Fy(vb> F() 3
(8) esiste una successione (x)u convergente d x tale che
fimop Fi) = P05
La defsizione di /()= I limint F,(5) & i d (3) & () sowiruendo
limsup con liminf. Infinc diremo ‘che
1) Jim F0)= P

se Fi(e) = (o) = F(x).

3. - RIsuTavs menamoan

Si indichi con Gy Ia dlassc delle funzioni g: R Re—R non pegative,
misuzabili rispettn ad x, eonvesse in » ¢ 1l che (v, ) <o(lsl) con o limi
tata sul limitati. Sia ¢ una fanzione da R* in A; misurabile, 1-periodics, limi-
tata da una eostante M ¢ che verifichi per un 1) opportuno compreso tra 0 ¢

O<maplx) Vw0, 1]~ [{—0 §+0].
Sia () = gl b ponga allora
) () = {0 Lip, (RY): w(x)— & 1-peciodics, in tutte Je variabili;
|12 <wlix) a0
® K= {6 R 0(8) 0}
Grazie alla Propusizione 4.1 di [11], K% 0 inohre K & chiuso,




Sia inoltre, s¢ g G

min [ oG, Dugx)dv, s Eak,
© oof) = ""'J:-
+ o alerimened

Sia g, una successione in G,. Porremo allor per ogni = Lip,, (RY)
(o 2) = P(CHA) ) limsup Gie, 1),

Gl 0) = 1(CHQY) lenink G, 2,

ln[n(xm:m 5 [Dr|<gu go.,
Gy, Q)=
o, altzimenti ;
Sc esiste il Mimite lo denctesemo con G (s, ).
§i panga sncora per ogni # € Lipu(R™)

JolDupoyae, s DucK qo., ¥
Guln @y=1{ &
oo, altrimenti

Aveemo bisogno nel seguito di saffinamenti tecnici di alcuni sl di (1],

Lasia 5,11 Sia (] in Gu. Se u & in Lipy(R%) ¢ £ & wn aperto lipschit-
alane stellato limitsto ¢ Due K qo., allom 6*(s, 0) < + oo

Diosraszions: St @ stellato rispetto all'origine ¢ sia jer D<r<1
:.,tx)--—ivm-.(x~,-:¢

ove yeC®, p0, spt(y)c fx: x]<t) ¢ fydem1 con
i

nmme), ¢ xela {x;,-z',,gu]‘

Allora grizic #] Lemma 3.3 di [10). Dr, & K per ogni x & Ofr, v = #(x).
Si ha allora ([11], formula 3.3)

6 (oo ) <C meas (D) <+ w0

B TS
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i]limil‘epu:—ﬁ:pcipﬂ1-l' i ha. per le propricch di semicontinuith
i Gl )<+ oo
Tronsaca 3.2: Sia g, una suceessione i fanzioni in Ga. Esistono allora

ana sottosaccessione (1) od una fungione di Borel fu: R, R} R con-
vests in , limitata, tli che, posto

Jaukw, Dijde, 3 Datx)e K go.,
O 0= | 2
400, alicimentd,
31 ha per agni we Lip,{R*) ¢ pee ogai aperto stellato lipschitziano limitao
FIEXEY) lim Gl ) = On, ).

Inoltre per ogni » nulla su 20 i b
PEUEY) Jim Gl @)= Ol @)

Drsosraazions: Grazie alle Proposiziont 3.4 ¢ 5.1 di [11), esiste una sor-
tosuccessione (k) ed una funzione di Borel Jui R, B3 = R convess in g,
limitaza, tale che posio per ogai £ aperto liminto di A%

0o, 2) = pup, 1(C@Y) liial G, 2

% 0) = Inf PICAR)) limeup G, 2,

si ha per ogai sperta limitato © ¢ per ognl ve Lip (R")
O (u, ) = @ (n, 0) = O, B)
;}.,(x.onw. wiheeX qo.,
. @)=
+ oo, aleeementi .

Per conchudere la dimastmzione occorre verlficare che se G & un aperto stel-
Iato lipschitziano allora (7 (s, 2) ¢ €7 (s, &) coincidonn esatameate con il

ey lm Gyl 2).
ety
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Poiché ovviamente, data I moaotonla crescente dei G, risperto-ad £, 1 ba

(o0 0 < (CH@)) ik G (r, 2)
se Dag K su £ qo., tisulta O(n, @) = + oo, da cul scgue subito Videntini
cereata.

Busterk allors provase, soito Vipotesi sddixionsle. Due K qo. sa 8, b
disuguaglianza

Ao > I(CHQY) liowsup G (s, ).

Ma i 1al i grazie al Lemma 3.1 i ha che G¥(n, 2] < + o, quindi Ja quan-
tith al sccondo membro & finita ¢ la disuguagliansa cercata seguc allora cubita

dal Lemma 3.2 di[11].
Per provarc I'ultima osservazione basterd dimostmre che

reeay) lim G-.(--‘-’)"(C‘(ﬂ)) lim G..rv 2

sl osservi allora innanzitumo che 1| (CY0)") limite & sempre inferione sl
r(c:(n;) limiteinferiore, quindi s¢ Dug K q.0., essenda il primo + oo
il secondo non. sari finito,
amm 0 Da K g5, ¢ quindi (s, 9)<+ . Poicbd [l Leen-
ma 31 di11] evmumpulrhmru “limsup relativi 4 sottosucces-
sioni (e} di {3}, +i ha subito Vasserto.
Vale innltre il seguente

Teania 33: Sia g G ¢ rlsult fnoltre 1-periodica in tuite le companenti
rispetto alla variabile x. Sin pee ogni 4 in Lip (/A%

[ottn, Dajie, se [Dal <y g0,
Gy(m, By =t it
4om altrimenti .
Allor per agal # ia Lipu(R) ¢ per ogni aperto liptchisziano scliato limitata

HEHQY) lim Gl £) = Gl 2).

Tnoltre se w0 5u 22

PGHEY) i Gl 0= Gl 2).

e e
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Drstosruazions Assegnata una successione {fc), esiste una sottosucees-
sicne {by,) tale che grazie al Lemma 6.2 ¢ alla Proposizione 5.1 di [11] i ha

Gl D <O (o, 9) = G )
3t pud alloma concludere come nel Teorema 3.2 che
Gulos ) = PGLAY) i Gunf0, D).
Gﬂl‘dedllﬂamﬂﬂ di {be) si pud dedurre infine con un ragionamento di
compattern, ehe

Gl () = P(EXAY) lim Gifr, D).

Lultimo asserto non & nieataltro che il Lemma 3.1 di [11].

4, - Ti RISULFATO. PRINCIVALE

In questa sexione supporemo sempre le seguenti iporesi:

4) Qo Rk un aperta limitato lipschitziano stellata ;

) f Rx Rx B: -+ R* & uoa funsiane misseabile 1-periodica (in ot
Ie companenti) nefla x, continua nella y, convessa nclla g, limitata sui lmisa,
werificante inoltre le seguenti condizioni

| £ 00 D= Fls 3 0l <, Ln—nl) = (D
o gz BAR" = R 1periodica e le componenti) ¢ sommabile su
s, ) & crescenie

[0,1]* aella x e tale che g e lmelx, /=0 qo. in x:
m: R, = R, & crescente ¢ st el ety

8§ g R‘—R‘émﬁ:miommbnﬂhikl1fﬁ“d’(mw]*m
poncnti) limitata da wna costante M e tale che per un opportuac ¢ con
Oche)siba

0 mpx) Vocw [0, 1]~ [k — ] + 6]
(%), K. o 3000 definiti eome in (4), (5) @y

Si osservi che grusic alla periodicitd dells funzione o ¢ alla s somma-
h].ln! posio

ol /) = pliec, 1)
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+i ha che 5
alnn= [enad in LX2)
i
pet ogni aperto 0.
Lnoltee poiché lim a(x, £) = 0 ¢ g & decrescente in 4, si ha subito (conver-
fgenza dominats) ™

Li 3 =0,
.‘P.'"‘_l:‘_'U Adr
Nel seguito porremo
A= Nng,  ne)=eth).
Per ogni « in L(R%) e per ogni r In Lip, (R%) definismo
J.v’.(xmﬂf)b‘ s |Di<m go.,
Al s, )=
doa, altrimenti,

#(r, D) = D)) liming §(,w, 0),

#lnr, )= P(CYE)) limsup ¢y (s, 3, 9) .
& quando /(n 5, ) = (w5, 0):
$05, B) = PCYQ) ) lim fyin,», ).
Con | simboli ¢}, ¢}, 4, denateremo le stesse quantitd ma caleolste pells topo-
logh C}(). Porzetma inoke
Fyley D)= gy v, 1)
£'(5, @) = L(CXAY) Limind Fifw, 3),

£ By I(CHER) ) limsp Fir, )
< quindo F(s, G) = F(r, )1
Fle, 0y=1(CY@) ) lim_ Fif, )

Con § simboli ), Fj, F, denotercmo le sesse quantini ma calcolnte nells
ropologia CH().
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Lesun 41: Se e LE(RY & o Lipu(RY) | fomvional
e mnd),  W-F(nn Q)

sono continui rispetto alla convergeaza uniforme., Inoltre ¢, ¢° sisulano fnit
3¢ ¢ solo se Dre K.

Drsosmazone: Basterd considerase il a0 relativo a ¢ poteadosi magio-
pare unalogamente pet ¢'. Sia innangitorio Pre K, & = sup la] ¢ L tal che
e
Lz sup{ [l Qi xe @, D<M jl< M)
Si ponga allora

Lomis(@) x| Dsj<m,
Tw 2= [_‘_a‘ s
pet il Teorema 34 si ba

FIENO) lim Tite, )= (0. 8)

Lomis(0)  se Prek,
it {.{.m, alteimenti.
Dialims canto Ty(e, £)> 40 r, 2) € pestanto ¢'(w, #, Oy< T(r, 1) da cui segue
# 0 Q)<+ o
Siano #, € Lin(R%) ¢ (1] una successione di funzioni in Lip,.(RY), tale che

1Dr g 4.y ry=er in () con Linialh( &)= F g 0y )

Sia e LI(RY) ke che exs sup () — af)] < e Allors
o ) <l o £ < (5 )+ ot e nth)
da cui
$ oy m, D o, Dycrnin (@) [ oln )
e

da cis segue subito la contiauitl,
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Suppoiamo o che D K. Allora ¢/(n,», 8) = + os.
Si panga infatt pes ogni w in Lipy, (A%
se | Dol <y
‘('99'{ s, alwimen.

Allors. per il Teorema 3.4,

PEXaY) lim 8,(s, 0) ~ 6r, 2)

se DreK qo.,
il Bt BT
Dialtro canto. By, ﬂJsé.tw.f-’J- quindi (s, . 2)>8(r, B) per opni u e
peranto #'(a,», 0) = +
Lesnsts 42¢ Per ognl e Lipy, (R 5i ha
Fud)=¢manl), Fad)=gme),
Fofon 2= oo, 1) B 42 = i, 2) .

: Proviamo la prima identiti. Sia F(- m )<+ e allora
esiste {s)c Lip, (RY) con (Dn| <, 4.0, € -+a in CXD) nale che

Plw, 0)= Im.xEn!Fl(- i) = [iﬂ:inf#_(r,,r“ a9y,

Sia

sap )= n9. Alloss pes ogai m
9'(”.nJ<|;m_.'nr¢,(..v.,.n;d:m.:uf(.;nr;!,m_ e, 9)) =
—FewH(WLm )y s (2).
Al limite per s oo 5 ha
# 0w )< F i 9).
Ma allora ¢'(nw, 0) < + o= ¢ 1 ottlene allo stesso modo la disuguaglians
F(m, Q) <(on, 1, ).

s i o
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Nel caso in cui (s, 5, )<+ oo si ragiona analogamente. Seguc anche oyvia-
mente )=+ o allora F(m )=+ o= € vicevessa.
si provano in maniera analoga.

Le altre identis

Lesisaa 43 La funsione a verifica la seguente stima

(exlSi B —w(f D <ald) [ o(nH—SDd -
wie

Disosraszioes Sia » tale che [Dajy quon, w—-x-¢ Lperiodica ¢
inoltre

oSy &)= [ [0, Dayake,
win
Allora

@S, E)— ol

Heets, H— [ f(a 8y Dajaes

i
< [ U605 Do — flos 5 Do)t [ ol 51— ) -l
i e

Si pongs per ogni u in LL(R")
[ws, Doy se DreX qo.,
Fal,, 1) o
o altriment .

Lesa 441 11 funsionale & — Fu(n,#, &) & continuo tispetto alla conver-
genza unifirme.

Dusostrazione: S¢ Dre K q.o. 12 cosa segue subito dal Lemma 4.3.
S¢ Dvg K qo. i ha allors identicamente Fuli,r, ) = 4 =

Leseaah 45: Se u & costante allora per ogai r in Lip (R
#n v, ) = Falw v, 4) .
Tnolire se p.m 0 56 821 (b, ) = Fulwo 7. 2).

Disosrmazose : vuuxa.frx.s F( 4, € 3 )= Sl g Sin
allora per ogai # i Lipy (R

[ie Dmyde, 1o | Dol < g0,

+ oo, altrimenti -

I vists del Teorema 3.4 applicaio alla successions Fi(v, £), posto per ogni ¥
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in Lipu (B9
F('.L'J-I

‘[..q.r,m*, se DrekK qo.,
+ ey altcinsentl,
Py, Q) == DENE)) Jim Fiw, 2)
& dunque
» Fulw 2, 0) = pn. ).
Tnaltre s n =0 su 32 si ha anche
Pl ) = Fulu, 0, 0).

Lessia 4.6: Pee ogni win Lig (RY) costante & trasi su insicmi lipschirziand
& pes ogai o in Lip,(R"), $nr, ) esiste e s har

o, )= Falw v, ).
Inoltre se # = 0 su 70, allom dyia, v, 2) = Fulw, r, 2).
Diosraaziose: Sia (k) un'estrata il (5] ¢ si ponga
Jelx )= flbuwwdi ) o
Jasones e pri<o g0,
+ oo, altrimenti

i) ..l

Alla successions { fe} 51 pud applicase il Teorema 33, Esiste allom un'estramm.
{by,} cd una funzione di Borel u: Ri+-K — &, convessa in ¢ « limitata tale
che pasto per ogni # in Lip,, (U
[l Do, e Drek qon,
Finm={a
+ oo alttimenti ,
i ha per ogai # ia Lip, (R") ¢ per ogai aperto 2 stellato, lipschitziano
1(CHAY) fim P, 4) = Pute, 9)
© inoltee se ¥ =0 su £0

1(CUY) lim Fofe, 0) = Fulr, 0).
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Se & costante & tratti su insiemi lipschitziani £i ha allora passando ai punti di
Lebesgue ¢ spplicando il Lemma 45

Jue, D) = ea(u( 1)
& dunque per le funzion) comnti a trani si ha
Folr, @)= Fuln,r, ).

Si pnb l”ll!l concludere, essendo Fu indipendente dalla sotiosuccessione. h),

& cosant a tratti (s, 5, &) esise per ng... » i Lip, (R

L m.u.ﬂ) Fuls 7, ) od incltre che se b su P2 b O =
= Pl ).

Tronesa 4.7: Per ogal win Lip, (8% esiste Flu, 0) e tisaltn F(s, 0) =

= Fulu,n, 0.

Tnoltre so # =0 su 80 esiste Fyfn, ) ¢ Fuly ) = Fali, , 23,

Drusosrnazons: Segue subito dal Lemma 4.6 ¢ dal Lemma 42

Tromia 4.8: Sono le ipotesi 4), By, ¢) una sottosuccessione convergente
) di solavioni dei problemi (& L%(R")

B { 5[ e ), Do) e 4 ;"(-‘f)l(k}d.l
i

converge ad una soluzione di problema
i { [ofuta. Do)+ [ofautrid] -

Inoltce i valodi minimi convesgono al valore minin,

Drsostiazost: 11 teorema segoe subito dal Teorema 4.7 ¢ dal Corol-
lario. 24 di [16].
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