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Functional Estimations.
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INTRGDUZONE

{— 0, + of funzioni}. $i con-
fanzioni (g, 8), ove g2 D,c

o[ ooy o0 € b1 Dyc Z o jm o0, 50
crista Z,0.Z con A\Zye % ¢ per ogai 2> 0
exiots wie 4 per <ol
R <add+agld)  perogni Le B DAL, 0 Zy
Tale condizione, se si considerano 7 = T X, R = (5 X1 Set, () =0}
(ove © & una oalgebra su 7, i £ [0, + wa] & una misues, X & un in
sicine), i = fat Tx X ] 0, + oof Fanicioni:
0 cafsy ) m alr, ) 8 B, R) per ogni x, x'eX],
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sia del conceteo i jone integrales con-
idero i Bedocehi ¢ Lasry ([BL] (c-p 1, ii Defnigione 1), o cul 4
rimanda sache per le ragioni che hanno indorto ad introdurre tale condizione
(commenti in fondo allaricolo)), sia di una condizione considerats da Cesari
< Suryunarayana (3], (G2) (8) (cir. Osservazioni 1.2¢) ¢ d)).

Si studizno varie proprith di questa condlaione, anche nel csso in cui
Zm TxX, %= (SxX: Sat, u(§) =0) chwmcwpﬂcd rela-
xione ad aleune classi A (legate & spasi D, R) od 4 spezi di fonsioni mise-

o4 valari i R opprc costtutte da fussioni mille,

i cncati 1d un fasato sortoinsieme

6, 1:8 ¢ 1.12) che permettono, fra Faltro,

uno studio dei legami della condizione introdotra con la condivione di Naguma
(Osservazioni 1.74), 110 e 1.13 hJ)

della condizione introdotia sarsno studiste in [BAGL, [BAT),

Altre peopricsh de
[BAS] e [BA9].
Aleuni dei dsultati del presente lavazo, di [BAG], [BAT], [BAS] < [BA%]
sona legati & rsultati di (BA3, di [BA4] < di [BAS.
In [BA3] ¢ in [BA4] s mostra eome le « maggiorazion] imtegrali» siano
legate all'ipotesi di Nemytkii ([BA4], Osservarione 2.4) ed alla continuith
degli operatori di Nemytski ([BA3], Teoremi 3.7 ¢ 3.9 ¢ [BA4), Tearemi 2.0
e 21). ln mu] s Iq‘ favece Ja « muggionzione Integrale » u probiem di
calco o, geocralizmando cotl fra Paltzo alcuni sisubari di Ber-
Hocchi & l.nq (IBL], Cip. V).
Auche ia [Ba], ove si provano risuleai di caleolo delle variasioni, & uiilie-
zama la « maggiomazianc integrales.

Desiderc ringraziare il Prof. ]. P. Cecconi, che ha disousso con me i
tat] del presente livoto,

sl

50, - NoTazion: & PRELIMINARE

0.0 Norazowa: Sia Z spazio vertoriale wpologico su K. Allors 2 indic
il dusle continuo di Z, #(Z) indica Ia topologia debole su Z indotta dalla dus-
ith con Z'; s¢ Z & uno spazio pormato su K allora fgf, indica la norma in 2
di g6 Z, 1(Z) indica In topologia forte s Z, Sufe, r) = e 23 [g—sh<r]
(a2, r>0) e (Za, 1(Z)) indicu lo spazio twpologico tale che Zu= Zu {os}
{oog Z), L) = ${Z} U [ZC: € chinsa ¢ limitato di Z}, 5 sono.
insicmi, € & una calgebra su 7' e S & una walgebra su S, £ indica fn
it pickola salgebis sa 78 che contiene Is clase (A% AL, AeA);
3¢ Et, {e Indica la c-algebiea indots su & da £; 5e /e R & un intervallo,
i indica con £/) Ia a-algebea di Lebesgue su £, Se E, F sono insiemi, G ¢ E,
DeExF, allors 2¢ indiea Vinsicme deile. parti di 5 se f £ — F & un’

plicazione, allora f. indiea la restrizione di f a G ¢, $¢ H2f(G), allora
Jant G-+ H indica Vapplicazicne tale che fuo(~} = f(x) pes oai x£ G; 3¢ K
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un Insieme e 4: B = K & unspplicazione, allor (;£): 5 -+ Fx K indica
r-pplhm-nr wle che (f.i)(ar) {f(x. itx)) per ogni xe H; ider B+ B,
pra: Hx FeE & puts F indicano le applicazioni tali che .a.(x)=,.
per ogni x'& H, pralx, ,)7\“ pre: ognl (¥, e ExF;
= {y= F: ()2 D} per ogni xe £, D 7.1)9 B pec ogni 1< F;

B(E) = {4: Dyc B [ =2, + o] funzioni},
BB = {5t Dyc E s |- o5, + o] funsinn) ;

s¢ g2 G(E), allora § indica Velemento di H({E) per il quale risula
Dy = [va B: gis)>— o) U(BND).

3{:31-;(;1} sexe D, &l che gl > — o, 7)) m + o0 de xCEND,.
spasi vettorlall topologici su R, localmente convessi fn dualici;
-~ mdm i confugaza di Fenchel (rispetto alla dualich di 1 con U) di una
ne — o0, +4-2a] ¢ 4** indica Ia coniugara di Fenchel (man
alla duslitd dil 17 con 17} di * (se si omente chi & U
Se (£, 1) & un spazin topologico, £ c Z, sllara ¢
Fda 5, B

omettc « 2 e noa « sane confusion), B(¢) indica 1a o-algebra
di Borel su (2, &), 42 indica a topologia scquenzialc relativa a  (ciok Ia topo-
logia 50 Z i cul chivsi sono gl insiem sequensialmente chiusi in ). Si eon-
viene inoltre che sia sup @ = — co & infll = § oo

0.1 Dernuzoxe: Siano © calgebea su T, (X, ¢) spuio wpologico,
JiT-+X. Allona f si dice {-misurabile se /'(A)eC per ogni Awgp.

0.2 Dersizmonn: Uno spazio sushiniano & wno spasio 5 wepologica T,
tale che esistano uno spazio P metrico completo e sepamabile ¢ un'applica-
Zione g contiaua ¢ surgettiva, g PS5,

0.3 Dervzione: Siano € oalgebra su T, pi €+ [0, 4 =] misusa,
421, =2, Allora si indica con £ [risp. L3(0)] o spazio delle [sisp. lo
spazio delle (classi di equivalenza dij] applicazioni g2 T~ [— oo, + o] che
siano. C-misurabili ¢ tali che, se T, = {re T: g R}, si abbia s(T\T.) =0 ¢

£ Ty [g(B)fE R sl sommabile se 1<g< oo,

16 T, [z W) R sia essensialmente limita se g oot

+ o], allos si indica con L4(w, A)c ©n) [risp. Lr(n, A}c
eme delle [risp. Pinsieme delle (classi di equivalenza di)] funzioni
ru— =5, + 2] di ©(u) [risp. L2()] tali che a(r)e.A pes ogai [cisp. g.0.]
teT.
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0.4 Toonsyst Sitno ¥,1 R [— s co] fanzioni (ucN) mli che

Jm 9,00 = + oo per ol w e M. Allos caiste 2 R— [0, + o[ fenzione
Tale che

i ¥~ + o=,
per ogni ne N esista x, € R per cui

WL < W) 6w >N

Dnaosemaziont: Sia D: R [0, -+ o] tale che

sup{beZ;i min (K {): F€ {0, h—1} > B} se Ful)> 1
{n e W)l

D) =
Alloss, teaeado conto del farto che

min {#3)? 5 0, .y )} min {961 7€ (0, w4 11)
per ogni xR ¢ pee ogal ke N,
se AW ¢ s %,eR & ule che

i (,)¢ 76 Oy ooy AJ} - 41 per agai 3>

risulta che
A0 A+1<OW<HL)  per ogl v,
A1) k41 <PEI< W) perogol x>, per il quale dx)

ave le ultime diseguiglinze di (04.0) ¢ (0.4.1) si possan provare cosl per
opai x> 31

se Ds) < + oo allora

@) = max (e 2. min [9): £ 0, o, B— 1)) > B)
« pertanto, visto che $(x)— 154, 1 ba
D) < min (P () i 0, s D) — 1 < W) &
3¢ B(x) = -+ oo allons, dallx definizione di @, se e Z,, bk 4 1, risulua
b2 mie (# () 1€ {0, ooy b 11} < {#,0): A€ {0, s )} < W ()

© pertanto ¥(x) = + e=.




Basta ors considerare Wi R~ [0, + oo] e che
() = win {(x), O(x)) per ogni xe R,
ave s R = [0, + el & unn funzions ule che lim (<) =+ oo {ad csempio
0(x) = || per ogni ¥e &),
05 Teomeaa: Siano EcR, gi E-» |- =, 4 =] funzione ¢ sia

1) wreE
PR O T At r= )

Allora:

4} se & debolmente crescente, risulta che (pe)**[s & debolmente cre-

&0, 3¢ ¢ ammette uma minorante affine ¢ sc

Jin Tt o,

©5.1)  esiste a2 R+ R fanzione affine strettamente crescerie, afa<y ©
i O

& 56 inf B = — o, 30 g ammenie una minoranse affne ¢ s

052
i ha che

d) e nfE = — oo, sup B = - o5, s valgono (050} ¢ (052) e se ¢
& inferiommente limitata sui sotoinsiemi limitaci di b che § ammetic
una minorante afinc;

#) se K & un intervallo illimitato & destra, se ¢ & strettamente crescente
e e vale (0.5.1), risulia che (pu}?*], & stoettamente crescente.

Disosuazian: ), b) € &) Se g= -+ o= (com che pud vedlficarsi solo
pet a) ¢ per B)) Ia tesi }avvu. s: :lqrrmllp alloa g« + oo Per [ET] (Cap. 1,
Definizione 3.2 ¢ Propasizione 4.1),

©53)  (pa®

(1) = sup {alr): u: R = R affine, ajg<q)  per ogni 1eR
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e quindi per provare s), 4) € 4) basta provare che nelle rispettive iporesi val-
gonn tispettivamente i tre segueati fatti:

©54) mup fa(e): ai R— R affine, al<p} = s0p {a(r): u:
affine ¢ debolmente crescente,

(05.5) esiste 7, 0 tale che per ogai #3 7, esista Jye R per cul
st bicy(r) pes ogai ve s,

(0.5.6)

E & ke che plr)e R 5 ha che

(th<plra)  per ogni ve - o]

<, 3 (pa** non & cortante, esiste 7, > 0 tale che pee ognl 48 10, 5
csista bye R per

dehacgl)  pes ogni reE.

$i provert dapprims che, oellc pous di ), e (054,

=—ocoesex: R—+R & un funzione affinc strettamente decre-
wmu. non & vers che aly<gp, poiché se 7,6 B b mle che g(r) < + oo i ha
che le) <p(r) pe ogni re |-, 7] A £, mentre lim afr) = + oo, Per-
tanto in questo caso

2z R = R fusssioni afini: o]y <}

~ {2 R~ R fanzioni afini ¢ debolmente crescentis als<g)
e quindi vale (0.5.4).

Se invoce inf £ > — 2 & ¢ &t R -» R & una fansione affine strermente
dectesceate tale che aly <y, allora basts considerare ay: v R v+ sypa; s ha
infutl che %, & una funzione affine ¢ debolmente crescente,

alizals € mle<p
(questultimo fatto «i oitiene tenendo conto delia debole crescenza di ).
Dungue anche in questo caso vale (0.5.4
Sc ora valgona ke fpotesi di 4), da (0.5.0) segue che per ogal 93 0 esiste
To8 B [0, + oof tale che
w{r) > dr  per ogni ve B [rs, 4 oo
e 5e 4, ne R sono nli che

Irbusp) perogai red,
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basta considerare 74 /0, -.=(u a;,.*,.);,u (355 34) pe verificare (05.5):
infatti se 47, € sc re £

i besbr< )
& se 1 BN oo, tenendn conto che
brathctnnt (- vt p=inutpeche 854,
#i ha che
drdhachrbp<pt).

Valgeno e fpoesi 4 )3 (152) s che pr ogni §2-0 xme 1y £
A J— 0, 0] rale

#)>dr  per ogal ve BN |- oo ma]
e % 2, weR sono wli che
Arfp<pls)  per ogni re

per (0.52) si ottiene che A>0; pertanto, se r,e £ & ule che ¢(r) e R € 3¢
a: R+ R & una fanziooe affne, «ls <y, risolta che

alr)<atrd <ol per ogni e I o]
¢ quindi da (0.5.3) si deduce che

(pal**(E)<plr)  per ogni re |-, ]
d & cont soddisfarma 1a prima parie i (05.6). Ors, se (g*" non & costance,

esiste una minorante affine stretmente crescente per ; siano allora in. tal
caso Ay, i< R, con Jy>- 0, tali che

Jrtug<p(t) per ogel 1eE;

considersado = &y, by = ((lg— A1+ ) AD (0 din), & vesibieata dnche
1a seconds parte di (0.5.6), visto che se D=8 <y € se 16 B - oo, 1o 5i
ha che

S+ i< glr)
e se re BN [ri, + oof, tenendo conto che
Sro bt (g— ra+ g =davo iy € che S22,
sl ha che
e b <hgr -+ pyple) o
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) Basta tener conto del furto che da (D5.0) ¢ da (0.5.2) segue Lesistenza
di e Enj-=,0] ¢ di e En [0, 4 oof nli cie

giry=7  per ogni reEn (1 = nl Uln, + ={)

< allom.

ek ([, dof e —r)AD)<plr) pee opai ra .
¢ debolmente crescente. Tenendo anche

asnurdo existono 1y, 0 B, 1y wry

{ry), risulta che esiste 5, intervallo, Koc B wle
nf £,  inf E, inf Bu By se inf Be B, (g™ ()= (ra)" () per
Sia o rye By allom (v > ()" (r,) per & strenta crescenza
di g3 dnohie, se & & come in (0.5.1), per (0.5.3) i ba che

4) Per #) risulta che (g,
conto della convessita di
e

afr) < (ga)* () = ()

)

e permanto calsic g, 13 e che 2(oy) = gira; si consideri oma 2y R~ R
affine tale che

afrgd = (el )< slmd<alog) =g -

Allpea x5, s s <l o s 5 & SECTEmETIE crescente ¢ quindi

S R LR AR
el ge i S o) = (9 (0) <) < -

Pertanto 2, <g; ma d'altes parte

Zramen > (7

il che & assurdo,

0.6 Osservamone; Colgo Poceasione per canreggere l'enunciato del Teo-
rema 48 di [BAL] (che sard wiilizauto nell'Osservazione 1.74) del presente
lavoro), che appare senza lipotesi di picudo-metrizzabilith sullo spario (Z, &)
11 fatto che tale ipotesi non forse soppeimibile e gik stato fao ostervare
in [BAI] attraverso il successivo esempio 4.9 a); tubtavia successivimeats mi
s0ma accorta che csa potevs essere sbbondaatemente rilisaia in modo &
metere a4 esempin 4 2 di esere o spasio di Busach 0 R con dusle 7
separsbile ed a  di essere la topologia #(Z): fomisco pemamo nel prossimi
numert | deutagll di tale estensione.

per-



e
Rileggendo I dimoitrazione del Teorema 4.8 di [BAI] i p..,. osservare
che Vipotesi su (Z, %) viens utlizzata solanto per provase che
(060) e z: T—Z sono applicasioni C-misurabili (ve N} ,
se gz T'==Z & un'spplicazione tale che
(=l TR o gl ETS

allora anche 7 & Cmisurabile
(per agai insieme T e per ogai c-algebea € su 79,

0.7 Teoreya: Sia (Z, %) uao spazio topologico tle che
(0.0) per ogni Ae § esisann By B() (ke N) ali che
l.;J'ﬁ‘ —A, BrcA (keNy:

allora (Z,7) verifica la condizione (0.6.0).

Drsosrasmose: Shno € algehes su T, g2 Ts 2(-=M,ﬂumm
Cmirarabili ¢ 4ia 1) = lim 2,0 in ¢ per ogni /e 7. Sia A tlora -
sulta che:

e Tigeadt =l U 1) (e T: 2= Bl et,
=

ove Puguaglianza si pud dimostrare nel seguente modo: se 7e 7 & tale che
2(f)e A allor per (07.0) eiste ke N tale che g e B ¢ dalim parte,
esseado 5(7) il limite in 2 dells successione (,())uen, fisolea che () & il
Eali ncc in 2 dells sacceiiont (.(1).un € perines cxbtc e mle che
per 4= N, n > b si abbia 700 e Bic iceversa se fe T ¢ nale che esie
voanes & Be N tall che 5, ()¢ B, pes ogni #e N, b allom () = lim z.(t)e
e B A (per (07.0).

0.8 Osservazons: Si noti che I condizione (0.7.0) per uao spuw topo-
logico (£, ) & implicata dalla sogueate pit semplice condizione:

(080) per ogni Al existano A6 7 (£eN) i che
UdymA cconAcd (keN)
-

(infiti per verificare (0.7.0) basta considerare B, = A, (ke N) ¢ tenere conto
che, exsends 57 37, risultn B, 65, By e b

BB = A e A per ogni
ke N).

Dialisa parte & facle verlficare <he, 3¢ (,8) & uno spasio topologisa
pseudo-metsiezabile, allora (Z, 3) verifica (08.0) (¢ quindi anche (07.0) ¢
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che esistono spazi topologici (7, £} che verificano (0.8.0), ma che non sono
.metrizzabili,

Infatci se (Z¢) & uao spazio wpologico, se ¢ & um pscudo-distanza che
induce la topologia £ € se A evasidesase

pet ognl keN-

Viceverss busta comiderare il seguente spazlo topologica (2,

= (f: R+ R funzioni] ,
=)

e R, Uy U, apests cuclidel di R};

& ={{f: R—R: fx)e U, pex ogai iw 1

neZ.,

(2,2) nan & paesado-metcizzabile in quanto pon & & base numerabile di intosai
D'akra paste i proverd ora che' (2, £) verifica la condizione (0.8.0). Sia A
allora esistono e Z,, Xy, %, & R, Uy, o, U, aperti uclidei di R mali che
R+ R: f(x)e U, per ogni i {1, .., )} sia d In distanza enelides
= 1/(& + 1)) per vgni Fe{1,..,n), ke N
R R: [(x)¢ Uy per ogni fe {1, ,q]} p« ogni ¢ m
Rinin quindi che Aye { per ogai ke N inolice U, sia infatti fo A,
Koo N ull che f(x)e Uty e L.A Gefl e m) e
i infine per ogni £= N i ha che :oTcA visto che

allors esistano &,
pestinto £ & Auu

{fs R R: ()= Uip per ogni e {l, inl) =

=N/ R=R: flsje Ui}

(2[R~ R f{x)e (RUa))

& un chivso di £ contenente 4, ¢ contenuto in A,
09 Tronesiat Sia (Z, 2) uno spazio topologico tale che esistano Zu & $(0),
2 vequenziskmente chisso in 3 (M & N) pee cui U Zu = Z ¢ per ogai 2ur

Z.(eaN) con .+t esivmazo MeN ¢ e N ull che. per azse
S 24 inclte gt ogl M e 1 spario, soreloglco (e, Clc) yerkehl A
condizione (0.6.0). Allora (Z, {) verifiea Ia eondizione (0.6.0).

Diosraymonn: Siano € a-algebra su T, &, T Z (ue N) applicariont
Cmisurabill ¢ sia 2() = lim 2.(1) In 2 per ogai re T. Per ogni Afe N sia

Ty 0 7 esista ()2 N per cui 2.04)€ Zu por ogni > ka(fl} «




——
Allora

UTu=T e Tu=1 (] FeTigcZ)et per ogni MeN.
e ey

Tnoltze 3{/)e Zi per ogni /e Ty, poiché Zy & sequensialmente chiuso in ¢
(e Ny

Si mostrerd ora che
O30 oy Sl bl (oo lis el 30 23) e

ogil. MeN ¢ pex ogal Ko,

ove s () (r2 T: 2.0 2l (M, ke M.

s Mo R . Ak o oy o L 2 i e e N
& ot = i gs() in Gy Pectanto (10.) segue dal facto che (Za, Cr)
e (L0 €l £ b i e (w40 et sl

topologia Iy, v Zi) (qm ultima. < pud provare nel seguente modo:
Aeip, allora existe A’ tale che A = A'0 Zi ¢ quindi

(Rmedrua e M) = i (AN Tiuel (we N}

Sia on Al Mlors, tencndo conto del furw che U Ty T, 5t b ehe
T = U (60 T = U (£HAN 20 T)et,

Mappurtencuza 4 € delluhio membro segoc da (0.0.0), eveada AN Zue
sa.,, pez ognl MeN.

0.40 Teonewa: Sia (Z,0) wno spazio. twpologico tale che (A, 2l.) sia
spazio di Lindelof per ogni A e{ (cfr. [K], Cap.], Definizione subito dopo
il Teorema 1) ¢ tale che esistano ] insiceme, (2, 3,) spai wpologici che veri-
ficano, In condizione (0.6.0) (j& f) € ¥,: Z -~ Z, applicazioni tali che [ sia
topologia inizale delle wpologic &, risperto alle @ (,:1) (rfx [Bo], Cap. T,
§2, Proponizione 4). Allora (Z,8) verifica Ja condisiore (6.0

Dioiosraszions: Siano € o-algebma su 7, g,: T —= Z (s2 N) applicaioni
Tmisurabili ¢ sia () = lim 2, in ¢ o cghl 14 7. ‘Allam, Stseado 0, oo
tinue (e, /), siulia che s o0 Comicbil per ogoi 1o N, £/ € e

pante. (0,20(1) = Em ($,52.)() In &, per ogol s T (fe)); quindi dex &
Cmisurabile per agm;e,r Sia oma A€ L. Allora, poiché § & b wpologia ini-
ziale delle topologie £, rispetto alle &, (,-ej), A & unione di aperti della se




guente classe

4 -[r'Mr‘(A.J: KEN, fic ], Ayely G

24}

ed, essendo (A1) spazio di Lindalof, eslstons A4 (o N) uli che
A A, Pertanta

A= (U] = Uriead

© quindi per concludere hasta provare che 7 '(llJrL per ogni Pe 4. Siano
allora £€N, ficf, Aye, (o0, s k) risulta ch

(107640) =010 = 0,0 A o
e s conclude.

0.11 Ossmnvazose: Olte o quanto gil notato nell Osservazione 0.8, st
pub osservare ches existono spasi (2, sopologici 7, ¢ non merzabill cbe
werificano le ipotesi del Teorema 0.9 tali ipotesi sono vesificate infsui da spazi
(Z.2) per cui & gid noto che vale | condizione (060}, come ad esempio da
spazi (2, #(2)) (Z spazic, di Banach su R con 2/ separsbile, Z di dimensione
infinita) (cfr. [BAZ], Teorema 2.1), che son T € non semo meisizzabili.

£ intanto ovwio che, se Z & uno spazio di Banach su R con 2 separabile,
risulta Z = q’j.{ﬂ W), 5{0, M) B(Z)) = B(e(Z)) (ove Vuguaglianm se-
e da a) del "Teoremna 1.0 di (BAZ]), S0, ) & chivso in »(2) essends
<hiuso in 1(Z)  canvesso ¢ quindi & anche sequenzialmente chiuso in #(Z) ¢

infine {50, M), #(Z)lizam) & metizzbile essendo Z' sepambile (Mc N) ¢
quindi (Z, #(Z)) verifiea le ipotesi del Teorema 0.9 D'akms parte, te Z & di
dimensione infinita, (Z,8(Z)) non & mewrizaabile, in quanto non & o base
numerabile di intomi: infatti gli intorni di 0 in (Z) sono wii non limitat
pe [R] (Cap. TII, § 11) ¢ pertanto, se 5i considesanio AL intami aperti
di 0'in #(Z)}, WxN Vinsieme disetto con Veidumtaczia | (W)= (Vm) se
Uct e n>m, per ogal (U, 4)eUnN elite Zpue (255,

riml che

i 0 in w(Z), tim g,
™ B

per cui mon caiste alcuna successione estratty da {gp i n MENITE SO
{Z,w(Z)) fosse 2 base numerabile di intorni una rale estrata dovrebbe esi-
siere.
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§1. - MAGGIORAIONT FUNHONALI
1.0 Dernvizows: Siano Z insicme, K02, A0 8(2).
&) Si definisoe
MR, 2, £ = (g o 02 % X(2): esiva Zyc Z con Z5Zya &
& per ogni £ 0 exista g,z & per cul
Bg) <ale) +eg() per ogai ge DO DN DN Z)
$i notl che s¢ A = {Pe0(2): csisa ayc 4 per coni D, c Dy, b{g)<aylt) per
ogai £ D,), tisulta che
MR, Z, Ay = M(%, Z, &)

(cfe. anche Osservazionc 13/)).

B Se M MR, 7 ), < diee he gli lemeni di & equisppanteagono
a MR, Z, &) sc siste Z,C Z & tale che per ogal (5 5e X ¢
p:rumz)“ulsh-,u,ct(pﬂcu it

bR <D +eg®)  per ogai xe DN DN D02
Si noti che gli elementi di & equiappanicagono 3 M(R, Z, A) 5 € solo se
equisppartengono 4 M(R, Z, &) {ove & & come in ).
1.1 Osenvamosa: Siano 2, &, & come nelle Definiziani 1.0, Siano
MR, Z, 4) = (& D) e 2y K(2):
per ogni ¢ 0 esistano ke £ ¢ Z,c .7 per eni ZZeR e
3) <h(g) + eals) per ogni xe DN DN D Z)
M(Z, 4) = ((g. ) 8(Z) < B(Z):
per ogni e >0 caista e A per cul
by <eld) + egle) per ogni ze Bin DN D,)
Alloeas
4) Si hat
MR, Z, A MAS, Z, &)




@, s¢ RoAD, si ha anche che:
M(Z, ) M(R, Z, 4).
B M(Z, &) = M(P): Z. 4) = M), 2, 4).
o Se & & ua anello di sottoinsieni di Z, esiste Bg, 4 8(2) tale che
MEZ, By ) = MAR, 2, A= MR, 2, Ba )
< quindi da 4) segue anche che:
M(Z, By} = MR, Z, Bn 4} = MR, 7, Bp 4}

d) Sc X & un ganello & se
L avbo A per ogai s bed,
risults che
M, Z, A= MR, Z, )1

inoltze, anche sc non vale (1.1.0), ogni (2 &) appirtenente & MR, Z; £) con
£ di segna costante appartins anche a M, Z, )

4 Anche se & & un c-asello, pud accadere che i abbis
M8, Z, £)§5 MR, Z,4).

£} Anche se & & un gancllo, pub non esistere ¢ §(2) wle che
M2, )= MR, 2, 4).

&) Se e g, se M(Z, &)= M(R, Z, &) ¢ se & c M(S, Z, 4) allora ghi
<lementt di A, equisppareengono a M(K, Z, 4).

Pertanto con . seelta. della classe della Definizione 1.0.) & possibile facil-
mente trasformare i cisuleati che si daranno per e clase negli analoghi rela-
4vi alle due classi defnite in questo numero (cfr. anche [BAG] (n. 1.4))-

Lz verifiche di 4) ¢ di §) sono ovvie.
#) Considerando Bq 4 = (b6 8(2): esistano ZcZ ¢ aye dcon Z\Ze R
& D, =D, 02, a5 = b, tsults che:
MUZ, By ) WS, Z, K)c M, Z, Dy )¢ MCZ, B g)s

infar sia dapprima {7, £) & M(Z, .}, allors per ogni e> 0 esiste 1,6 Ba s



i
tale che.
H<a(d+@  per ogai se AN DA D,

o, visto che @ Sy g, esistons Zec Z e i d con N ZieR e D= Dun Zi,
b, = £, per cui

Mgy <hf) + gl per ogai
..w'..a. (o b) & MR, Z, A): la seconds inclusione segue facilmente, osser-
vindo

€ B4 mum:sx:(_g.e)=lf(l Z, By, ), allora per ognd +>-0
B A n S s ficz it ali che

DADADAZ

B <blg+agle)  pec ogmt 1o Dy DA DA Z

<, visto che be B g, csistono W, Z od w6 A con Z5WieR ¢ Dy = D
AW, afey, = by © quindi Z(Z.0F)ER € se si considers & = iy, azwa
i ba che

sy ¢ D= D AN WY =D, 2,
per cui

M)<edg) +ue()  per ogni ge DA DN D,
€ diot (5, )0 M(Z, Bg,4)-

4) Linclasione del primo membro nel secondo si ottiene considerando
Zew Z, pex ogni ¢ >0 (ove Z, & come nells Definizione 1.04)); viceversa
sin (g, b)e MR, Z, 4), bism allors considerare. 2, = [ (ZyaN Z) ¢ per
Sl 451 s w2, il che Yain i ¢ i Bisinne e A e che

Doz Dyiob, = D0 Dy, By

o, <4

{oe 2 & non pegativa Z, = [ Zy,. per ogal # >0 un ey tale che r<r

€ aym byi e g & non positiva Z = [ Z., per ogal e> 0 un me Z, nle
s

che e<m & ay=1i,) (mc Zyay Zay byos by (w€ Z,) s0no relativi allappar-
tenenn di (g, B) o MR, 2, A)).

) Basta considerare Z= R, y Ia mitura di Lebesgue su B,
R = (Ve L(R): s(N) =0}, dei R—= [0, 4 o], defD) = (—r— 1)z 3¢ <0,
A= (=g e 30, goe, Al =0 O<e<l
dz [0, + oaf —= [0, 4 ool ; Az} =0 per ogni TEO, + =[,
A={d:0<e<l), g1 R~R. —=R, gD =1, HD=|d
per ogni zeR.
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Allora (g, )& M(R, Z, AY<M(R, Z, A). Tnfari
1)l =z<i—arta=dR+=
per ogni g€ [0, + <[ fe} D<e<l),
Il =g =d@+ec per ogni zell 4 =l =1,
fel =—z<r—Dz+eg=dfd+e
per ol 18 |- o, 0] (0<r<1)
¢ peruants sccgliendo Z, = Ru(¥) € by (e 0<e<l), Zi=R e bi=d,
(s ¢ = 1) 3 ottiene che (g, 4 e MR, 2, &). Dalim parte se per assurdo

(g d)ye M(R, Z, A) allora esiste Z,0 E(R) tale che p(R\Z) = 0 ¢ per ogal
20 esiste a,0 4 tale che

ld<al(g +eg  perogni xe DN 2y;
in particolare, s¢ 0<<e<1, per ogai g& [0, 1[N Z, s ha
[l =tsald +ex, da oo adg)a(i—z

& quindi ae {d,: 0< a<e}, peanto D, = R ¢ per ogal 28 }—=0,0] 0 2,
ha

il =—r<afder, da i afQa(—e—1)z
e allora aus {4, e<o<lf, per cui o= di € quindi we) = 0, da cui
fef me<afe) Lo =et  per ogaiecl0, 1N Z,
il che & assurdo.
) Siano Z, R, 4 come in r). Esisia $c8(2) nle che
M(Z, B} M(R, 2, 4).
Allora, se
fi R [0+ s, ) =difz) per opal 2o R(a),
)= =)o @<osl),
fuiR—=[0, + so], foft) =+ o= per ogui g<0,
A0 =4{D)  per ogni 120,
sisulta che
1)

(O r)e M(R, Z, ) M(Z, ®)  per ogni 0€[0,1]




.
(considerando infasti Z, = {u} (s¢ 09 J0, 1]}, Z = U (s o = 0) si onicns che
LA 0 per ogni ga (R (e} 0 Dy,

{oe0,1D).

Si prover, ara che da (1.1.2) segue che (g, §) & M(Z, ), ove (5, 4) & come
in ¢). Tale prova concluderi la dimostrazione, in quanto i ¢ gid visto in /)
che (g, 5 ¢ MR, Z, 4).

Da (1.1.2) segue che per ogni we [0, 1] € per ogal 4> 0 esiste 7,6 8

che

<D+ 0= peogei 1D,
© daltea parte da (1.1.1) e da come si sono definite f(a) (7 10, 11} € fohiom, o0

1i ottiene
bg) = [el <hlQ) +er = b{g) +alt)  per opni TR (se O<e<l),
M) =l <t + e = 1) +ug(x)  per ogni geR (see>1),
da cui
Ko = gl <a (0 +alx) perogni zeD,, (e 0<ecl),
He) =l <ras(D) +op@)  per ogni gD fse > 1)
& quindi (g, 5)c M(Z, ).

) Se e M(R, Z,4), allors M c M(Z, 4) ¢ quindi basta considerare
Z,— Z pet ouencze verificata per A I condizione della Definirione 1.05).

12 Osseavaziont: ) Nelle Defisizioni 10 come insieme Z, come sotto-
insieme % di 2° ¢ come classe A sembra dil particolare interesse sceghiere
Z=TxX, &= (S5 X: S8} (ove T'c X s0n0 insicmi, §c2) od & um
classe di funzionl indipendenti dalls seconda variabile, ciok una clisse

(1.2.0) &)= {a:5,x X< Tx X [ oo, + oo funzioni:
alr, %) =a(-, ¥)& B per ogni ¥, ¥'e X},

ove HcB(T); d esempio saranno wilizzte anche nel seguito le seguenti
classi:
§) 4 =A%), ove B, = [b: T—R fonzioni},

Ay = A(B,), ove By = (b: T+ R fanzioni limitace),

i) Anm A, ove B, = fbr T R funzion] C-misarabili)

{essendo € una a-algebra su T, iz [0, 4 o] una misurs, 8= {Fol:
#(S)=0] (si noti che, con talc scelta, & risula essere un g-anello)),




=g
i)y = A{{Br Dy oo+ oo] funzionit Dyet, p(TAD) =0,
bet{ulei o=+ =D})
© &= AL, R)) (pe(l, ) (essendo €, p, § come in if)).
B Altre scelte ioteressanti, sempre iguaedn alle Defnizioni 1.0, sono le
seguentic
A, = la: Z—R funsloni costanti),
D.eTxX-={0): (D), per ogel e T}
(ove 2, % son0 come in 4) ¢ T2,

C5 = {e: D,c X~ {0}: D,e 5}
(ove Z= X, con X insicme, & = {8} ¢ Fc29.

4 Berliocehi ¢ Lasty hanno definito < maggiors inicgralmente b»
quando, wsando le notzioni della Definizione 1.04) ¢ di a),

£ BcTRX [0, 4 sal, b: THX [0, 4
(& )m M{{Sx X: Set, w($)=0},
TRX, Alpeti(n, B): WA)>0 per ogal te T)))

(s ¢ wiliza Ja potazione introdorts in «)) (ali awtori consideravano
£ TeX = [0, oo por senice pells Defbione 1.0 bosn conside
rare D, = {(r,%)e TxX: g{t, )< + o<} ¢ glp,: D, —[0, + <) ; a [BL]
(Cap, T, § 1, esemp ¢ propeier clementari dopa Ia Definizione 1; commeatl
i fondo il siands pe s o g por comoen sl
mquﬂ'wrm: lnl:gnl:. per amlogia ai dink che «z maggiom
integrimente J con - (palh b e (& e M(E5 e get,
W 0], T ) (e O Ovaniies| ).
4 1n 5], dai o bR, (adny 00 Ty, W) v s & I
suca di Lebesgue sa [o, ), af)0 per. ogni 4 s, 6], Tye E{la, ) con
y_,([.. BINT,) =0, sono stati presi in considemzione sottoinsiem € di

o 5): esisenno aq, . by,

*EAC (a0, by 0], R,

[ B per cui n 2 O R
()] <ae-Hemis) per ogai &> 0 e per ogai fe T}

(ove s & Ia misum di Lebesgue su G ) cbe essere ritro-
vati nel lingusggio dells Definirione 1.04) ¢ di <) esistono infarti T sotto-
inieme di R, € oaalgebra su 7, ur €+ [0, 4 oo] misura, X insieme, A<
cHTxX), ,.w(rx_\'),nzmnn

o B M X: Se €. i(5) =08, Tx X, 4).,
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ali che
G={(als ), 0. 1y X}

ove &1 D, -+ R* & ale <he [(4(-, 1)/ ()] = (1) per ogni (4, y)e D). Una
i sl scelte & la segucnte: 7= [4, B € & 4 rispemivamiente Ia o-slgebra  la
misurs di Lebesgue su (s, b, X = €, & = A((BE (s, R): 6()50 per ogni
#e TJ) (si & uilizzaia la notazione introdowa in )},

D= Dy = {4 (0, 3)) €[, 8] % C1 26 [ag, Byl

£ O ) =nlrh, A0 =[N0 & s)) = ()
per ogai (1, (nx))e.D, .

#) In [C] (Definizione 35.1) si considera un concetto che per certl asperti
& pi gencrale dells maggiorarione funzionale, poiché non i eonsidersrio solo
spazi di funrioni ¢ per altri & pib rextrittivo, poiché sono confeontati elementi
nos negativi di uno stesso spario vettoriale ordinato ¢ sono. considerati come
classi & solo coni convessi

) i noti che, se Z, &, A sano come nelle Definizioni 1.0 ¢ se Z= Tx.X,
con T'c X insiemi, & = [£3 X: Fe 8] ed 82" & take che De 8, allor sono
equivalenti | due seguenti farti:

i) sslstono 4,cCX) (7€ 7) wali che

(GHeMER, TRX &) (e TuxX, con Tuc T, TNTue8
&relutivo all'sppanenenza di (g4) 3 M(R, T%.X, 4))
3¢ ¢ salo se per ogal 26 T, sisulta
(el 2 ds, ) € M((0), X, &) (con Touc T ThT,.68)
(R=8{Tx XY, beR(TXX));
i) esistono B,c9(X) (¢= T} tali che
A= {aeO(T> X): a(t, ;) e B, per ogni fe T}

(ove A & relativa ad 4 come nella Definizione 1.04)); inolere, se vale i), si
Pad ortencre i) con A, = B, per ogai 1= 7, anche senzs liporesi afle £,

Infaiti se vale i) e se geB(TxX), beR(TxX) risubta che (g 5e
€ MR, T X, 4) (e Toax X, con T,,c T, T5T,u0 8 & relativo & fale 2p-
partencn) sc € solo e (g, )& M(R, TxX, &) (¢ Toax X & relativo a tale
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appartencaza), il che accade sc ¢ salo se per ogni 1€ T,y si ha che
(et ), B, 3) & M0, X,

nto busta seegliere A, = B, per ogai re T.
Vicerersa valga i) € siano 3, = {is‘}(.h’) msu n,s pex i Dac Dy
smm.@o et ogai e D, (r per ogni 1e T
«i ha che a(z, -) £ 8, 3¢ ¢ salo s (a o )}EM((B] X 4) (.urm s rel,
esiste & &, tale che D,c Dy aif, X)<e(x) per ogni x€.D, se ¢ solo se
csiste £ A, tale ehe 3(1, ) <lx) per ogol & D,01 Dy, visto che essenda
WD) [— oo, + me| se il x)<e(x) per ogni xe Dyn Dy, , isulia che

Dy Dy %8 D 2 800 ¥) < + o) = [xE D7 00, 2) > — o0l) 5

d'alees parte da i) segoe che (0,3, :)c,u([n}.x wypes gl Ta T a o
salo se (0, @) e MA, T X, 4) (e nale appartencnza);
infine risulta che (0, 7)€ M(R, rx)lﬂ a) (z rxx & u!mrn & tale appar-
tenenza) se e solo se s €

£) 5i noti che, se Z, X, 4 sono come in f) ¢ se csistono €, 9(X)
(reT) uli che

zh A 4 B(IX X): aft, )€ €, per ogei e T],

x ogai sc T (si & usata
i) della parte ).

.uw wvale i) della parte f) (considerando %, = B,
notazione della Definizione 1.0 ))) ¢ quindi ane
In panticolare, visto che le classi 4, ¢ &5 (% C 2) contiderate in ) ¢ in §)
soddisfina (1.21) (iaohee per quantt siguirds 4, s ha €, o, (= T) ¢ per
quanto riguarda Az 5i ha €, = Gy (/& T) (ove A( (relativa & Z= X) ¢ Cr
sono come nell'Osservazione 121))]_ per esse vale i) della parte [).
1.3 Osssavazons: Siaao T, X intiemi, g€ 8(Tx X), be X(Tx X).

&) Sinoti che, se € & una g-algebra su T, us € — [0, -+ oo] & una misura,
Re2TE o pa (1, sof £ se g0, 520, risula che (5, 5)e MR, Tx X, &)
se e salo se
(8 3= D, = (3t X)) [0+ ool (1, )2 By = (11, ) 8 [0, + =)}

£ MR, Tx X, 4)
(ave 4, (pe[1, wl) son0 come in iii) dell'Osservazione 124))
B) 51 moti ehe, se yeO(X), neX(X), Fc2r b ule che

(130)  per ogai U, Ve 7 esista W65 con Wencln V
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&t Cp & relativa 4 F come aell'Osservazione 1.2.4), allors (3, n) & M(i0), X,
@) 5c ¢ solo se valgono le seguenti condizioni:

(131)  esista ¥eF peccui
A<+ oo perogai ¥e DA DAY,

()20 per ogni ¥ 0,1 Dyn ¥ tale che n(x) = 0,
y)>— e per ognl xe Dyn Dyn Y,
n(x)<0 per ogai x& 0,0 DN Y e che p(x) = 0

(132) per ogai se R esist Use ¥ e che
se X8 DD U & 've 0 <af¥) <+ oo sisukd che 20~
(133)  per ogni 0e R, ctions Ve %, Vic ¥ tile che

s DDV ¢ se — s pa) <0 risult che P‘"’"u

Tafutsi (v, n) ¢ Mo}, X, G5) se e solo se
{134)  per ogni ce R, asiste Wie 7 e che
px)<er(x) per ogni xc DN Dy, ;

d'altra parss, o vale (1.34), si possono otienere (131}, (1.3.2), (13.3) consh-
derando ¥ W3 Usm Wiy (000, Us = W, (2<0); Vo= I, (aER,)
& viceversa, se valgono (13.1), (13.2), (1.33), si pub rieavare (1.3.4) consi-
derando W, 7, W\c ¥ 1 Uy, 0 Wy, (€ R

:) Si noti che, se (¥, ) & uao spazio topologica, Xc Y, yu& DEX),

ZUrn X: Us Al ove A ¢ un sistema fondameassle di insorai di s,

nlnm vale (1.3.0) e, se wale (1.1, le rwbdl!lw\l (132) ¢ (1. 31) s possono
riscrivere rispettivamente nel seguente

I:E ::(L:§=+x (s 76 Dife Dyer Daz 0 < mix) < + o))
By B R < )

<
WD (s see Doty DY

l_:_n:» :{%:n (52 sae Dljxe Dy Dy — o< p{x) < 0}))

(mran =S eparen

W50 (e ge Dy DY
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d) Si noti'che, se i, &, Ay, Aj (p= (1, oo]) 5000 come in i) dell Osser-
varione 1.24), dallhsservazione 1.1 ) segue: che

MR, Tx X, A} = M(R, T% X, &) perogni pe [1, 0]

MR, Tx X, A) =
= M(®, Tx X, A({b: T—R funzioni t-misurabili ¢ limitate}})
(sd & wiata Ia otazione di (1.2.0) dellOsservazione 1.24)).
4) Sitno Z un insicme, $c 2%, 4, BCH(Z), B A Allon
M8, Z, B)e M(S, 2, A) 5
in particolare, se u ¢ & tona come in ii) dell Osservarione 1.2 ), 4, 4., 4,, 4,
pel, nn © 4, 5000 come aelle Osservazionl 1.2 4) e B), utilizzando ls d)

si

W35) MR, Tx X, 4)c MR, TXX, A)c MR, TX, Ap)

(paft, ==},
(138) MR, Tx X, A)c MR, Tx X, &)

(ngelly o], pag) (e mN<+ o) ;
incltse.

(L3T) MR, T X, &)= MR, T X, 4)) m M(R, TX X, £)
(per ottoncre le ultime uguaglianze 3i tenga conto anche che

Ao,
e che
A({ks T+ R funzioni Cmisrabill ¢ limitae}) c 4,c T )

#i noti ancom che, pec gli stessi motivi, Puguaglianss w H(R, T X, 4,) =
- MR, Tx X, A,)» vale anche s¢ Z ¢ X sono come aell'Oservazione 1.2 ),

f) Si noti che, se Z, 4 sono come nelle Definizioni 1.0, s¢ Bc9(2) &
che

nle
M([0), Z, B)c M), Z, 4),
alloza
Bcd

{ove & & relativa ad o come nella Defintxione 1.04)).
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Basta osscrvare chie sc be B allors. (0, By = M(), 2 3) c MO0}, 2, 4) <
peranto esiste 4,6 4 tale che

b<afe)  per ogni geDyn D,
allora
ZuD, = {ze Dy bRy =+ = ZND,,
& quindi
DD, e Wy<nf) pe ogalzeD,,

(poicht se g D, Dy allora bg) = — oo)

£) Sinoti che, se 7, X e Y sono insiemi, se §.0 27, R, = (§% X 5e 8],
Ry = (5 V3 S0 8), B WT), £,(8) e A,(B) sone relative rispetiivamente a
BenX,aBea Y comein (120} dellOsservarione 12a), 3¢ ge HT%X),
BeX(TxX), s & DycTx¥—X & unapplicarione ¢ s ()= M(%,,
T X, A()), 21 ba che

Cestpres ), botpree, 4)) ¢ M(Ry, T Y, 44 B).-
Basta notite che D= (6 7)& Dy (1, ks, 1) D} per- ogai funsione

Ji Dy T'x X =s |— o0, 4= 00] od wrilizzare le definizioni di spparenenza slle
classi « Mx.

14 Teonesia: Siano ' Z K, 4 come nelle Definizioni 10, Alloras
a) s¢ 2ec A cule X perogni sed (ove A & rélutiva ad A& come
nells Definizione 1.04)) ¢ se g2 D,c Z [0, 4 cc|, beX(Z), sisula che
(5. 5) € MR, Z, &) sc c solo s

(140)  esive Z,c Z con' Z52,6 R e pez ogal a3 0 eslste ke o tile che
per ogai z£.D,n D,n D, N Z, per cul si ba b(5) > Az) si abbia
#) el
Bt £e W), 250, beX(D) € se
(L41)  per ogai e A esiste o,e 4 nale che D, c Iy, 4(0)> () pee ogol
1eD, per i b0,
%i b che la condixione (1.4.0) & equivalente alls seguenic condizione :
(142)  esiste Zyc Z con Z\Zyc R e pes ogai 1> 0 esiste .0 A nle che
per ogni & D,0 5,0 D, 1 2, per cui 6 ha b(z)>a(g) si abbia
Lo Gl
Diosuazionts o) Se (g, 8) & M(R, Z, 4) basia considerare b 4, b, tale
b2}

che Dy cD, per ogai 56D, (1 0); vicevena. s vale
(140) basa
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4) Valga (140). §ia & > 0. Scegliendo @ =7, (s, nmm & by come
in (L41) ¢ comsiderando 2.0, 0 D, D, N %, risubn
se h{z)<0 e se bz)<0 allors d(z) <ap(e)
se by <0 ¢ se He) > 0 allom da (14.0) segue che H(e)<ex(Ds
se bz} == 0 allora per (L4.1) risulta a(g) = h(x) ¢ pectasto
se iR)afe) si ba che 4z) > k() © quindi da (1.4.0) segue. che
b} <valz)-
Viceversa & ovvio che (142) implichi (1.49), sceglicado b = ¢ (¢>0).

1.5. Tromesa: Se p, X, & sona come nell'Osservazione.
& complets, sc¢ p & una topologia su X wle che (X, g) sia susliniano,
Dy Do G Ay, o KTA XY € (e B proninarabile, B AT &
(€% (o)) [acmivoribile < 56 (7,0)% M(%, TAX, &), tirins che (g He
€ MR, T X, A) (ove A, ¢ A, sono rispemivamente come in 1) e ii)
&l Oservazione 1.24)).

)4-”«

Diosraazions: Poich (g, §)e M(R, T X, &) esiste T,eC con u(T.
Ty} = 0 ¢ per ognl ¢ =0 etiste una funzione hi T — R ale ch

Bty X} <blf) -+ aglr, %) per ogai (A x)a(Tyx X)n DA D,
gt VOV D, = o5, 4 o] & (£X D(p) I o misurshile &
Ko —aglt, ) <hls)  per ogai (¥ e(Tax XN D0 D, ;

€ quindi &

5 om it T= [0, + o2],

() = (sop (b M —mglh ¥ & (D DIP VO s 16 Ty,
al)=0 s el T,,

AR B S el a7, & (G T o g o
# & C-misurabile e risulta anche

B, x) <l +aglex)  per ogni (hx)e(TuxXInDin D,.

1.6 Teonessa: Siano X insieme, QEBC«\')‘ H e X(X), Allora, wilizzanda
o notssioni delle Osservezioni 1.28) &

&) s& Fc2% ¢ se valgono le seguent condizioni
{1.6.0) (o, Hje M0, X, C5)
(161)  per ogni Y F esiste Ny R sale che

@x)>Ne  per ogni xe Den (XN 1),
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(162) pee ogni Y5 F ciste Mre R nale che
Hix)<M,  pes ognl xe Dy (XNY),
risulea che (P, Hye M(I0}, X, 4);
§) e X= R, se valgono i seguenti faniz
.63 e {se + =u D(Da)) ,
(164) i aap 24 ‘ D0 (s — e DD
(1:65)  per ogal @, A5 R asiste Nuyo R ule che
Oy Noy  pee ogal tEDen 2 Al

risulta che (@, ida) € M), R, £);

se T, €, j, & R son0 come in i) dell'Osservazione 124) € s
pg[l ou|u)um

#) e p(T)>0 e se (Popet, Hopr) e M(R, TX, &), tisults che
@, ) M(9). X, 4),
£) s (@, H)e M(0}, X, ), rissla che
(@eper, Hope®) e M(K, T X, AL).
) se p< o, se p(T)< - o se (@, H)= MO, X, A), riscltn che

(Bape?, Hoprrye MCR, T X, 4,

) se p< o & se p(T) = + oo, cisults che
(Bopet, Hope)s M(R, T X, 4, s ¢ solo se (8, H)e M{, X. ()

(e daltronde 1i ha che (W, H)= M(i0), X, [0)) se e solo se H(x)<0
& D(x)>0 per ogal ¥z Ler D).
Disostanziosn: «) Per (1.6.0) & ha che per opai «>0 ciste Yie &
tale che
Hix)<od(x) per ogni xe Dy Deri Ve




ik
daltea parte per (1.6.1) e (1.6.2) risulta che
H()< My, = My~ Ny, + Ny, < My — Ny, + 18(x)
per ogni xe Dy Dan (XNT3) (205

quindi

H(s)<max (My,— Ny, 0) +oblx)  pex ogni %€ Dyrs Dy (e0)
« si conclude,

#) Per concludere. basta provase che s pub applicare
8 F = (o, —n[ Us, = ool . Da (16.3) ¢ da {164
Ve s T o R e | o6, Of mll che

H

per ogni Te.Dan [0, + o,

<L per ogai v Darn - o,
¢ pertanto si B che

T<eB(r)  per ogai 1 Deny (1 co, Bl Uik, 4 <00 ;
qulndi, se e N & tale che m A (=), si ba che

r<ed(r)  per ognl 18 Dan (}— om —af U, + o=f)

© civd (, idg)e M((O], R, Cy). Inolre (1.61) & conseguenza di (1.65) e
(1.62) & ovviamente soddisfa

) ¢) Tenendo conto dell'Osservazione 1.3d), si ha che

(166)  esiste Tye € con w(T72) =0 ¢ per ogni r >0 esiste be U, R)
tale che

H( <ble) +eB(x)  per ogai (1 x)e Tyx(Dar De)

ed, essendo o(T) = 0, esiste fye Ty c basta sceglicre @ e buf,) (¢ > O).

#) Dilltpotesi segue subito che ' (opet, Hope!) € MR, T5 X, A)
 per concludere basta urilizace la (1.3.7) dellOsservazione 1.31)

#7) Segue da &) ¢ da.(1.3.6) dell'Osservazione 1.3 ¢},

) Siano p< == o p(F)= 4 oo Sia dappima (@eps?, Hope) e
© M(R, Tx X, 4,). Allors, tenendo conto dell'Osservazione 1.3 4), vale (1.6.6)




==

o, exsenda < o0 € p{Ty= 45 5 ba che nfB{A)<D (6> 0) € of con
lide passsndo all'ainf » nells disegusgliznss di 1166, Viceversa, s¢ (8, H’JE
€ M([0), X, (01), Ia tesi & ovvia pokhé 0 i, R).

17 Ossmuvaziost: a) Siano X spazio normato su B, ©6 S(X), H e | |
Allors, se F = (XS5l 9): e R, (1.60) & equivalente alla seguente can-
dizione
a0

= we  se Dak non limiate

(tale equivalenea & delle Os 134 e ¢,

came (Y.p) 1o spazio (Xan S(AD) € 3= o= & tenendo conio che da (
segue che (xc Do: — o <b(x)<0) & lmitato) od lgolure in tal caso & soddi-
sfarta (1.6.2); pertanto, se valgono (1.7.0) ¢ (1.6.1) (relativamente alla famiglia #
considerata sopra), vale I tesi i #) del Teorema 1.6 (relativamente ad
H=]| )

#) S noti che ) del Teorema 1.6+) prova in particolare che ) dello
stesso teorema in generale non vale se u(T) = + oo (ad esempio, busta con-
slderare X e H come I ), @€ 9(X) nale che asism x'e (XS 0]) 11 Do < che
(a,[ ) & M({0), X, A (perchi valga questuitima, rencado conto di a), batta

che @ verifichi (1.7.0) ¢ (1.61) (rclathvamente alla famiglia # considerars
in a)))).

1.8 ‘Fromzsa: Siano X insieme, ® ¢ 0(X), o X(X), & c 2= Utilizsando
Ie notazioni dell'Oservazione 1.24), se () H) e (), X, ) 4 ba che:

(1L80)  per ogni xR exise ¥, e 7 per eni
H(x)> = per ogai x& Den Dy Y, , per il quale < Hi(x)< 4 o

(18.1) per ogai we R criste Use 7 e che
te x5 Do Dyri Ui & se 0 H{x) <+ oo si abbia che ?-%’S

(182) per ogni xeR esisie Y, 6 F per col

$(x) <z per ogoi xe DeN Dy ¥, pee il quale — o< B(x) <0

(183)  per ogai weR. esiste Ve 7 tale che

se 5 Dan Dyl ¢ 46 — oo B(x) <0 41 abbia che ‘HMI("




T

Duoseamows: Poiche (@, H)e M(@). X, 4). per ogni +>D esime
aeR mle che

Hix)<au+ eB(x) pec ogni xe Dy Ds;

o, ¢ vale (1.80), se 02 R, € se xe Do\ Dy & tale che < H(x) < + oo,

ave Pultima diseguaglisns vale se x & tale che oy /F(x) < 1[2 ¢ quindi in
particolite s¢ x°€ Doy Dy Vi, & Bl che 0 H(x) < -+ oo permno
basea sceglicze U, = Yie,,.,1 (36 66 Ro), U, =Y,y (16 9.0); inolee, s¢
vale (1.82), 3¢ 76 R, ¢3¢ xc Do Dy & tale che — ::i.olr]([l si ha che

Hix) @

@B T

ove L'ultima diseguaglianza vale se x & tale che o, JP(x) > —1 ¢ quindi in
particalace se 2 Don) Dy Yoy & 1ol < @) <0; peranto
basta scegliere Ve ¥, 2 (s € R).

19 Osservazsont: ) Siano X insieme, @ ¢ 8(X), He X(X); Fc 2 ve-
rifichi (1.3,

i (w. H)e M@}, X, &), sc valgono (180), (182) ¢ sc esiste
Ye

B(x) >0 per ogni xe Dot Day ¥ ke che H(x) =0,
H(xy<0 per ogni xe Dar Dy Y tale che B(x) =0
si ha che (@, H)e M), X, C5).
Infatti basta sfrurtare che da « (@, H)e M{[@], X, A) » segue che
(1.9.0) H(x)< + = - per ogal x& Darv Dy
P{x)>—co  per ogni x= Denv Dy,
tener conto di (1.3.0) ed wilizzare 'Osservazione 1.3 #) ed il Tearema 18,
) Si nati che, se (¥, g) ¢ who spaxio topologica, X< ¥, 3¢ D(X),

F = [ X: Ul ove L & un sivtena fondamentale di intorni di y,,
allora vale (13.0) e, se vale (19.0), le condizioni (1.8.0) e (1.82) si possono
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ciscrivere sispertivamente nel seguente modot

lim Hix) =+ = (¢ yoe (e Dors Dut 0. Hix < + 5}))
feabern Bttt =)
¢

Hrd<0 (s 338 Dan) Dy)

o (s¢ gae D(IxeDan Dyi — cocB(x) < 0]))

PUy=0 (e jEDen D).

¢ Sino T, X, 8, Z, & come nell Osservazione 1.24) ¢ s supponga
che 5 sia un ancllo (quanto si iermsed nel seguito di quests osservazione
vale, anche senxa, tale ipotesi, purché ci # riferisca sempee allo Hesio sottain-
sieme di 7" con complementare in §), sino g€ §(7'x X), be K(Tx X), & c 22,
Allora, utilizzando le notazioni delle Osservazioni 1.24) © #), per la coppia
(& &) si possono ottenere risulenti del murro simili o quel d.n ouan-
soac 1.38), del Teorema 1.6 ) ¢ del Teorema. 18 [ave, & ciascuna delle
dixioal (13.1), (1.3.2), (133) 6, (162, (180, A8, (182, (153
31 sostituisca esistenra di un sottolasieme di 7, con complementare in 8,
rake che per ogai punto # it valga In cortispondente condizione per
I coppia (gfr, ), b1, )}, ove alle classi M), X, €3) < M}, X, ,) u
sostituiscano rispertivamente le elassi M(R, 75X, A,) © MR, TxX A)
o%e si tenga conto dell'Osservazione si passono inolire ottenere ,m.lr
wati «ditipo uniforme » simili 3 quelli dell'Osservazione 1.3 ), del Teo-
reos 1.6 4) e del Teorens 1.8 {ove,  ciascuns delle condizioni (1.3.1), (13.2),
(1.33), (L6.1), (L6.2), (L80), (L8.1), (1.8.2), (1.8.3) 5i sostituisea Vesistenza
un sovoinsicme di 7, con complementare in 8, tale che per ognl punto ¢
di tale insicme valga la corrispandente condizione per 1a coppia (e(t, -), (7))
(i modo uniforme rispetto 2 4), ove alle classi (), X, €5} ¢ M([0), X, 4}
sk sostituiscano rispettivamente le class

MR, TXX, Croriar) € MR TxX, 4));

inine valgono, anche per quest essi, degli analoghi dell Osservasione 1.35)
& di ) e di ) di queste Osservazion ¢, nel caso « uniforme s,

palono in #) e nell' Osservazione 1. Sr) sono limiti unifermi
Ppesd che ke condizioni ivi nominaie si possoné riscrivere sodto n forma di
«limite uniforme » se il punto y, & nel derivato di ciascuno degli insiemi con-
siderati); si noti anche che, teaends conto di (1.3, d:u’o;.mmm 13,
se p, &, A, 3000 come in iif) dell'Osservazi i «unifosme »
si possono riscrivere i risultari citati sostituendo 8 M(, Tk, &) o classe
MR, T X, 4.
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1.10 Osseavaziost: Siano T, X, 8, Z, R come nell’ ne 1.2 ),
inoltre X sia un spazio normato s R, g 87 X). Allors, utilizando le
notarioni delle Osservazioni 1.22) e 4)

) in analogia 4 quanto gil visto nell'Osservazione 1.7a), wilizzando
il Teotema 1.8, le Osservarioni 1.94) e §), le Osservazioni 136) ¢ 2) ed il
Teorema 1.6.) (mu!ldmudn F o= (X540, R.) ¢, nelle Osservazioni
1.94) e 1.34), come (Y, g) lo spazia (Xa, (x}) e ,.: o) ¢ tenendo conto
dell'Osservazinne 1.9.), si otticoe che

) s
(U100) (5] [roprt) € MCR, T X, A

& Tye T, con TNTye b, & selativo a ule sppanicacnss,
sisula che per ognt 7 7, pee cui (D)), & non imimio
(110.0) 4{;_‘4 o

e

(ib che equivale & (g, | [zapr) € M(R, nx Airaanions) € Ty & relativo
e appartenenz s); viceversa, 4 esinie Zyc T, con TTye 3 mle che
valga (1:10.1) per ogni /& T,pcrm(b,),tnnn Jimitaro e se per ogai ic R,
«© per ogni £ Ty la fanzione g0t Heas,ominp. & inferiormente limitata, si ha
che vale (1.10.0);

& s

(1102) (& leopr?) s MR, T X, 4)
€ Tyc T, con TT,a8, & selativo a tale appartcnenra.,

i ha che
(1103)  pes ogni weR edite doe R, tile che
5o (1515 Dy [Ty (X500, 1)) 5 abbia e !g;T"‘?}-:

viceverta, s¢ eslite Toc T, con TTye 8 male che valga (1103) e se per
ogai /= R, [a fun2i0n¢ 2o, ryr a0 & infesiommenie limita

(L10.2);
) se vale (1.10.0) e se esiste Yo X tale che D, = rx'l’e 16 gl x) =
= g(r', %) pet ogai 1, 1°c Ty, xe¥, allor la funzione g, X)E

&[— oo, 4 wq (#0 To) verifics la condizione posta in (17.0) sw 0 (si & renwo
conto di #));



e

2 #e i, & 30no come in i) dell’Osservazione 1.24), se y & complets,
4% una topologix su X tale che (X, ¢} sin susliniano, (4 )& TxX s xlre
& [0, 4 ool & (£ 3{g)-misurabile, D, & £ B(g), £ & (£ 3(e))|p-enisurabile
¢ s esiste T,c T, con T-Ty6 8 tale che valga (1.10.1) per ogai r T, per
i (D,), & non limitato, se per ogni ie R, ¢ por ognl te T, In fnzione
5t Hastwnis, & infeciormente limitata, sisulta che

(.| lropeT) e M(R, Tx X, &)

(si noi che, se g = (X)), Vipotesi sulla misunbilisi della norma & eoddi-
sfatta, i quantes le sfere chiuse di X sano anche debalmente chiuse).

Basta sfruttare o) ed il Teorema 1.5,

1.11. Ossmavazmon: ) Si noti che,
vazione 1,10 ¢) ¢ anche se si aggivnge
<he sia (g | [eopet) © M(%, Tx X, A)) (ove 4 & come in
zione 124)).

Basta infunl considerare 7= 10, 1], £ =000, 1), p La misuza di Lebssgue
40 10, 1], X= R, o Ia topologia cuclidea, B, = |0, 1] R,

X, %, p, g son0 come pell Osser-
i che i sia finita, non & detto
i) dell'Osserya-

Allora _lm\ (4, )[l¢] = 00 per ogni 12 J0, 1]; inohre g & ([)c.‘l(p))mimr
sabile per [BAL] (Teorema 4.8) ¢ per FOsservazione 0.6; ma (g | |ope®) ¢
£ M(R, 10, 1] % R, &) poichd, s¢ a1 J0, 1] = [— o=, + o[ & tale che.
[ <alf) + 24} pee qo, 1610, 1] € pes ogni xe R,

sisulta che a(r)> 1)¢ per qo. 72 10, 1] e quindi o4 E(u).

#) S¢ g, & sono come in iif) dellOsservazione 1.2.), tencade, conte
i (13.5) dell'Osservazione 1.32) ed wiilizando le notazioni dell'Omerva-
ione 110 4), risuls che « (g, | ropet) ¢ M(R, TxX, ) » (con pe [} =)
implica Uesistenza. di un insieme Tye €, con u(T~.7) = 0, tle che valga
(1.10.1) per ogai /& Ty pee cui (£, & non limitato ove &, (p€ 1, o]} sono
come in i} dell'Osservazione 1.24)]. Cib significa che una funzionc g che
« maggiors integralmente con potenza po I noma composta con. la. proic-
ione sul secondo fattore verifica una condisione di Nagumo quindo x = e
s quusi ogni «iperpiano » {(f, x): 202 X} i si pud allora chiedere se valga
per ¢ una condizione del tipo di Nagumeo quando x = oo anche se ci si muove
% una « [pessupetficie » {(r, ¥) & T Xz dm ()] (02 X —» T applicazionc):




il

ma questo non & vem; infurd & possibile wovase 7,

L X, i, R verificanti
condizioni paste sopra ed wns Fanzione i T X [0, + sef male che

le
(.| |rope) & MR, T%X, 4,) ¢ che

(1-10.0) * per ogai N'=€, con u(N) =0, esisea un‘spplicazione @t
@ & valori numecrabili per la quale si abbis

:in&(ﬁﬁfw:a;

=T\N,

inoltre & pud fare in modo che esista anche wn'applicazione #: X -s T
tale che

(1.11.1) 1,1;(0:;1} ) - o
SXSA0,0) €€ & pICXSSA0,0))> 0 per ognl ie R,

Ad esempio siano 7= (0, 1], €= £(0.1]), j I misura di Lebesgue su
[0, 1], X'= R, £: [0, + ol %[0, + o[ -+ [0, + oof nale che

o T
#5 [0, 1] == [0, + oo] convinua, bigettiva, Ty = (v& [0, 1): $() <+ o),

Al wle))  se gl <r|
i s
Per Lipotes. fatta su £, per ogni « > 0 esiste A, > 0 tale che se s, be [0, -+ oo,
a—b> s, sin k(g B)j(@—b)> 1r. Sia

b O]~ [0, + wof, b= { e = :g;ztt (o0,
Si ba allora che fr| <b(r) + rglt v) per ogni (1, r)e Ty R. Sia infasti re 7).
Al se e <hi) si ha che fel <) - egth 1) © 56 |11 i) allors frl
—#()> A, e quindi k(jr|, ¢{0)/(fr| —p()) > Ve, dn cui
el <) -+ k(o] () <)+ mples w) o

Lnolss, 46 0(r) = 94(e]) per ogni 5 R, 4f ba che 5(9(s), 1)r]= 0 per ogi
76 R\(0} visto che p(8(s)) = [s] per ogai 1& R. Visto che poi, per le §

gy monotons, ¢ risulta i € R 4, 1)
& un sotwintervallo di [0,1] di misura positiva (per ogni /e R,) ¢ quindi
vale (1:11.1).



il

Sin am N E(0, 11}, AN} = 0 st proverk Vesistensa di un'sppliazione
By R - [0, 1]~V che verifichi le condizioni di {1.11.0) nel caso in cui g &
strcttamente decrescente (Paltro cao & del tito analoge); basta considersre

(L112) @R (0, 1[N n valori pumerabili nale che
#o{)<0(r) per ogni reR:

1801 5c ¢ & ome i {1:1.2), b e (Pt} i =0 e ogal v RO
o] per ogni ve R; daltra pante esistono appli-
2): per ogni me N si consideri 4, € [0, 1],
fos(a+ 1) (all £, (e N) esistono poiché, nelle ipotesi faste, 0(e) > 0 per
TER) e sia 8,(x) =4, se [1|[r,u 4 1] (xc ).

S¢ o pa[1, ol € = U (u, |, + ) oltre a verificite Ie condizioni
precedenti (una siffatcs g esistc: ad esempio basta considerare

—lnt se 12, 1]
oo s el

P = per ogai pe(l, esf);

allora si ha anche che (g, | |opr®) @ M(R, [0, 1]x R, 4,) poiché ke L(u, R)

pes ogni ¢ >0 Inolurs, se 4 & continua € se A(s,

(ad csempio A(s, )= Bla—B) con D: R0,

(na: & ${0) = 0), allora ¢ & continua. Infine i noti che 5i pubd scegliere
modo che & sia di classe €7,

Un altro confronto tma le fanzioni @ che verificano (1.7.0) ¢ le funzioni is
che & maggiorano integralmente s la norma comy n I profczione sul
secanda fattare I si pud sttencre (cfe. Osservazione 113 ) medhnte il risul-
tato del numero seguente.

112 Tromesta: Sisno € calgebts su T, jii € — [0, + o] misurs, X o~
0}, pe (1, =], geBT<X), beX(TxX).
mum utlizzanda le nerasioni di ) ¢ di iil) dellOnervasione 1.2.):

) se (JJ)(.W(R TxX, &) [risp. (g B MR, Tx){ A epd
fini ha che esistono A e €, A, C A, (v N) tali

&

(Y=o

© per ogal ne N caiste 1 1= o0, - o] > | o, + o] continua, convesia ¢
debolmente crescente tale che B, (t)e R e 1o R, B, >infs, O, f)r—= 4 oo
36 £ s - 0, B, (£)f7 1) 5 7 - — o0 € glf, X)2 P (b, ) per ogni (4, 3] &
£D,A Dy (A, X); inolre si pud fare in modo che se pel, = ¢ (g, He
OMR, Tx X, &) sia p(T5A)<1f(n+1) pec ogni ne M, e (ghe
& MR, T X, ALY sia (A, )y cotinte;
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#) e esistono A, €€ (18N) wali che .‘(r\@;z_)] w0 ¢ s per ogai
#EN esiste g1 TiX = [ w9, + w] fanzione tale che

(Pl Blongesn ) € MK A N A (rEN)

(ove D, = ((t, ) A, xK: (6 %) < + oo}y Ky= [IxX: Set, ScA,,
i§) =0} {se N), A & Vinsieme £, 'Ouuvldwﬁ 1.2.3), relativamente
ad A, (r2N)) < g1, x)=palt; ) per ogai (450 € D0 Dy (A, % X), 4 ha
che (g, Byw MR, T X, 4, inoltre.

Pulnes Horatanex) € MK, A XK AL)  (0EN)

(ove A, & Viasicme &, dell'Ossecvasi A, (15N
bt i i (‘g.b)eif(x. r:x 2.

Divosrrazions: ) Dalle ipotesi ¢ per IOsservarione 1.34) esiste Tet
<on IT)=0 ¢ pe oge fe 2, iy v Tal B s s T
R furzioni C-misurabili] tali d:e

0420 K<)+ Fals),  Ham)<bCO+ il )

per agai (4 x)e 0,0 Dy (Tyx X).

ora che esistono A ef, A, A, AT, (reN) i che

r\L_A j] =0 (e eon u(TNA)<1(s + 1) per ogal we N (se a, by

FEU) (22, eon (A et (o, e E ) (e 2) pr

(12 sop (e <+ o per ogai neN, ie2,.

Cid & ovrlo xc u,, b, e €(u, R) (e Z,) ¢ i pub vedere coal gl alisi casi:
i) te a,, by son0 fanzioni C-misabili (ic Z,) e se 1 & o-finita,
conidece 1oy = (1€ Ty DIVIn{0] <9} (16 . e 23 o sopcte EAT]
(Corollario 1.38, di cui vale Fipotesi 4)) ;
i) se pe I, wof e se u, be %, R) (e Z,), pec Ia dis @
Telebychey per ogai (=2, esistono A, e, A,,c Ty (e N) nali che
MISADS s A e, sop (VG <+ oo

ez ogni we N ¢ pertanto basta considerare A, = 1 A,y
,

R TS P SR G R



—8 —
Ora si costruiranno delle funziond &, (s N) 1l da verificarc Ia tesi.
_Sis neN. Da (1120} ¢ da (LI21) segue che per ogni ic Z, esine
M€ R tale che

Mex)< Mo+ };{’.

o Bl Mo il x)
per ogal (1, x)e D,n Dy (A x X) .

Sia 2t | o0, -+ ] — |- o, + =] funzione debolmente crescente ¢ inferior-
mente limitas, con a{r) ¢ R se 16 R, z>infg e tile che lim_sr)fr = 4o

0 serelees0]
(.a esempio afr) = (infg)VA(r), ove f(r)={ «* serel0, + m[)

e e r
sl ¥, oy o o]+ [

=

B
e 2 i EIAE) e ognl x)= on + o0l
Allora ', (1) < + 0o s Te R, ¥, & debolmente crescente,

W sinfy, W (1, 3) <gltx)  per ogal (hx)e D0 Dun (A, X)
&, tesendo conto delle propricst di w, esistono . R, m, My, uli che

(1122) Pt € W o m)

pox ogal (£Z. , 18 -0+ o]

i

quindi ¥, (r) — oo per ogni 1€} o+ os]; om, 38 TE]— oo, 0f da
(1122) segue che

P L Tt g ogal ie2,

TR

& pertanto, se ¢ >0 ¢ se ige 2. & uale che <2 ¢ &,
— Lt} < o2 per ogai ve |- oo, Buf, per T |-

i,
i

| wa, 0 & tale che
i ottiene che

ed essendo dlaliza parte W, (r)jr =", (W)s pee e | o=, O, i deduce che

AT

lim
—




e

se re 0, 4wl du (1.12.2) seguc che

B e e e,

€ s KeR, se ige Z, & tile che fe> K1 ¢ dge 0, + oof & ule che
Jett, , fe< 1 per ognl v Jde, + ecl, per £e)d, + | 5 ottiene che

a1y IS
*

e quindi
do R b
Basta on definire @, el segueate modo:
Dle= (e, D)=t
4. 8, 1)

#) Dalle ipotesi segue che esiste Tye L con p(7 T = 0 ¢ per ogni
40 ¢ per ogal we N cxistono &).: A, -+ R funsioni (5], }misurabili tali che

< tener conto del Teorema 0.5 (pati

Wty Xy B ul2) - ayp ot ) < 8,00 + 6800 )
per ogni (£ x)6 B,0 Dy (A0 T % X) ¢

busnt on considerase e 7w B, h() =0 3¢ 26 T (UAL), bit)=butr)
sty bl =D (Y seteANA L, (FeZ,) S

(Pl Moot o) S M AN ALY (red)

€ 58 (AL, p)un & costante, per concludere basta tenor conto che per I'Osser-
vazione 1.34) si pub suppoere b, o0 ©(s, R) (e 0.

113 Ossenyaziona: ) §i noti che le tesi (ool casi € kv & «hu) del
Teatema 1.124) implicano Ie ipotesi (ael rispetivi casi) del Teorema 112 ).
Si ha infari (con le notaioni del Teorema 1.12) che:

(L130)  se AEC e se 2 |— o5, + == |- o,
crescente e tale che D(r)e R se r& R,

) o)

=] & debolmente

T

+0 s T-—co,

allary (Boblan- e, Homnt ) € MRy, A% X, i)




e E

(ove iy = (%X Set, S0, p(5) = 0 ¢d &y, , & Pinsieme £, dell'Ossec-
wazione 1.24), relativamente d A) (bawa poi definire

[w(.sc:,x)g se (r,x)eD,
+e s (4 ¥ (T XD,

#ih )

« tencre conto di (1.3.5) dell'Osservazione I.il))‘

Per ottencre (1.13.0) busta sfruttare il Teorema 1.65) ((1.65) & soddi-
sfatta con N, , = P(x/.f) (x, # R) essendo @ debolmente crescente), <) del
Teorems 1.6¢) ¢ I'Osservazione 1.3).

#) Si noti che, urilizmndo le antazioni del Teorema 112, s¢ X' & spazio
noremato su R e sé $i considers & ~ | [cope?, il Teorema 1.12 fornisce un con-
frnnto fra 1a condizione di Nugumo ¢ Je maggionizioni fanzionali (per quanto
riguasda I parte b) del teorema, i nosi infatt anche che, nel caso appena cita
1 ipotesi possono csscre sostitaite dalle seguenti:

(1131 esistne A6 € (e N} tali che y[T\[HA_J) =0 ¢ per ogai neN
esista 8,3 X -+ [— o5, -+ o] funzione inferiormente limitata rale che
B, (x)fl¥le— -+ 00 per ¥ — o9 € 2(1, 3)>,() per ogni (x)€ L0
(A, X X) [risp. ¢ inotre (o1, .o sia cosame];

difatti, se we N e se @, & come in (113%1), allora, sfruttando 'Osservaxione

172}, il Teorema 1.6) ¢ Ia ¢} del Teorems 1.61), si otticne che

(@Daopr?an, | froprif s o) e MR, A X A0
(ave D, = ({4 x84, X: @,(x)< + =]} c basta poi tener conto anche
di {1.3.5) dellOsservazione 1.34) ¢ definire 5,(4, x) = ®,(x) per ogal (5, x) &
& TxX).

1.14 Esmagr: 1 seguenti esempl, tenendo conto anche dell'Osservazione
113 8), pongono limitazioni ad eventuali migHoramenti di alcuni risultati del
Teorema 1.12.

Siano X spazio normato su R, ; g, & come nel Teorema 112, pe (1, o=,
8 2,6 Tx X =0, + oof Tanzione.

) Se p non & e-finita € se (g, | leopr) € MR, T X, A, non & dewwo
che esistano A, e € (reN) con ,.{r\{ufz_)) 05 hys X [~ e, 0]
fanzioni (we N) wali che T RAL

LA
I=te

{1140y e prx-eos,  gln SO0

per ogai (4,x)6 0,0 (A, X) (s2N)




-

#) Anche g6 j & ofinlta € se (2] [rope?) € MR, T X, &), non &
detta che existano A, e con A(TAL) < 1w 4 1) & By: X -+ [ 0a, + w]
funzioni (seN) che verifiching (1.14.0).

) Se (a] jﬂ;)r‘)sM’E!. T X, ). non & detto che esisting A et
con (T A) =0 ¢ ®: X [ o0, 4 oo funzione rale che B(x)/x]s -
et x — oo, g4, x}>P{x) pec ogai (1, )€ D,0 (A% X).

) Se esistono A, € con w(T A <1t 1) ¢ B,: [0, + o[ —
[0, + cof funzioal tali che ®,()r -+ + u per -} e6, g(h, X)L (xls)
per ogni (7, %) D, (4, % X), non & detto che

(& Lisprr) e M(R, T X, 4) .
) Siano
T R [0, o] Fonioni i che_lim #(9)— + =}

and A se A & finite
=2, *“AJ=[ on ;e.—l u:m;a ATy
(ove card A indica ln cardinalitd di A),
X=R, D ={¥x)cl7R: W) <+ oo},
S, = (i) per oo (K, x)e D

Allora (g, | |ope®) o MR, TXR, A.) poick, esscado €= 2% 5i ha Ay m 4,
€ per la scconds panie dell'Osservazione 1.104). Se ora esistesséro A, ¢ 9,
come nell'equaciato, sasehbe 1\[».4)--: e, considerando
min (b (), & (= 39}

x

SRS [=oe, o], W) =

e x>0

e x<0

(22 N), sl avrebbe che lim ¥.(x) = + o ¢'s¢ sk considerassero ¥ © (¥Juun
selativi @ (¥, ).y come nel Teorema 0.4, 5i onerrebbe Wel)A,, per cui esi-
sterebbe m e N con We A, ¢ Falira parte sarcbbe (¥, )e D, ¢ g(F, x) =
= ) <, () <D, () Pt 5> mhax fx,,, O}, assunddo

B) Sitng T'= [0, Foof, £ = £([0, + wof), g Ia misurs di Lebesgue su
0, + oof, X R,

Y )

£ 10,4 o[ XR - [0, 4 0 o




N

—

 Alloss, considecindo come g la topologia euclides di R, per I'Osservazione

10 ¢) sl omticne cho (g, | [opr”) & M(R, [0, + o[ R, 4,). Siano ors A€t
P s [ o9, +- oo] funzione talc che B}/l —» 4 o ¢ X — oo, 51, X)>
59(<) per ogai (4 ¥)e AxR. Allors esiste fe R tle che B(x)= 0 3¢ [x| > 9
& quindi sc |x] = risulta che ;ng ) =0<0), per cul 9, o[
AA=0 c perianta p(TA) =

) Sceglicndo

—las sese 01
tom el

"o~

nell‘esempio dell'Osservazione 1.1 5 ¢ considerando g zelativa a 5 come in quel-
Vesemplo, sisulta che (g, | |ope®)y e M(R, {0, nxn.;,) et ogai pell o ©
da (1.11.1) segue che non esiste A€ L con p(Toe) = 0
20
im S0 = oo uniformemente dispeso 2 feA,

pes cul non possono esistere A ¢ ¢ come nellenunciato.

lJ Siano T, €, p X, R, £ come mllsmlpioda!lcmunzim 1114
Alloma (g, | [ope®) # M(&, 10, 1] R, 4,) ¢ pemanto, per (1.3.6) dell

zione 1.34), (2. | Jopr™) £ M(K, 10, 1] % R, 4,) per-aleun valore di pe (1, ool

Dialtra parte seegliendo

A= .% |] (wa )

D [0, 4 sl = [0, 4 o[, B} =

i)
e
per ogai 1210, + oof (M),
sisalta che

1 &,
A, prAd< g, Paie pereaia

029,01 oo ok (190 A, uz(mm che se fe A, ¥ =042l
Tara x| = /7 ¢

F e e

33) = )
se teA,, |x|<a+2 allom

)50 = (_;z,a).. un_(w] neN):
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