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0. - INTRODUCTION.

i Sk e s o ol v Ve b 0, & P V),
que (2, &, P) soit un cspace probabilist, X un processur sur (4, 4,

W D, <t ¥ unc varisble aléatoire sur (2, &),  valeurs dans
A

Lnirizo, def A ircenc: di Masematic, Via Bomsarodd 2, 156100 Fiea.
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Pour ua tel systéme, on considére la condition suivante:
S Pespore (9, A, B), ovoni de sressisscameat habitoed i Ja firation (5 Jun,
finie por

Fo= (YN Ay Ak},

@1
e processzn X ert wwe semimurtingale;

Nous nous propasons de montrer que e fait qunne telle condition soit
semplie est une propeiété qui dépend du systbme conmsidécd smalement & sravers
1a Ioi ;o de la varisble aléatoire or i (X.fin), ¥(w)) (4 valeurs dans D E).

Autrement dic: si le sysieme (2, 4, P, X, Y) vizifie la co
dente, il en est de méme de tour sysitme (2, &', P, X', 1) du méme type
m q\n 110t (sclon ) de a warlabe aléstnise s (Xi(e); ¥'(u}) s0i tpk

" Supposons maintenant que, sit Vespace (E, & muni de Ia Sheution (5),
munum,mpm processus 4 prévisible et borné

Ce friot i, conslddsons fous les systhsnes (38, P, X, 20, Y)
tels que (9, 4, F) soit un espace probabilisé, ¥ une variable aléaroi
(@, 4), & valenrs dans (B, 8), et (X, X) un couple dc semimartin
Vespace (8, &, F) mani du grosslssement habiroe] de Ia filrarion () deinie
par 01).

Pour tout sysbme de ce type, on peut considdees la conditlon suivime:
(0.2) Sur Pespare (2, & P, ‘musi s rossisoment babicwl o fa' fltration (7))
difinie par (0.1), la sevimeartingale X' 4st an reprisentant de {'intigrole siochastigus
it processus prévisibl

H{t, ) = {1, Y{a))

por roppors 3 le sumissartingale X.
Nous démontrerons que le fiit que cette condition soit remplie dépend
du systhme considésé seulement & travers I loi de la variable aléatoire

i (K (o), Xi(o), ¥(o)) (& valeues dans D DxE).

Un résultat analogue, concernant un cas pamiculicr de la notion de semi-
mantingale (4 savoir, la notion de martingale de carré intégrable], avait été
démontré dans [5] sous Vinspiextion de [6] (mlr aussi m on_pant le te-
trouver en sppliquant le résultat précédent & lespace £ = Dx D (muni de
Ia filtration canoniue).

1. - Hyvorulses, NoTATIONS, RavbrLs

Dans toute la suite, nous adopterans les aotations, le langage et les con-
ventions de [4). En particulier, un procvions d Stieles sern un processus mul
en 0, contiou & doite, & variation finie.
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pat D 'casernble de toutes les fonctions réelles. définics
. ulles en 0, réglées, continves & droite. Pous tout élément x de D
“nombie réc! ¢ positif, nous désignecons par x' I'ément 1 s ¥{01)

; cansidézerons D commc wn expace mesurable, en le munissant de

aame.
i iy, . ¥ T e

mesurable [ de DXD dans D, e dipendant qua
o v (Xofes) Yol

Plot Vige) m [(Xfo), Yi@D} =1.
m. mmhum ) Soit (E,8) ﬂwﬂm"' il

10, ==l 5 B0, =) &
WMHW f&(ﬂxanxn (D, D), pes
Propeittd swinaxte

f..hz‘:ma‘i,‘: R
2(e.m) = Im. o)) X v

a, peur fosf or, d

2o = (X o), Y0
Gro vt W aqpoc prebail (8,

i M. g procecus
;-n;'nim,.‘[jm«‘-!i

. Rappelons que, sor un sp-c-punun..e(an.p)mdmnm
les conditions habituelles, un processus X  traectoiees dans D,
st el que hacure des varnbles aéuoices X, sit imégrable ot apelé
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tine quesimartingaie si la forme linéaire

H E”‘}H’X]‘

comsidérée sur lespace de Riess des processus prévisibles émentaires, st
relativement bornée (cf. (2]). Avec cette dédinition, on peut démontrer le
césultat subvant (. [3], § 8):

(U0 Su i probbill (0, 4. ), oo e filesoe rérifant Jes conds-
tionc habitoelles, it X processus d tesfectives dans D,

e 2 it e seimartingal, 1 ot ut il o oo, pour ont womire il
+ pasitf, il existe ave oi D de ln forme 3 ULP, avec U variable albateire bornie
e portus sirictent pasitioe, 1l got, P Ls i O, 1 proce orrésd X' it

inte dms L.
Rappeloris enfin qu'étant donnée, sur un espace probbilisé (2, 4, P), une

fltmation (F,) ne vérifiunt pas nécesssiremat les conditions habimelles, on
appelle greniviewest babiivel T (73 a Hemion (0 e pac

%= N = (O FN,

o A= A e At PLA) = 0
On reconna immédistement que:

(15) Tour processes privicie par rapport an grosussemont bobitoel de (5 ect
indistingrshie 'y procesess privisible far. rappert & (¥ .

(16) Pusr. gu'use variable aibotsire positive T svit ame temps d'arrlt por rapport
s groisovaons babituel de (F ) i) fant ot it v qu'elle wit dquisalents & uu fewps
Larel large de (5).

Dans toute Ia sulte on suppose fisé us espace mesurable (), £) muni d'ane
fltration (8,).

S ¥ est une vasiable aléatoire sut un espace probabilisable (8, 4), & valeuss
dans (Z, 8), Ia flration (F,) définic par (0.1) sera appelée la Alteation eqyrairit
paz Y. On voit facilement que les temps d'arrét lasges de cetee filtration sont
les fonctions de I forme 7 =70, avec ¢ temps d'arrét large de ha filtra-
tion (5.

De méme, les processun prévisibles pour () sont les processut de la
fozme

Vi, ) = #{t, Y(o)

avec ¢ processus prévisible poor ().




B = sup E Ik, )=k 12% )],
e processus de Stiletjes & défini par
it i fr<ion lim v, =0},

tim &,
it

=

ailfeurs,
Penscmble des rationnels dyadiques de la forme A2-%, avec u et &

2. - Résurars pRtnmearses

1 axiste s easemble A (pisp. A de lei e D8, possédent
 mivete:

st i (0. 4, 2. X. 1)l g (0. 4, F) it i rpms prbeb
 provesns sar (3, &) & troectives JnanY--n'.M war

S-hmﬂ(ﬂ&.ﬂ.mb'ww&ﬁﬂh&-w
Y, e procesous X est wne. semvimariingair (sesp. ame quanimarfingals demiste

L Joi, s P, e la pariable aidatoire

@ (Xf), (o))
i Pensermble A (cesp. 4.

Distossuarion: Le fiit que fe procesus X soit une auasimartingal

W&uhl:gm&quhmmﬂmmm»mwh |
1) Adoptation: pous tout couple 1, 2 d"'mmnn,mecl<t,|lcxmun:

mm_(mu.mmuwhqnl'

PX,= oY= 1.
2) Dominsior das L1 [sup || 4P < o=,
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3) Praprisé de guacimartingale: pour out instant u > 0; il existe une con-
stante réclle ¢ telle que F'on ait

T A x, )

pour tout choix des instanis 4, aves 0 = /< < o< fy =8, o1 des fonc-
tions £, & valeurs dans [—1,1], fi soit mesusable sur (E, 6, ).

Or, dans chacunic de ces teais conditions, le systéme (2, 4, P, X, Y) ofin-
tervient que pa intermédiaire de la loi de Ia variable aléaoire (2.2), L'asser-
tion concernant Je cas des quasimarntiogales est donc prouvee,

Lutre assertion en découle immédisement. 11 sésulte en effes de (1.4)
que, pour que le processus. X' soit une semimartingale, il faue et il sufic que,
pour tout nombre réel £ positif, il existe une fonction o mesurable sur (E, £,
bommée et pariout sisiciement positive, avee

Jrnep—1
telle que, pour Ia loi 2 = #(¥)- B, le processus areté X¥ soit ure quasimar.

tingale dominée dans LY, Cestd- du-a telle que la loi, selon g, de la vl.mMr
aléatoire

s (X ). )

4 A, Diautre past, cecte loi peat facilement s'exprimes en fonetion

de la loi u de Ia vaciable sléstoire (2.2) selon P. (De fugon précise, elle est

Vimsge, pa Fapplciion (s ) = (¢3), de I Il f ob f) =03
deux assertions du théorkme somt done: tedes.

(23) Laonuns Sur wn u,n-n frobabiiisé (3, &, F) mimt X an proceszr & ira-
e a1, b W wariabl mllnloi 8 salears’ dns (B, 1)

e pribe sty 12) apposivn 3 onwmbs 4 cmsiid o e oro pr-
«

1l exitte siors, svw Lespace (i‘:,&)m-tl-,ﬂmﬂn (8. we provessus v, sl
et 0 ef privicible, possidant la propei

(C) Swr Pespove (2, A, ) wowni dn grossiziement bebicwe! de la filtetion engen-
drie par Y, Je procasnes. prévisible

@) Vit o) =#(e. Y(w))
st indirtimgrabe du processs de Stickfer
@5 2ty ) (s, Y)

( dramt difini par (L9)), of cel-ci est s compemiatenr' de X.
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v, da proprilté (C) dipend dn systime (D, & P, X, Y) andesont & travers

MV(W.‘!‘-F*—-(C:L-W ses trajectoires

. droitc) e indistingrabie &'az procesins de SAclis A varietien fasigrable,
.M(C,)aini&.dm(ll),qaﬂlhp-ﬁ, Vespace

&Mﬂehﬂmun(&.}.mw dareét | qgnmgnﬁmp_

Jvddp<ce,  [iX—Viiar=o,

fmu.uc o, ju(x..'n—mwuo.
s § désignent les fonctions mesurables définics par

Sl x) = 2(r () pour (%)) eDRE,
e £ =rG0)hs)  poursek.

EW que f est obtenne cn composant Papplication mesurable
: 7) =+ ((9), ) avec le processus cansnique (7, %) = x{f), qui ¢st continu

Quuiumme(c,).dkpm.ndnqunuhuhm
,Mw

JedP <o,
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On voit sinsi que chacune des propeideés (C3), (Cy) oo dépend que de la
Ioi , <t ceci achéve Ia démonstration. du lemme.

3 - L miSourat mmcmar

(A1) Tnsonbscs: Etant dvwnd, s Pespocs (E; €) mowni de da flteotion (), s
proceseas b prieiible et born, eonsidivenr mm. rettme (2, 4, P, X, X, Y) el gz
1) (0, 4, P) swit wu espave proabiti;
2) Y it ane variabie altsteire sur (2, &) i valeses doss (E, )

X, X0 soit iw couple de processui 3 trajectoines dons D, dont chacam soif dme
it 5, et (0,4 E) o b rvssissement babituel de s filiction
exgenrte par

M..wmaunjm.,....-...m.(mmm.pa..mmmmmw
dipend mlemont de i i de Jo varksble léstoire

2 @ v (X o), Xifo), Yio)) -

Disonsraamion: Plagons nous d'abord dass le cas particulier o4 X, X*
sant des quusimartingales domindes dans L2,

11 résulte alors de (2.3) que, sur Pespace (5, &) must de 1a filuation (8,
il existe un procestas # (esp. #) nul en O et prévisible, possédant ks propei¢té
suivante:

Suc Iespace (9, 4, ) muni du grossissement habitucl de a flrasion
engendsée par Y, le prosessus prévisible

Vi e)=rn Y(e) (e Vo) =r{ Y(o))
est indistingusble du processus de Stieltjes

Zg @)= Y(o))  (resp. 200w

(8 Y()))

et celuici cst un compensateur du processus X (resp. X'}
En outre, eette propriété de » (resp. ) ne dépend que de 1 loi de la variable
altatoire

@ (Xifw), Y(w))  (esp. o e (Xie), Y{w))) .
Posons M= X— 2, M'= X 2.
La condition (0.2) est alors vérifiée si ¢t seulement &i les deux conditions
suivantes sont visifdes & la fois:
(a) 2" eat indintingushiz de P'istigrale stochastigne (de Srielies) H. Z.
@) M aat s ripresentant de Pintigralt stchastigre H M.




T
(d) s taduit simplement par la relation i

. g
g w1 ¥ {8, Yim)) o= | bz, ¥{w))ilds, Vo)) ) =1.
(0 {70 Y0 =it Vit Yoo ) =1
condition (§) peut sé mettre $ous la forme
(M—H M M—HM] =0, |

107, AP\ — 2 [, A - F- (A M) =0,
sésulte alors de (1.1, (1.2) qu'elle est équivalente 4 una relation de Ia

Plos X g Ko, ¥ia)) = 0} =1,

st une fonction réelle mesurable sur (DX D% E, DEDE E), ne dépen-
1a loi de la vaziable aléatokce
du

e cas on pest
‘e vertu de (1.4) la condition (0.2) équivaut 4 la condition suivante:
Poar doat sombre. riel 1 positif, il wxiste we fouctio w wessrobie wr (E, 8),
Nirtsat strictemet poiitive, anwe

g, posr la lof © = a(X'). P, chacnn des descx pescessus XU, X'V soit aove soiasi-
 domisie dang L3 of que X' srit un repriventeat de Uistigrale scdastigue.
H par rappert 3 XV,
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