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PRANCO PARODI (*)

Lincarizzazione di dispositivi a tempo contlnuo (**)

Linearization of non Linear Continuous-Time Devices
Seweinr. --Mmkqlka-!unwdmlle\nnhu-ﬂmem
mononce. costinuos time: h dilerensisile
Sigeals i tho fmse wmiverse are C while i secced shey ase el i o e

oeigin Is 8 i in dhe unlverse of the liseas pasive solvable devions.

I [1] si sono costeuiti due universi di dispositivi aon lineari con funzio-
sumenti funzioni del tempo comtinua rispettivamente infinite volte derivabili

precedente,
,;.,...m,a..mmmmusma.nma.uu.d.im
dell possibilih di lincarizzare | dispositvi i quest unlvesi ael seaso & ladi-
vidaarn | dispociin st magec ol comee purs & ocd, Lorgh

ibilth el lincarizzazione con le opers:

doni di ln rete.
Paichi | dupmw in questione sano tate risolabil, la
ottiene linesrizzando 1s mapp di seattering, b ¢ mm.mm le wm
di composizione in rete si riduce alla compatibilita della linearlzasione con
Voperasione di frecdback su opportani sistemi associatl,
Nel pamgrafo inlaiale i premettano brevemente sleune norioni di ealeolo
ilsasihs et o s a0 e Lkl dott 4 smt famiglia
di seminotm che Intervengono nel feguito

(%) I Massmaticn i Ingegaceia, Pe Kenioady, P D, 16139 Gesiows.
{##) Memocis pcscnrata (13 dicembi. 19K8 da Giseppe Scorsa Dragonl, uw del XL

s
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Nei parageafi 1 ¢ 2 si individusno lo proprieti che consentono di restrine
mmum»w«mu.a,mmmm.umwduum
sonn di clase €, in cotrambi { cu & ewsensiale per concludere peablire 11
desivabiliti delle funrieni implicite che s presentano chiudendo gli oppartant
feedbick.

Nel paragrafo 3 infive si mosima che in cotrambi | casi I lincarizzazione
émw:wnlewm\ﬂmmmméddmmﬁm
degli universi considerati in opportuni universi lieasi.

0. - MAmpr 505 ANTICUATIVE DI CrAssE €
Sia X 1o spazio delle fndioni feali deinite in R e di quadeato sommabile

in (==, ] per ogni TeR. ]
Cormideacns 1 (1219, it et uto gl vsodle dssto 1

della famiglia caesceate di seminrme, vesHicante Isssioma di separizione, cost

defiita:

lrl,—(_jfx'(v))’. TR, xe X+, ]

cinscuns associats al « semi-prodotto scalae »

Gopprm DI, mpe X, Ter.

Alhkn@ndlmmmellrammhmdunnnkmm

logia metrizzabile, nel riferimento. ke topo-
logia, sispeto alla quale X risulra compleo,
Consideriamo mappe.

GiXiaXn  (mmeN),
non, ancicipative, ciod tll che:
s TR, %y K e xle) i) per ogai 1< T skl (GEI) =
-(Gm)mremur In stessa condirione pud esscee espresia & mezma
le seminorme ¢

per ogni TeR e per ogni x, ye X*,
[ =pls =0 implica |Glx)— G(lrm 0.

) Com (-, - denceisnss il prodoiia salare in R




Considerismo mappe G non anticipative ¢ derivabil secondo Feécher, pen-
© sndo in X%, la convergenea assocata alla topologia; se G & dertvabile in
| e oo

> G Xoe K=

umumdainmﬂchx,
la castterizzazione della topologia in X* ¢ dal fito che € & pon anti-
apli , segue che G'{x)) & anche ess0 nan. anticipativo,

Deaotiama Ly(X" X} lo spasio vettoriale dei mosfiemi lineari non anti-
pativi contlial da X* fa X7, tale spasia & dotato della famiglla crescente di
conl definita

[Ule=Sup [Uxls,  TeR, Uely(Xn o)
e

es1a rlsulta cresconte rispetto @ T ¢ verifica l'assioma di sepasasiane,

Se la mappa G+ X% X* & pon anticipativa ¢ derivabile in ruto X%,
s I la mappa

&5 X LHX", X,

G i dice di classe €' se G risulta continua,

La continuitd di G in x, 0 X* sl caratterizzs facilmente mediante Ja con-
tnuitd di G rispetto alla seminorma celativa allo stesso indice TeR ala
in X che in Ly(X*", X=) per ogni TeR, ciod:

per ogni TeR, per ogni >0, esiste 4> 0 rale che [G(¥)— G'(xq)r<r
pes ogni xeX ule che x—xgle= b

Dopo queste preanesse, <m-dm-mdmm=ummmhr&m

sh}f,ilmdiXWﬁNhudﬂkﬁmmmwpmme-
muta in [0, + oo), data una funzinne F: R* = R® di classe (7, consideriamo
Ia trasformazione

G: Xy X3

cosl definita: se xa X}
(A= Rt pes opni 1<k,

sisulta. banalmenre &' non anticipativa.
huin-GimmlmnuFequdmzuna,ndbdmwhhw}‘hm
vita P lipschitaiana, eisultando, s¢ %, X

o) =Y




T

il morfismo linizare cosl definito: s x & X7

(G @as((=F{0)st)  per ogni zeR
| dave F (s(1)(r) denota il prodotto della mateice Jacobisoa di F caleoka
| nel punto x,(f), per il vettore (7).

Tnolice nelle stesse ipotesi Ia Eappa

G X - L XD
disulta continua.

Sc poi ¥ & il sottospazin di X, costitulto dalle funsioni €~ a supporto
l contenuta in [0, 4 o=}, se anche F & €, risula nelle sresse condiziond sopra
riportate

derivabile, con derivats
G YLy, ¥)

1. - Ux UNIVERSO DI DESPOSITIVI MONOTONI RISOLUBILI DT CLASSE 0

‘. Gy ym
|
|
| coN uETORAMENTI PN KL €

Sia L Paniverso di dispositivi monaeoni risohubili 2 fansionamenti in Y
1 considerato in [1], AL consiste di tutti | dispositivi della forma
A= L+ M)
cont
# trasduttore clemeatse,
Le DY), universa dei dispositivi lincari passivi zasionali sisobabili 2
funzionamenti in Y,
Med,
dove & la famiglia def dispositivi & funzionament in ¥ con mappa di scat-
tering
Gy
del tipo seguente:
(GOINA = Fx(1))  pes ogai ye ¥, /&R,
essendo Fi R*—+R* um contmzione € ¢ tale che F(0)—0.
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Considerismo 3 1a famiglia di dispositivi di R individuati dalla condizione
che F sia inoltze dotata di desivats. F* lipschitziana.

Sia or W la totalith dei dispositivi di AL individuati dalla. condizione
aggiuntiva che sia Me R,

Teonesta 1: Le famiphia AU 4 disposiind dolf smiverso W, s svierss i dispe-
sitivi monatoni, Opui dispositive di W ¥ risslubile.

fato che AL & un somouniverso dell'universo di dispositivi monotond risalu-
Bill W

Twonnsea 2+ Ogui dispesitivs dell'sistess AU b wap e di estting di elosse G,
Dnes Per provase che ogal dispositive A€W,

A=l (L)
i mappa di scattering di classe %, & opportuno presentase A nells forma:
= ta(L+ 4)

con L dispositive di (Y} con (p 4 g) teminali (g essendo il
mumero dei terminali di Af), ed 1 il trasduttore elementare che realizaa solo
costocirenitazioni fra ¢ coppie di terminall uno di M ef wno di

o
T B u! e
N 2= P EBE==1

BafL.+ A L+ a0
Consideriamo il sistema associato al dispositive
L+ M

nells mappresentazione mediante le mappe di scsttering.
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Enoto che [3] 1a cortociscuitazione di wma coppia di termimli equivale
4l afeedback incrociato » sulla coppia di entrate wscite corrispondenti

Sia J; Yoo Yo Itmrﬁiﬂodlimnsd!f_strmnmdn

‘mediante 1a gon espansiviti dell'operatore §
md@m,dmmShmawn del-
Togeratate S, mediante 12 non espansivieh della matsice complessa $(¢), p&C,
el semiplapo Rep >0 ciok:

B(Alel  per ogai peC, Rep>0.

Rappeesentiamo il morfismo § distinguendo le cntrate o le vscite destinate
feedback:

al
b= At By,
g=Tu+Aw,

46 Y7, 5, 0€ YV ed A, B 1A sono matsici di operatost differcziali
matrici complesse A(), ﬂ(n).l‘(p),a!(p)smmmm
su)umpwc«m

Sia G: Y Y4 Ia mappa di scattering di M, essa & individuaia da uns
‘contrazione £
Fim—®
con F lipschitzians, s f& ¥ s ha:
= (GUOM = (D) pes ogsi reR.
Ponendo § = g i ha il siscema:
y= Ak B,
o= Gt A,
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oy

-1 -
ponenda pol # = #i ha Vequazione
wm G(TH o+ i)
s:gmu. Teorema 1] che wle equazione ha per ogal ne 17 um ed
s sola solurione w ¢ 4, clod che dallequazione si esplicita una unica fun-
ione continua (anzl lipschitzinns):
)z V-7,
Mostriamo, applicando il teorcoms di derivasione della funzione implicita
negli spazi nonmati (in ciascuno spazio normato. (C7[0, ZJF, 7'e R, anche se
classe

ponpies) che e fminoe w() & hpirble, sl i chse
Tnfarri H: YexYemYr
Hia,w) = 0 — (i 4 AB)

sisults, pec s desivabilith della fansione composta, H parzialmente derivabile
con desivate contiae:

His, ») = — Gl A} T,
iy w) o I G (T A8)A ().
proviamo inoltzc che qualunque siano e Y7, w6 Y¥, I trasformazione lineare
Hi(w, ) & inveribile.
Fissato infatti (s, =), Vequaziont:
U~ Gl An)l) = 3

i e 2ok sesorm = A0 petp sk s 1
Infasti tale equazione & equivalente al sistens diferenzisle:

(= Fi(In+ dw)d)xcmy
dove F'(lu+ A») & la watrice Jocobiana di F calcolata pee ogoi & R nel
pnte (T(f) + Ax{0).
Posto A — P(DYG(D) dove:
B(D) = AD+ A Dtk AD Ay,
YD) =D+ b D+t WD+,
con i, R, A, matrici reali g3g, dalla non cspansivitd di J(#) per pe € cor

@) 4 denoca Foperatens idensico.
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Repo> 0 dsulta:
azm e A<l
Alloes il sistema & equivalente a questialiro:
QWD) — Pt Am)AD)x =% con 1= @D}y,

© quest’ultimo sistema lineare & cocfficienti continui & in forma normale ovvia-
mente s¢ p > ma anche s o = o, infarti Ia marrice

T— P4 AsyA,
& invertibile polché sc €= R, 0.< k<1 & una costante di contrazione per F,
risulta:

[P (Pt Aw)A,| <kjAf<k<1

i F'(I'n 4 A¥) ¢ una contrazione.
Allors w(w) & derivabile e si ha per ogni wg Y¥:

()= [[— G (Iw+ Aw)A] G (Tn + AT

Da quest'oltima eguaglianiza e dalla continuiti della fomxione composts &
dell'inversa, segue Ia continuitd di o/(x).
| Sostitaendo infine «f ha la mppreseatazione del dispositivo mediante la
| seguente mappa di sesttering, ovviamente di classe €15
|
‘ # AN Bo(K)
con derivata:
I #om (A + BlI— G(AHG ().
2, - Un UNIVERSD DI DISPOSITIVI MONOTOMI RISOLUBILI DI Crasse O
CON FUNZIONAMENTI FUNSIONI REALI LOCALMENTE DI QUADRATO SOMMABILE

ﬁl”l\ﬂmﬂdﬁmnwmﬂd&dmahﬂhmhx
considerato in [1], 47 consiste di twrd § dispositivi della

| A =0u(L + M)

0 trasdutrore clementare,

2 e it R e e P i el
trice di scatcering reale subunitaria.
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Mdmmmmmm\nhﬂemmdxmmngcdchk
mente contrattiva rispetto ad ogai seminorma ¢ tale che G(0) == 0.
Se di pil si suppone la lioearits anche di A si otticne ovvismente un sotto-
aniversa di D' di dispositivi lineaci passivi risolubili a Fanzionamenti in X
intesessante nel seguito, che indichezemo con D).

Sia o 7 La tonlith dei dispositivi di U individuati invece dalla condi-
zione aggieativa che G, I mappa di scattering di M sia localmente contrat-
iﬂtd.idxsm(."[‘)

Toonsses 3 La fusiglia ‘U di dispesitivd delwosioerse 0 & wierse di digpo-
sitiel. momoten rilabi,

Do 1l fato che 0° costimisea un universo di dispositivi segue ovvis-
et da sisuliati aoti essendo ovvio che la somma discita di mappe local-
ameate contmutive ¢ di lasse 1 b ancors localmeate contsattiva ¢ di classe C.

La monotonia ¢ rsolubilith del di 0" segue allors dal farto che
0% & un sotrouniverso dell'universo di dispositivi monotoni risohubili 4.

“TioRisiA 41 Ogei disperitive delsmiverss W' ba mappas di scaiering di elasee €.

D Per provase <id, dato un dispositivo A & V!

A =By(L + M)
& ancora convenlente rappresentare A aells forma:

A= (Lt M)
con I opportunn dispositivo Line: passivo puramente resistivo con (f+g)
w-.;mmxrmmmmﬂm.mumm
che realizza solo corocircultazion fa coppie di terminali uno di M ed wno
di L.
Passando i sistemi associai nella £ di

rappreseazione. mediante le mappe

scattering, ¢ distinguendo Je ctrate ¢ le uscite destinate al feedback, dewi 5
il morfismo di seattering di L ¢ G Ia mappa di scatrering di M, sia § cosl
descritta:

5= Ant B,
g Tug Aw,

) Vo ropps 52 % 0= 8 et bl concsei s & b contrates doperc

Bkl o pembagr iy pe g s

1600 — CUMe < e —slr
per ogal . ye X nli che 4 <4, 1odr <4,




—

dove s, 05 X% ¢ w6 X% cd A, B, I, A sono marmici reali non cspantive
come I matrice:

con G X"-» X* mappa localmente contrattiva risperto ad ool seminorms,
quindi non anticipativa, di elasse €, ¢ tale che G(0) =0,

=

A mnrmmmm_mmlpmm;,uhm
sstema, con, mappe ingresso uscit
v An A Bolx)
essendo w(x) la mappa espliciiata dall’equazione:
e Gl )
per canchudere basta provare che tale mappa & di classe €.
Useremo a tale fine il tcorema di derivabilieh della funione implicita negli
senal o, 1 g snle o (s T
H1 Xrx Xt XV,
cosl definits se we XY e we XN

Ho,w) = w— G+ A3)




Hiw, #) = =G+ AT,
Hil#) = L= G (Tu As)at,

Jinaltre M (s, ») & invertibile qualunque sia (s, »).
Fissati infatti #, » Vequazione:

([~ G (T AW} ) g

ha una ed una sohs soluzivae ¥ € X¥ per ogni ye XY escendor

Gl Aw)A
una contrazione in X* per ogol seminacma (perché composto dalla contes-
sione G, derivatn di uma comeasions locale, oo 4 oo i) o T4
completn nella topologia assocista alls famighs di scminorme.
‘Allos (s) che & certo continua [3] risulta anche derivabile ¢ per ogai
HeX* 5 b
W) = [~ G (Lu+ A AT+ AT
da cui anche I contimuith di »”.
La mappa di scattering di A:
# = Au 4 Bols)
& allogs di classe €1 con derivata:
= (A+ Bl G(-) A G () Yw.
3. - LINURIZAZIONE DI UNIVERSE DI DISPOSTTIVD
A TEMIO CONTINGO AISOLUML DI CLasss €3

In questo paragrafo indicheremo con 10 uno de due wniversi W oppure *
aci precedenti parageai, ¢ con 9 sispertivamente Puniverso lineare:

Nl’)dddupmmnhmn::mhplnmnnmh 2 funzionamenti
in'Y considersto nel paografo |

eppure Vuniverso licare
DX di dispositivi lineari passivi nmn a funsionamenti in X con-
sidesato all'inizio dnel panmgrafo 2.




L
Drrivemose: Dato wm disperitin A di D) con moppa o scarrering
)
v 500) 1
diciame dispesitiva Rusariczats 8§ A i (0,0) il disporitin livare A' sbe b - -
Jime di scattering 3
ro= S0 ‘
Toommun 5: La « limarigyegione . cioi lo trusformagions € sbe asecis ad agui
mﬁnAJd\nltd‘:pm—A'WvﬁAh(ﬂ.vj.i--rﬁ_“ ‘
Pamiverss W nellssiverse
Dne.t Per provase che ¢ & un motfismo di universi [4] basts provare che+
ArB=ALE o (pedY=rpulA)
per ogai A, BeW e p trasdustore clementase.
La prima cguaglianza & ovvia, proviamo la secanda.
Facendo uso delle notazioni introdotte pei Teoremi 2 ¢ 4 basta dime-
strare che se:
Ayt M= co(L+ M)
allora:
(0L 4 M))Y'= by (L + M)

da cui risulta anche evidente che A'e D
Ci 3i pub ridurre ovviamente a provare che

(L4 M0) = w(L+ M),

quest'ltima. eguaglianza i incerprets sul sistemi associti
| della linesrizaagione con Voperassone di freedback.

compatibiliti

Sappiamo dai Teoremi 2, 4 che il dispositivo:
(L M)
b come morfismo di scateering:
= (A 4 Bll— G @A GO Nu.
| Cilcoliamo ora il morfismo di scanering del dispositiva :
(L M)




o -1 =

11 dispositivo A" ha morfismo i seattering:
=G0
ed 1l morfismo lincare () & una contrazione, si ba allom ponendo § = g
P = Aut B,
7=GO(In+ d=),
& posto w =y, dall'equazione:

»= GO dx)
si ticava

#e [ GOAP G0 Fn

maouuwamm (1= GO imerilecome ik v el dc-
strazione dei Teoremni

Chinso i1 feodback 4 has
= Au ot BlI— GO A GO I,
Questultimo & alloss il mocisno di scatiering del dispositivo ()
&m;:mumammudmm(«tl+m)
e questo conclude Ia dimostraziope.

Ossmavazions: La linearizeazione €3 W —» B lascia fissi ovviamente i
dispositivi lineard, risulta pertanto € uma retrazione di W in D.
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