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Alcuni universi di dispositivi non lineari
risolubili a tempo continuo (**)

Some nonlinesr solvable universes of continuous dme devices

Sumncr. — Unig che methens otk in 1], 21 (3L we coosruet bwo univers of aon-
e, coniounns e and sodebe devices.
Ta fst v e il sre £ 1ea faions, he solvabliy of k' devioet Fliw feom 3
cxitence heorem for diflerenis
1 the scond wmiverse the igral ar L sl fomcices and she solsabiy of . deviems Fllow
froen 8 glokal fmplict Furmton. theurem [4].

INTRODUZIONE

s alla costruzione di due universi di disposiiivi non lineari moso-
toni risolubili con funsionamenti fungioni reali del seampo continuo, sispetti
vamente infiite volte derivabili ppare localmente di guadrato somaabile,
seguendo il procediment impostato i [1] nel cato del funzionamenti cosanti

lnh,=np|=u|nl2}4[3]lﬂmdﬂflﬂln i funzioni realf nel tcmpo

nglnpuunoﬂpznud:dlmndm:mhuﬂmmd.m
sitivi di n universo lineare passivo risolubile, opportunanente sceleo, ¢ da par-
ticolari dispasitivi non lincari monotons risolubill, mostrando che I totalith
i tali rec costiisce un universa di dispositisi monotoni ancor,risolubill,
1l pritoo waivesso, & funionamenti funrion ceali €, & gencrato dai dispo-
sitivi lineari passivi dsolubili raxionali, ovvers a costanti concentrate, o dif
dispositic] non lineari monotoni risolubill caratterizzati ds mappe di scattering
55 Rt R, quindi pursmente esistie, che siano conerazioni e €7, La riso-
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labilh de deposii & ueto oo ¢ sens da un semplice tcorema
di in grande per i sistemi di cquarion: diiereniali non lineari che inter-
vengono

1l scconds aiverso, & Hunalsamend fuszood Tocalnente 8L qosdies soar
mabile, & Invece generato dai dispositiv lincari pusivi risolabill cameeerizzst
da morfismi. di sattering §: R* -~ R, quind| purimerte resisivi, ¢ dai dispo-
sitivi non lineari monotoni aventi mappe di scatrering « debolmente contrat-
» eisperto alla norma LY, La risolubilich dei dispositivi di questo universo
segue dall'ammissibilirh del fecdback ad ancllo chivso sui sistemi associati, e
cid & assicarato da un opportuna teorema di punto fiso con parsmetro ovVerD
di esplicitazione in grande [4].

DISIOATIVE NON LINEART CON FUNZIONAMENTI FUNZIONT REALL €

Sia X lo spasio delle funzioni €~ definite in B a valori reali ¢d & supporto
infesiormente Limitato.
Sia D Puniverso dei dispositivi razionali risolubili, £-monotoni per qualche
keR[5].
Un dispositivo A di questo universo, con u terminali & Vinsieme delle coppie
(ra) Xo3X* del tipo:
X uh S,
-,
eon we X*, ed 5 matrice di operatori diffcrenziali fratti ciod matrice ad ele-
menti nel corpo R(D), interpretando Vindererminata D come operstore di
desivazioee, X ba una struttura natarale di spazio vettoriale sul corpo R(D).
monotonis, ciok il fatt che csista ke R tale che per ogal coppia
(#:»J;)- (% 3) € 1 risultis

[ewl-20l <l —mhon@—nl>di=0  per ogai TeR.

i caratterizaa mediante |a non espantivith dellopetatore 1 X — X, rispens
ad ogni seminorma

Jul.an[fup[—wlvvw}" & s,

o anche mediante Ia: subunitaricti, ovvers k non espansivid, della matrice




— 195 —
 complessa S(p), p&C, uel secvipiana Re p> &, ciok:
FS(<1()  per ogni peC con Rep>-k,
 essendo § I imssformata di Laphace dell'operstore S;
Sia T Punivessé totale su X [6], consideriamo | dispositivi di T risofubili
con mappa di scaneeing:
R: Xoe
del tipo seguente:
(R@)()=f{x(N),  per ogni ne X, reR,
“dove f1 R* <+ R* & una conteasione € ¢ tle che /(0) = 0.
saaumdzuuda;pashd-pwmmmnw-.mdnbwm
mappa di scattering conrmantiva; & immedisto verificare che wli dispositivi
risultino k-monotoni per ogni ke R

Consideriamo nell'universo weale T tutte le reti miste formare di digposi
lineaci di D ¢ di dispositivi non lineari di &, ciod I tonlind L dei dispositivi
della fogma:

. A=t t )
con:
§ trsduttore. .
L, ok dipiine e monoens, ol sl
e, ciob disponitive « puramente resi isolubile o mappa

tmmwmc‘hm(qmyﬂoﬂmddmn-ﬂﬁﬂ),

Teonmaa 1: La famiglia W o dispasitivi dell'miverzo olale, } am niversa i
 dipositivi k-swamofeni per qualbe k€ R, ed sgri smo disporitive § risalibide 7).
Disi.: 1 fatto che “lb sia un uaiverso di dispositivi, ciot che sia chinso
mnmmd.mmlnwmem.m.md
& comunque conseguenza di risultati geacrali della acmupmus},m
1} fatts, che turti i dispositivi di 9l siano -monotoni per qualche Ae R,
segue dal farto che dispositivi &-monotoni per qualche £ & R costimiscona
un sottouniverso dell'universo totle come si- verifies semplicemente.
Per provare che ogai dispositiva A €1,
A=0,(L+ Ay
()5 M & i marice comless w ., Inichinm
W]~ s (TRMOH
st

[ i cled invarial
et gl operaat  rirards.




95—
& risolubile, sark opporruno presentare A4 nells forma

A (LA M)
con L opporano dispositive i D coa (p-+g) terminali (7 essendo il numero

di terminali di M), ed « il trasduttore elementare che realizza solo comtocircui-
tarioni fr g coppie di terminali uno di M ed una opportsao & L.

0L+ M) WL+ 20

Consideriamo il sistema assochat sells ppresentazione. mediante le mappe
di seattering al dispositiva L+ Af, & noto che la cortocircuitasione di uns

coppia di terminali equivale al w fecdhick inceociato » sulla coppia di entrite
od usclte corrispondenti.

rET]

Mostriam che ehiuso il feedback si otsicac un sistem 1s cui mapps ingeesso-
uscita & definita su tuteo X*, tale mapps ek Ia mupps di seacterng del dispo-
sitivo ottcnuto per contocireuinzione, che risult peranto. risolubile.

R jamo I mappa 51 X% s Xv*t distingucndo le enteaic ¢ le
uscite destinate al feedback.

5. [ o= ns B,
Tl aw,




ST

dove 7, wa X%, 3,9¢ X% ed A, B, I\ A, sono maticl i opeaori differen-
il foarsl; le masrici complesse: A(p). ’0) f‘@)-t[())mmm"-
 came S(3), nel ‘!..... #EC con Rep
T B Sl T Giiosh n=F
dove [: L il
Pancado £ =g & ha il sistema:

[Jn.dn-'—b.
= f(l - dw),
ponendn poi == n si ha il sisterma:
o f (I A
Fet conchiders bues provase che o oquatoee b pet ogel a6 0 wom
ndmnh-dumux-eda;mmumr.-_ che pre-

un clementare teorema di esistenza in grande per equazion integrodif-
‘sggunudunkupa

Jororgial fratti iele che Puperaisre A Xt = X0 ricli wow tsponcie. visedto sd
g semisorans |*|u»ﬁ'nﬁtbbtil Peragioss:

¥ =l )
ha mna o s sels solizione 3 & XY per oqui x € X0,
Dosts Sia A= (4} con 4, €R(D) Ia matrice comidenua, potsemo 5
durre turte allo stesso deaominatore le hmwmmnomh T e

D)= D+ by Db+ B D by con beR, |

il polinomio denominatore commne che potremn supporte monico.
La mateice A s presentend allora cosi

A= gy (P) e0n pus polinomi e in D,
ovvero poichi si corrispondona nell'ovrio isomorfismo natarale:
- I. 1
A= gy A D=+ Aei D MDA
dove le A, sono matrici reali 334, deaoteremo:
D) = (AP Ay D=V s b AGD A AY)
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Poicht, fissato k& R, 'operstore A & non espansivo rispetto alla seminorms
— lsa per ogni 7, allora la maesice () & subunitarfa per +0C tale che
Ru';k,cme 1] <1 se Rea £, peranto risukn wom ¢ [, <1

Posto allom ¢ = (1/Q(D))y s vitiene Iequasione nellfincognita 3=

LAD)T = g0 D)D)

fixwat x & X7 5i ba Vequazione differenziale:

T b g = (), A A

A3}

che ha una ed una sola solurione ¢ & (C¥(A))", per ogai scelta dei valori ini-
wlall fy, g{fa)y ooy T 07a), poichi ricntrn nelle iporesi. del scguente Lemas 2,
si ha pol y = (D)1

Allors, sftzando I'unicith, se /, & tale che (i) = 0 per ogai 1.1, rinuita
o#) =0 per ogni #</,, quindi anche #{1) = 0 pez ogni f<sy.

Lesaus 24 1] sistems diffrenginles

T b @ o by = B, A

A N e Ay
o bi. Rt R —n RY applicagions continas ¢ contragions rispetis ul second argasweats,
be R, Ay watric real gcq, ¢ cow [ A<, o imaod st ale sobezion por
U ER; s imoitre beC‘". alfora

Die.; 1 sistema dato & equivalente 3l sistema:

= b ALY b A — b = =g

Essendo, nelle ipotesi fatte su # ed A, la fanzione:

PO s B = B, Aut™ ot o Ao — b

34

s eomousone cispe sl bl 1, da qot eqasione s splicia per
ogal 1€ R, £ (punto fisso):

T =wlna

<an ¢ continua essendo continua b & quindi y.
Quest'ultimo sistema differenzisle nellincognita ¢ & equivalente al sistema
dato ed & in forma normale, ha soluzioni in grande poicht ¢ & lipschitziana




-
rispettn alle variabill g%, ., 3. Infatei per ogni ¢, §ER #f ba:
N 0 D W D, e B O =
= 1Bl A o A A Dy B B — bt —
=B A AT A BT R <
SALA T 8 g £ 20 D) A ]
e Uit B
esserdo 4, 0 A< 1, cosuate di contrasione di 4, allom rislra:

i<z

Tt 2 i 2, —wlhge™,

Tufine 1 asserea clie se & OV allara anche & O e quindi la solusione §
& di classe €%,

DRSPOSITIVE NN LINEARE COK FUMEIGNAMENTT
FUNZIONT REALL LOCALMENTE DI QUABRATO SOMMABILE

hxbwbwmﬁmmlﬂilduﬂm".ﬂq\mm

Io spazio X risul complets nella topologia associat,

Sia G l'niverso towsle su X, un dispositivo A di G con # terminali & un
insieme A di coppie (x, 7)e X*x X7, con (0,0} & A; A 5i dirk monotano.
s per ogai (xp. ) ()€ A si has

¢
Jeath s d=0 pec opai Ter,

& facile provare che | dispositivi ituis dit.

ms::mmmumm.mwmmummm
ul

: © e dispoutiin
mslm A!n.dupmkmld)l:nmhwlhs'hmmdsm
tering subuninria, e quindi eippresentativa di un morfsmo non espaTSivo
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o= Su,
SRR

ogni funzionament (x, )€ A si mppeeseats ullora cosls

{a’:~+!u. e

= n—Su,
La masrice § opera ovviamente snche su X7, se we X posiama:
(0) = S(A) . pee ol feR.
Notezermo ancora § il mosfismo eosl ottenuto
51 X X,

Osserviamo che § risulta son espansivo sispetto ad ogni seminorma. della
famiglia indotza da X su X, infare se 4= X~ per ogai /&R & hat

(St < (ue))*
poicht 5 ¢ non espansiva in R, quindi segue

; S
J‘(.Sa(.‘})'dl{f(n(l))'dﬂ pes ogal TeR.

Dato dunque A dispositivo di 9, consideriamo il dispositivo 4 di T riso-
lubile che ha come morfsmo di seattering ancors 5, ciok i cul funzionamenti
sano tutte ¢ sole le coppie (x, )€ A X, delia forma:

() == u(t) + Salt), e X
¥e) = () —S(n) .
il disposicive A « puramente seslstivo s, risslts monotono.

Si verifica facilmente che I otalith di dispositivi A dell'universo totale ©,
ottenuti come appens descritto dai dispositivi A dell'universo 9, costituisce
un sousuniversa di %, che denotesemo ancora 1 sisultando lsomori a gquelly
inizialmente considemato,

Intercssano. poi dispositivi di 6 non linearl, menotoni, risclubili e cui
mappe di seattering

G XVowXn i G0y

siano debolmente contrattive nel serso precisato nel seguito; pe tall mappe
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G. mmhmmm|4]unwwrld.|uphummclngwndednun\
qui utilizzato per garantire Iammissibilith

Darisraone: Siowe X, Y spagi sessinormati, duts applicagione Gz X — ¥,
dato £ 0 45 panga:

ol wp G =G0l mEX.
ulr) -f:gmﬂm. K X non veoto,

Si dice & debolmente contrattivg je per agai Ko X wou vusto ¢ limitats ¢ per sgni
£ O rivdta erg(r) < r.

Ossenvazone: B ovvio che uaa applicarione debolmente contrattiva &
non espansiva ma non & detso 11 vicevers,

Consideriamo ora pell'universo totale su X wuete le resi miste di dispositivi
lineari di ), quindi passivi paramense resistivi, e di dispositivi menvtoni anche
non lineasi puscht risolubili € con mappa di scutesing debolmente contrativa,
ciod I tomalied WL dei dispositivi della forma

A=l + M)
dove:
£ & un dispositive lineare pavsivo pusamente resistive,
M & un dispositivo monotono risolubile con mapps di scattering G de-
balmente contrativa tispetto ad ogni seminorma,
6 & un trasdutiore elementare.

Tromema 2: h]aﬁ@k‘ﬂﬁdhym‘lbld#'mhmnmﬁuaf&nni—
versa d dispasitiei movatoni, od agui e digpositive & rivalubile

Dot: B avvio che ‘U & un universo di dispositivi, ¢ che tutti

di U w0 moactond, poiche § dispositivi monotoni costitulscons

universo di T: mostreremo che U & un universo risolubile,
Ogni dispasitive 1 di U potrd essere posto nells forma;

A= L+

con L opportunn dispositivo di 9 essendo « il srasdutiore che realizea le eorto-
circuitazioni necessarie fra teeminall di L e di AL

Passando i sistemi associati nella sappecsentazione medisnte le muppe di
mmq&:ﬁmngwbkmm:kmduﬂunllml e 5
il marfismo di scastering di L e G la mapps di scuseering di M, sia § cost
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o Aut

g=Cu

By
Dw,

v welXr, we v,

€on A, B, €, D matrici resli non espansive come I matrice:

(&) con n, § € XY ¢ G: X7+ X" mappa debolmente contrariva
tispetto ad ogni seminorms.

Basterd mostrare che chiuso il feedback

imz
=y

si ha un sistema con mippa ingresso-uscita definita su e X, ciod che la
equazione:
w = G(Cr & D)

ha'una el una sola soluzione w2 X% per ogai we 0.

Essendo il morfismo Tt XX X* — XY, T(x, #) = Cu+ Ds, non espan-
v cispetto ad ogni seminorma, poiché componente di uno non espansivo,
¢ 11 mappa G debolmenic contratiiva rispeteo ad ogai seminogms, risulta b
mappa composta:

GT: Krx Xvme X

debalmente contrattiva rispeteo sel ogni scminorma, come tostrita nel segucate
Lommnr 3.

Peranto st conclode che per ogai e X, Is mappa GT ba un unien punto.
fissn w e X%, wilizzando il reorema dlcsplv:luxmnc in !l:min di G. Darba [4],
selativo a mappe debolmente evatrattive in spazi dotati di una faciglia di semi.
o o complet sisperi sl Sopaloge cuameriziat &4 ale funiglis, come
appunto lo spario X e quindi le sue poterize X%,
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Lesnya 3: fnu.\’} zwn-hmﬂ,mc Y o Z uina applicazione

- d esutrattion ¢ e Mmm & applicazions

Gompesia Go T+ Xﬁzmm

Dne.: Dilla defnizione s ba se %2 X e £ 0

it = up (G(TE)—G(Td)] < sup 1G(r)— G(T (g =ormmlr).

o,

iseguaglisnza seque dal fatta che, essendo T non cspansiva, pec x & X
i Jae—sg| < i bas

126 — Tea) <l— ol <r -
Se poi K & una paree non vaota limitata di X, pe ogni r= 0 si hat
orafr) = ﬂmhmcﬂw‘mm = thargn(r) <r.

La prims disegusglianza 3 otlne e el tppes promc, s sesome
segue dal fitn ehe G & debolmente contrattiva, g

maalr) <7 per ogni He ¥ pon vuotn ¢ limioro,
© T(K) & una pate limitata di ¥, essendo K limitna ¢ T non espansiva.
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