Accadenin. Nosionale delle Sciense detes el XL
Mot dh
104 (1586), Vol. X, fisc. 14, pagg: 171476

Sui punti semplici delle famiglic continue di curve (**)

Uber cinfache Punkte stetiger Kurvenfamilien
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11 conceto i famiglia continaa di' curve o spresd & stato introdoo nel
1966 da B. Granbanm, Tale concerto genenalizea il concetto di configorazions
d reree nel pinno. La definirione & I seguente.

Sia € una eurva di Jordan chivsa nel piano eudliden ¢ £ Pinsieme apert)
« limitato ¢he T € come froatiera. Una fammighia € di arch, ossia fmmagiai
omeomorfe di [0, 1], ehe snnno dewe curve, 1 dice famiglia contnus di

curve, brevemente f.c., s

) ogni curva L di € fesclusi gli estremi) si teova in D e gli esteemi
appartengana 1 €,

i) ogai punio x di € & esremo di una sola curva Lix) di €,

iii) se L, L* sono due curve distinte di €, allons LA L' ¢ formas

sempre da un unico punto pel quale Je curve si mgliano,

ml.mm;.mmpaa.mmmmma."c_hm
Lt € -+t & continus, essendo € considerato un fottoinsieme delio spazio dei
compai del plano dotato dells mesies di Hansdordl.
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Dixmo ora alune notarioal. Con — 3 indichiamo il pusto di € apparte-
niente ad Z{x) ¢ diversa da x, con inn (%) Ia carva L{x) senra gli estremi %
& — . Per ogni coppia di punti distinti a, & in € U D esisee, per la
damm, al pi uma curva L(x) che li contiene. Se una le curya esiste, indichiamo

con (e, 1) il sooarco di Lix) dal punia a al punto b estremi esclusi. Indichiamo
poi con (4 £) = (-‘ ﬂ)U faly (s, ] = (o By 1) € coa [, i] (o 8} o, ).

Con T,(t) indichi insicme dei. punti di D) per -
mente # curve di €, pmm can T,c: chiamo e et ‘punti semplici,
con M,(t) Vinsleme del punti per cul passano almeno # curve e con A (£)
Vinsieme dei punti per cui passano infinite curve. Tndichiamo poi con Ay(5)
Vinsieme, gil introdoreo in [6], dei punti x di [ sventd la proprieh che existe
un areo y, di € wale che e N L(p) ove pey,. Inoltre diciamo che Lix) ean
tiene un. sottoarca aperto massimale di 73(C) se csiste un punio £ di L)
appartencnic ad Mi(t} wle che (v, ) & conteauto in F(t) appure (f,—x)
& canteauto in Ty(E).

Nel seguito considercrema solo fec. € non degener, ossia escludercmo
che My(6) sia formato da un sl punta,

Per | punti semplici & staios dimostrata:

Trowesca A (13], [B]): Se la fc.c. € contiene ua pumto di moleplicint
Ginita n (v 1), allors €' un somoarco di wna curva di panti di 7(5).

Tuttavia Vesistenza di sotarchi di punti di T3(€) non impliea Pesistenza
4 e g ot Tnfutt ¢ possibile costruize una e, ke che §

i abbiano moltcplicith infnita. A tal fine basta. modi-

Bl Eiinoto AN otk s ), eromlbeaces (ass el i
i [7] su un ceschio C, i cu inseono & sta indicaw con. D, in wna famigli ©
costruina s un cerchio €' concentrien di mggio maggiore, in cui le curve
di € 5i owengona prolungands con segmenti di diamernt di € gli archi (e i
segmenti) di L. Scegliendo npporwmamente |a fuszione b che compare in (7]
i b che i punti di D sano (&) meatze | timaseati w0 T(E).

Tecamun B (3], 1511 e € & uea famigls condom 4 segme, sl

T (E) mon’ & waol

Nel presente lavoro si dimontr che anche soito altre condizioni esistona st
nmdaud:wm&-lhhmnﬂnﬁmundamnhd‘ T, ¢ che in cent casi Ie com-

penti di T, sono sowoarchi di curse della famighs.

: Sis p un pumo di €. Su L(p) esiste un sotoaren di 73(€)
se caiste. un nreo (4, &) di € eontenente e che scclio comunque 5 # #
nell'arcn (3, 8) Vinsieme {L{y) N L{p)} ¢ contenuto in un sosoarco di
a6 L(p) del tipo (png] oppure (¢ —p) ove geina L(p).

Ducstaamoss: Per la dimostrarione basts ricordare (vedi [8]) che ad
ogni curva L(p) di €51 pud associare una funione contim nel seguente modo,
Sia A il sotwaren di € (p,—f) contenente &, ¢ — dy. Siano yx [u, b] A




T

e yi [ 4]+ L(3) doe omeomorfismi che lulx:nm
metriche depll archi 1 ¢ L(p), uli che pie) = v(e) = p, p(8) = 27
La funzione f: (s, §) - (e, @) definita mﬂ!](ﬂ_ ,ag,(,(ﬂ)r,l,w) Tl
- eom'e now continu. % un (o 4 supporiams che
; (.uwmf.m;-w.mm i (g g] di L(p)nw:qeimm)‘ oy

amo orx (g, #) come unlone degl i

L= a0, L=l e f= (a0

Per k iporesi posta (/) & conrenuto in (¢ 7] ¢ cort pure f(4): ma la ressi-
. sione di f allintervallo chiuso 1, ammette almena un punto di massimo a8

hato quindi esiste un punto /¢ [fe f{ls, 8] 07w, 1) ¢ percid
wir) € relfr (Lp) 0 M(E})

(W) —p) & un areo di 7y(8) contemuro In L),

Ossenvazions: Se il sottoarco contenuto fn inn L(p) che inwrvicne nel-
Pipotest & del tipo- [, g] allora esistono su L{) due sottosrchi di 73(€).

Tronma 2: Se M{E) non ¢ vuoco, allors 73(() non & vuota.

| Domomuunons: Ly donisions wtes 6 445 impics che s 9 410
‘mo,uwmpalm.mwmc“- ipotesi
1. Anzi fisato un ml punto p, per la funsione f associac ad L(p) ¢ per
uu-mms-r,- () « ) sl S 700 v
Ma la restrizione di [y"( ,ar'(—i,)] ammetee
almens ua pusto di wmmmc unpwm
L7, 1)  <m ool s o, ) 1 (41 € peecd (5, (o) ()
sona due sottoarchi mussimali di 73(8).

Conortania a)i Se () = D, allora M5} & vuoto.
Non vak il viceversa in quanto s¢ M;() & vuoto od £ & uns famiglia con-
tinoa di segmenti definita come in [4] sf ba (0} 2.

Congteanio b): Se le componens di T3(t) sono sonoacchi di_ clement
d(t.uzumtu,mawm

La circostansa fatto che, se 4 M) (E), su ogni punto p di ua amcn
W,_ac,eu..z.(,; oo otonrs e (4,2 o 740)

i sottourchi massimali appartengono ad uma medesinn. comgonente

(l!
'maqmmmmmdmnwvmwmwmw

in [7] scegl My{E)m L e quindi
pes il Cor, a):lr,(tnmmo,.mh.amufu: costruita
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nellesemplo:inizisle, M,(') & vuoso, mentre Ia componente di T,(t) & data
da D'— D, ove con £ si & indicato linterno del cerchio €,

Ossnvamone: Se M:,(E.)me vooto, Ty(0) ha cardinalivi maggiore del
faro dal teorern precedente e dai Teoremi 312 e 3.1

Twonssin 3 Su L{r) esite un sonwoarco di Ty(t) se si possono determi-
fare un arco (4, A} di € contenente ¢ ed un punto p di € 1l che scelti co-
nunﬂ\!)nil% r) € y€ [rdy) i punti Lix) 0 L{p) € Lik) N L(2) IPNI
tengona st | prim 8 (. L(HALO) ¢ | secondi 8 [L() 0 L)~
o viceversa.

Drsosrnazions: Per esempio, se | puati L(3) N L(#) sono conseouti in
(o LI Lie)) e pnnh L) 00 L{p) sono contenud in [L{p) 1 Lér), — _n)
allosa per un piginnaments analogo a quello visto in [] 1 puntl L{y) N Lir)
€ i pund L{y) nL(r) sono contenuti in [L(p) M Lir), — ). Quindi per il
punto r valgane le iporest del Teor, 1.

Ossrnvaziosn: Come canseguensa 3l siteova il Teor, A,

Occupiamoci ora del problema sc csistono fiec €in cui le component di
T3{£) siano sowcoaschi di curve di £

Taonesa 4 Se esiste un sotminsicme P di € denso s € di punti y i
r_luinul{;)[dl.((}:kH.{!}ﬁJJ allara e componenti di T3(E) sona
sottoarchi di

1 cisultato & un'essensions del Teor. 3 di [4]. Sia ¢ un
punto di .{E’}u:hmuhmemqulmu.{l.(i)ﬁ , Supponiama che
-sL()J,nﬂm(p.t] oppure. oo #) & contenero. in 73(5), essendo Viosieme
Lpn connesso (vedi [2]). Suppaniamo di aver sceho i simboli in
rodo che (7, a] appanengs a Ty(8). Con A indichiamo il sotarca massl-
male di 7,(t) contenente (3, 4] ¢ con ' Ia componente di 73(f) contencats 4.

e ad A.
Per § passa ura carva L{g). Osserviamo che g non pud colneldere con —p,
i quanto in il cxso ogni curva di € divesa da £(#) scparcrebbe 4 da § ¢ in
particolare anché Je curve con gli estremi in P ¢ percid I* non potrebbe con-
renere al tempa stesso A ¢ [f, — ). Possiamo sempre supparce di aver sccho
i simbali in modo che (4, ] sia contenuto in Ty(£). Om scelto un qualsiasi
punto x dell'ssca (p, 4 di € non contcaents —¢ ¢ fssato un vero di percor-
enza su € i modo che p< ¥ < g, dal fatto che per due curve distinte L
ed L* di € punti finsli di L' separano su € quelli di L, si ha p<x<g<
< oz m X g, pereits p & interno ad uno ¢ g allalino dei due axchi indi-
vidvati da x ¢ —x su €. Ma (p, «] e (4, ¥] appamengono a D ¢ non incen-
trano L{x), quindi si pud cancludere che L{x) scpara a da b Ma per ipotesi
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i (pig) v puto 3 bl che o L)< ), i 4 oo b

wama.m soddisfacciano alle fpotest del Teor. 4 s
in[4], ove si dimostss che per tutte lo curve convesse tranne un
insieme di prima cutegoria di Baire, le conde che smmettono agli estremi rette
tangenti parallcle costinisconn wia f.ec. (vedl [21) pet la quale & densa s €
Vinsieme dei purt y di € tali che addiriours inn L3 A, (0).
Passiamo om 2 dimostrare che

Teouma 5: Se le componenti di Ty() sono sonoarchi di corve di £,
1 cardinalisa dei sottoarchi, di curve di €, aperti massimali di T,(0) oon wpers
I cardicalith di M(L) 0 fr M{0).

B e s i (v . oo . L) manmann du To(tY &
#sia un punta di My(0). Allors in ogal intomo di ¢ cdono pusti di M),
 esende M) 1 £ i a1 (i [2]) che son pad essre rdorto sd on

oo e € son degace ¢ punt 4 i) ¢ a0 ), Smpe
Boniimo ois piér asmurdo. ehe aiseno dis somoarchi di Ty(8) del 1120 (4, ) |
& o) one ). s £ e, L) & dines dy L.

Consideriama ore Isrca (s, ) di € nan contencte —x, © — . I
lpnmxd.qmmmo,kupem=mmuxjmmmmuwm
3 pusto £ ¢ non avrebbero i comone pesun altro punto, Quind per ogai

BRAiC L) 1 sotmereo ) smecblse: sosilalio da-prisil semphiet (3 tenia 610 ‘

e sl ogni altia earva déla Gruiglia 208 pub avere et

e ol nwngulndlhd(x,,x,}l):,f}:(x.!)}.lnmmn:mqwn

acchi o3 medesima. compone

2 1) ) nte di T{E) contro

M‘Mhmndmmqulﬁknnhnhﬂ. '
Coneludiamo quesia nota dando uns condizione affinchd su una curva di

wna f.oc. © non eiistano puat di

Teoxesn 6: Sia p un punto di C. Si ha inn L(p) ¢ M, (6) se selto co-
manque un arco (5, ) & € ¢ consideratl due pund qualsiri 7 ed 1 di L(p),
dove con r & indica il punto di L(p) concenum in (p, 1], si possono movare
i (5, 8 due pui g 30 8 o e ) OL0) e L LA spes
tengana I' sortoareo (p, r) di L(p), altro al soroarco (7, p)dil'.(p}

Dnm-mm Sia A I componcate di C di earemi p ¢ —p, che con-

d::xsT(QSlm‘l:lu:nn puds essere n = 1, perchd in tal caso (7, x] |
oppure [, —p) & contenuto in T3(F) e scegliendo £ 1w x 8i ha 'assurdo,
Siano nell'ordine xy, g, .., ¥, , gl clementl & A wll che L(p)r\f.{x.)n

() ed un punto ¢ contenuto in (¥, —p). Per le ipotesi esiste u.i,mn
J.E(Ax,}nkmelu)nlwhmmumm (2] & sempre pes e ipo-
un punto yee (py) tale che L(z) N L{p) ¢ un clemento di
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(5= ). Poiché il wiangolo di vertici L{n) 0 L0 — i, —gy contiene il
punto x, per il Lemma | di [2] deve esistere un clemento y del sottoarco
ie) di A wile cbe e LU L(p), il che & assurdo,

xo eyt o el ool e e cieie fodlatine s fpummd dal
Teos. 6 (vedi [7]) ed csempi di Fce. in cul esiste un sotwinsieme denio di
curve sifftte (vedi [4]).
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