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MARIO TROIST (%)

Su una classe di funzioni peso (*4) ¢

On a class of weight functions
Seuntine, — (o b paes e ool seme el o 8 st 0 funceoon g5 0> K,
classen of

et 3 ol ey i i end sl el faio » f e K
welghied Soboiey spaces.

.pmnaa..e-....m..mmu(mnu.-
wetificano la condizione:

Asscgasta ua sotcoinsieme
delle funziont g: 2= K, che

o }hﬂ%«."

= «m

1n vari lavori di diversi Autaei (cfr., ad 5., D. Fortunato [1], R, Schisn-
chi[B], S. Matamsso - M. Trolsi [6], M. ‘Teoisi [12] ¢ gh alei lavori somo
citan) sono sate studiate alcune classi di spazi di Soboler con prso su &,
dove il peso & una potenza di una fanzione g€ A2).
Sono inclre mdﬁtnne.ppbnﬂnmdluhqaﬂnlh:nudndﬂpm-
i ellittiche e quasielliitiche. Ricor-

M. Troii [13]); problemi
R. Schianehi [9], M. Troisi [14]): plvhlm:llmi:llnlpuu non limitati (cfr.,
ad es., D, Fostunato (2], 1. Sgambati [10], L. Sgambaci - M, Troisi (.
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Nello studio delle suddesse question! sono stute uilizzate delle propriesi
delle funziont peso, di volta in valta sssunte come ipotesi o seabilite i cor
rispondenza di particolari funelon ¢.

sembra pereid non privo di interesse approfundise ko studio delle fan-
@oni ¢ di clase A(0), cid che & loggetto di guestn lavorn,

Wi an. 1 ¢ 2 yabiliamo slcune propricth delle funzioni di clisse A(2).

In particolare proviamo che, per agni g & A(Q), csiste una costante ¢ male che:

e <ot x| Yxel
e che, se:
o= {75 80)1m g0) = o] o,
plx)adist(x.5) Vel
Osserviamo ofa che 4(G) contiene la classe delle fanzioni 01 2« R, che
sono i i in 0 con coefficiente di Lipschize < 1.

Esistono pers funzioni di clisse A(2) che non sono continue in £2.
Ad esempio, si verificn facilmente che I funzione:

145 e & nariomle
ot we R
245 sex non & mionale
& una funzione non continua di classe A(R,).

Al 0. 3 praviamo che per ognl funzione misumbile g A(L) esiste una
funzione ¢ 6 A(f2) 1 C*(0) N\ C™(f) soddisfacente, pe ogni multi-indice ,
It condisione:

P R <+ o
« nellpotesi cho sia verficara ln (2/10) (efr. il n. 2), la condizione:
inf e o) 0.

Nel . 4 stabiliamo aleund risultasi che s deducono dai teoremi dei numeti
precedenti,

I - L pneaions b crase A(Q)
S A lo mazio reale evelideo s r dimensioni.
Per ogni & R* ¢ pec ogni re K. () poremo:

Blwr) = (e B y—xi<r}.

() Indicheremns. com N Vieabeie dei samesl lntee psiiv, con N, Firaivens del numesd dnserd
00 xiuivi, com K Finajeme del siment ovsi, con A, Vinsieme dei numess sesh posiivl,
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L

mgmwmmwna ke,
i con A(9) In classe
delle: Fanzioni o o—ﬂ.mmuu;
Esempi di funvioni di classe A{2) sono I funzione:

e R Ve, ae 0L
e te 074 &% ¢ § & un sottolnsieme non vuota di 742, la funzione:
xe0 -adit(x5), aelil.

Aliri esempl i ottengono emervando che se o€ A(2), allora pec ogai
be R, e per ogai se R anche s funrione:

risulen di classe A(G),

Nell'mtrodurione al -mwmd(ﬂ)mhmﬁkm
soni g 2= R, ehe sono lipschitzianc in £ con coefficiente di Lipschitz < 1
« abbiamo dato un esempio di funzione di elasse 4(f) non contnua in £,
Altri esempi di fanrioni di classe 4(2) non continue in © s oucogOO
mmua:.d::mns.rt(m.mmp:npa-sp,l[npuopllum
0,c0 anche la Fanzions

o)  sexel

e xedn 0,

x:ﬂ-—[

risulen di classe A(2).
Osserviamo che una fanzione ¢: & R, disulta di classe 4(2) 5¢ ¢ solo
s esiste una costinte ye R, nle che:

M) rleU)<eld<nl)  ¥nre® e aliche l—yi<a()-
Fissiammo om una funsione o€ A(@) ¢ fissiamo una cosunte y per la quale
s seiisn o (1)
Teonsaa 10z Erte cc R, iale chei
@2 )<t Vwed




Infatd, se la (12) non fosse vera, ciisterebbe woa sucesssions (). di
punti di 2 tale che:

3 ele=nsind  YreN.
Fissato allors ¥y, i avrebbe:
i<l fecgle) Ve ik,
& quindi, per I {1.1):
eyl Vel
ma quesc'ultima relaxione & in contrasto con I (13).

Ossmrvazaons 1.0: Dal Teorems 11 si deduce evidentemente che una
funzione ¢ € 4(3) gode delle seguenti propricti:
1) por g insienne fiitats Ec 22 pimita:

(14 pebd<+ e
2) 4¢3 2 o it per gpi 00 10,1 o dat

.5 i Ol = mgte) = -0

Nel seguito, se 24 &, indichérems con S, Vinsieme, eventaalmente vuoto,
dednieo da

.6 S,ﬂ{)-?ﬂillmg(x)nﬂ}4
Voglismo dimostrure che:

Teonuaa 122 Se rinlta 5,9, allra 3i ba
[} edin(ng)  YreQ,
lnfatti, se la (1.7) non fosse vem, esisercbbero xye @ e %, €5, nli che:
=< el
e quindi % & T B, 005). Ma cid & assurdo, in quanto;
lim p(x) = 0
meatte, per k& (1.1), risulta: Ci
earteln) Ve 00 Bixolw)) .




Proviamo incltre che:
Teonesia 1.3: Per agal sottsinsieme bimitaro A 8 3, Pisieme:

8 Ay = (6 9] 0o > dist by A)}
¥ imitato,

* Infacti, mgionando per assurdo, suppaniscno che A, nion sia limiaco. Baisee
allors o succcisione. (x,)cy dl punt di 2 wle che:

a9 e dist(x,, A) YooV, limix|= 4 oo
[ Dalla (1.9) si dedace che: X
(.10 lm g} = -+ =
€ che ceinte um fone (7.).ey di punti di A ol che:
(81} Fa—pl<ofv)  VeeN.
un sottoingeme sperto 0, di A" contenuto in 0,

Assegriamo limitato ¢
tale che Acfl, e assegniamo, per ogni we N, um successione (R di
punii di 42, nle chei

{1 limpi=y,  Veed.

Dalle (1.11) e (1.12) s deduce che esiste &, = N mle che:
[{B2)] pa—pl<olv)  YeeN.
Dalle (1.13) e (1.1} segue:
(B0 ofxdaye(sty  YeeN,
& quindi per la (110 si ba
L) =+ ==,
Ma quest'eltims. relazlone & assurda in quinto, essendo £2, liminto, 5i ba
(cfr. I (14):
ﬂe(ﬁ)<+7==.
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2. - Uremiont consmemazoss
Fisniamo ancora um fansione € A() ¢ fisismo una costane e R,
nle che sia verificars 1a (L1).
Per ogni e 0 ¢ per ogni i R. porremos
B(x) =20 Bx, de(x) , 1) = by,
Efx) = (e8| y—xl <l Ex)= i)
Evidentemente s ha
@n *e Faly) = 3 € L.

Oscrviamo che, con le notrionl sopra introdotte, la (1.1} s serive nella
forma:

@z loUl<el<rely)  ¥rel e Ve k(y).
Osserviamo anche che in conseguenzs delle (2.0) ¢ (22) si has
@3 << 0)  Wel & Ve B
Proviamo ora che:
Lonw 21 5 ba
@) Echi  Yeol
¢, per agui ke Rt
@3 hetdc B Yxel,
deve Jy = min (4, 7).
Infatd, se ye E), si ha:
2:6) ¥ lalx)<e)<relx)
© quindi:
L=l < eln<yela) .

da cui segue che yolo{x).
Tnoler, sccome Iy {x) ¢ /(x), se ye, () o ba ancoa La (26) e quindiz

Ly—xi< Aoy lel)<e)s
dn cui segue che ya Eilx).
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 Nel sepuito patremo per ogni x€ & ¢ per ogni As R.:
RiED H = e ms EG), = al:
Osservismo che in contegueazs delln (24) si ba:
@8 sp i) < + e
Pub invece. dulmre:
@9 iafgl) = 0.
Ad esempio, fssato 16 J1, - eol. eomidesiamo:
0= {xeRixe R, 0<x<),
e xea-bl,
Si verifica facilmente che, in questo 150, ¢& A() ed esiste una cosnte ¢
et eemd,
b @9
sulrae, avanti stabilic supporrem che sia vesificats b seguente
inf 1,0 0 peec un de 10, 1(.
Osserviamo, ad e, che la (210) & verificsts qualenque #ia pe A(2) in
cisscuno del seguenti casiz 0= R%; @ = RY = e R*] x> 0); 9 & limi-
1ato- e dotato della proprict di cono, Essa & inoltre verificens per un qualsiasi
apesto non linitato 2 domto della proprieth di cono nel caso che g sia una

funsione lmitta in 2.
Osscrviamo ancora che, in opportunc potest su pub essere

 da (20
m.mwmnamawmmdd’m.n:’m,n
s b ()

o) ~dist (n, 7)  WxEZ,

allora la (2.10) & verificata qualonque sia 1'sperto .
“Tenendo presente la (2.5), si verifica facilmente

5) 8

ehe una condizione suffi-

) Sa1 s prose dee fumaionl deit i 01 ed v volor in R, acivetemo: /() i) Ve 0
e Indicare che eaison 6,06 R ull chet
ApR S < ¥xelt




— 48—

clente perchi sia verificam 1a (2:10) & ehe esistano 08 0, af2[ ¢ re &, nll che
ogni x5 2 sia vertice di an cono contenuto in @ avente apertars 6 ¢ dltczza
el

3. - RECOLAKIGIANT DI UNA TGNKOKE MSURARILE BE GLASSE A(%)
n questo numero indicheremo con p un'assegnata funsione misurabile di

elasse A(%), per 11 quale manterremo tutte le notazioa introdotte nei an. 1 ¢ 2.
Fissato oma Ae ]0, 1], assegniamo una' funzione z& D(A%) ale che:

A0 ¥xe RS =l perixi<d,  suppgcBE1)
& poniamo per ogni TE R:
P ey pEe =
(23] LG m:{mﬂé-
Osserviamo che sisulea:

g
62 =l U}x(ﬁ)t Vel

Prorostziose 11: i 6y 0136 Ry tall chet
63 arbineicnarGily Va2,
B )< B0 + 6NN | W, e,
dmitre, 436 G ¢ por ogni maltindite x € N3 4i ba:
85 T SR
dove 4 3 mma contanie indipesciente da 5.
Infatsi, dalle (3.2) e (2.3) segue che:
"""“”"“"_’Jj&ﬁﬂ" Veed.
Dlica g il b

Jrllictlo e

Dalle due precedenti wlazioni si deduce cvidentemente 1a (3.3),
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Osserviamo o ehe si b per ogni ) ¥'€ 2

o=l o) sl <

an—| J.»':M:[e--*ow).
a o

d,mr,i.ll-mmuﬂ!pwﬂdla( e
‘questultima telaziope ¢ dalla (23) st ottiene la (3.4).
Dabummhumn—]dmmhvhpﬂc‘[m Inoltce si ha
per ogai xe 22 ¢ pee ogni mubi-indsce 22 N3

Foe - el o X 1=l x—
el |ferwstne (o< fe=cale (i o
dnnd,mmnpul-(l)},sidod:ﬂlh(!.i).cqﬁ.lldilllnhnsd.
Deduciamo ora dalls Proposizions 3.1 il segueme:
Tuomnsa 315 Gammpur s assegrino 2610, 1[ ¢ wis furgiome mbsrobiie
oo AL, esire @€ ALG) (L) CHG) ol cle
36 arln<a)<qe)  ¥xel,
@n o) <es' ) xef e Vae Ny,
dove ¢, 4, 000 delie vostati' parivive indiperdenti da x.
Infust, in conscguenza della (2.6), dalla (3.4) sl ha ehe It furione g, 2 &,
sssociam o dalla (1) & di clssse ©V(2). Denotaeo allors enn s il
di Lipshit i 9, 520 4 un numers delfineevallo Hr"[:mﬂy’ﬂpm—
o continuo di ¢y su 0, dalla Proposizione 3.1 evidentemente s
ehe la funzione:
@8 o=yt

cisulta di elasse .e(n}nc'(n)nc'-w;u -add.ﬁh(ls)e (58
Dal Teorema 3.1 #i deduce il seguente. risultato

Teorewa 32 S¢ & werifats da coudiginor (210), alera misie o € A(2) 0
ACo(@) A CRD) tel il

(39 alx)~ely)  Yxel,
@0y Pallicad M) Veed e VaeNi,
dore a8 e costaute indipendiute de .
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Tnfart, scelto il 1 relativo alla fussione g definiea allinizio di questo pumero
‘uguale ol mumero defnito dalla eondizions (2.10), dal Tearema 3.1 e dalla (2.10)
i deduce che Ia fanzione @ definic dalla (3.8) gode delle proprietd. richieste
&l teorema.

= ALCUNR COMSEGUISZE DEL RISULTATI DiA Xt | 5 3

Come spplicazionc dei Teocemi 1.1 ¢ 3.1, dimostriamo il segucate risultato,
dove 5, denot Vinsicme, eventualmente vuoto, definito dalla (1.6):

“Tromesia 4.1 Comamgue i atseguine an aperts 2 di R#, i e
N AL ¢ e 1 10, 11, esiie nva aceessisne ()0 i fiziond i
claste CGQ) O CWNIT) e che:
4y supp Ay (ON5) N BO &) VEeN
¢ addisfacrnte, por agei X€ 2 ¢ por ogui misiindice e N, Ir re

“2) Hm el — b ) =0,

3 19p ) et
dve ¢, & o corfants indipemdents da x.
Infatti, assegniamo wna funzione fe DK, wle che;
J=1 wich,  f=0 sei>p
& ponliame per ogai ke i
(44) v R
Evideniemente sisulta:
GEDRY,  spppcBL A VEeN.
Si_ verifica inoltze. facilmente che per ogal ¥ R ¢ per ogni multiindice
*e N3 s b
limee(l—(x)) = 0,
sup e <anld ),

dove ¢4 & una costante indipendente da .
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© Pertanto, e 9= R, tenendo presents che a fansione ¢ soddish b (1.2),
i ottene 1 tesl prendendo 8, = 9.
Considerfamo ora il caso £ B, Associaro 2 o la Fanzione o definica dal
 Teorema 3.1 ¢ posiamo per ogei ke N
5 st x el oot —f (kal))

dove f & ancom la funzione sopra definita.
Evidentemente risulta:

@8 neC@n O, mpvcretutdog) Ve,
Dialira paste, in conseguenza della (3.6) si ha:
@7 ()= Vxel,, se S#0.
Dalls secanda. delle (4.6) ¢ dalls (47) si dedace che:
wppy S, ke N
Si verifica inoltre facilmente che per ogai X2 ¢ pee ogal multi-indice
@ Ny sisulta:
lim=(l— ) = 0
wp Ernbi<aetix),
dove e & una costante indipendente d .
Dalle elarion precedens, dal “Teorera 1.1 ¢ dalla (3.6) o deduce evidess
temente che lu successione di fungiont (3.)er, dove:
& xsfonGdinb)  VEeN,
con 7, e deinis dlle (44) & (42) penivaect, soddi e condo
rickieste e quindi 1

Fissats Vapeno O di B, z‘adidumomd’ 0 R, la funzione defi-
nita da:

s v [dmOnE®) e 2wt
Lo {HM io G B2

Dal Teorema 4.1 si deduce il seguente:

Conoeamo 4.1 : Guabmgne sis Vaperta Q di 1%, erirte waa mecesrione (A dsex
&f.pwd‘d-m D) e cle per sgei w2 ¢ por agei malt-me w ¢ Ny




o ba:
8 im 21—, = 0,
9 19p a0l e (),

dove 3 & sma contante dudipendents do .

Infued, sl ottiene la tesi applicanda if Teorema 4.1 con g =, per un fis-
sato a6 )0, 1[. ¢ tenendo pecsente che per una nale funzione ¢ ¢ soddisfatts,
qualunque sia 2, 1a (210 (cfe. quanio osservato nells parce fnale del . 2).
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