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Estensione di un tcorema di Fichera
relativo al fenomeno di Hartogs
per sistemi differenziali a coefficient] costanti (**)

Extension of & Fichera's Theorem,
for systems of P.D.E. with constant coefficients,
relative 10 the Harogs® phenomenon
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0, Gactano Fichers ba dimostrato in [2] nm teorema:

Se P(D)= [M:Dn‘:zz tun-um-d-&m di operatord lineari
alle derivate pasziali ed a cienti costanti, P(D) verifica il fenomeno di
Hactogs H(G) (1) s ¢ nlwmu i polinomi ,, son primi tra di o ed

inoltse ¢ soddisfarta ona certa eondizione (7) salla propagazione degli zed delle
soluzioni del sistems m sy P(D)L’-n

Tn questa Nota mi propongo di estendere quel teseema al caso di sistemi
daﬁ:mnduF(.D';=|p,_,(D}r 1= i5¢c15)% s qulsiasl, A quess seopo

fard uso dei algebra omologica del Cap. VIIL di [3], ¢ di un teo-
rema sulla wp.gmm dell: analiticitd delle soluzioni delle equarioni alle
derivate parziali di J. Boman [1].

1. S0 2Dt s ierencle i opevee lineari alle desivate par-
siali ed a coefficient] cosan
PO =IpidD). 1SistelSjse.
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Se A & un aperws di R, indicherd con H(G) o aualias fumighs df com-
i di A, che invads A ¢ talc che A ~ & sia connesso, per ognl & In H(G).
Pec ogai & in FI{G) 3 pove

CPld~Cy=(fin CA~G): PD)f =10}

CpA) = [Fin €2(Ay: P(D)F =0}

Dernsuaoss 1. Se [ sta'in CP(A~ G), agei £ in C7(A) taly obe o e
resteigione i A~G, diei la F( g _ ¢y vducide can [ 35 dice waa Prastension i .

Drrnazions. 2. 4 sisiema differsgiole P(D) werifice i foesess & Hartsge
FHG) se por agui G in H(G) ogri [ in C5 (A~ G) aaemsris sz sl Pssionsiony.

Lt 1, Lt agunsi propecisiont, ) ¢ py), 45 equivalgona:
Po) #gsi f i €7 (A~ G) olv amuetne. Prtsressisud asontis s sels Possion-
sinoe

) il dhstema diffrerislh PD) ¥ dutersminats ().

DrviosTaaziont. ) implict p): posto che 0° (QF) sia Valgebes complesea
dd[‘: suple (fuple) di polinomi in w mdncfmuumc < che Pi 0" -» ' agisca

Pl 20 = Zputs

=iz 4 allors e P(D) non fosse determinato csisterebbe (g, gy, os 4 ¥
#(0,0,..,0) in Ker (M); e dunque, secla comunque la  in C(A), con
supp (W)€ G € G in H(C), Io zero di CF(A~G) ammetterebbe come P-
cstensione anche la

F= (L), 4,(D) D)

o) implice p) i ¢ PD) & desermiraio, € s la f in €7 (A ~ G) ammettesse
due distine P.estensioni, ia F, ¢ la £, slloma I differenza (7, — F3), che sta
in CT(A)", sarcbbe una soluzione con sopporio compatta del sistema omo-
genca (L £, = 0; assurda in base alls Peoposizione 1 di [3], pag. 387,

Ls dimostrasione & conehusa.

U Lemma 1 mostrs. che |6 studio dei sistenni diffcreniali (D) che verifi-
«ano il fenomeno di Hamogs £1(G) & ben ambisntato solo nel caso dei sistemi
. Per quest sistesi & immediato eontrallare
7, ¢ si pud supporre. subito che 18 /> 7 In vin dellpo-

=

3 Sescado (41, pag. 397, ol dice che i) woscms diffrenaiale P} & desermieats 3¢
Vim0, ) Kex (1)
dove M= QUMD & 173 la toapenta 31 P2
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esh 1) i 2], pag. 202+ infaut, 1) verifiesrsi d'un fennmenn di Hartogs #{G:)
pes n sistema diflcrensiale quidratn, ¢ 1, implichecebbe, i base & quells
ipotesi, che Ipplicarione lineare
PLOY: CHAY - 62(A)

& sudetva, il che sarcbbe wsvardo.

Losisia 2. St il st diffreciale POD) serfi i fossrevas o Hrivgs H(G),
allra srifie anche i fomamens: di Hariggs H" (G) = FI(G) I {9}, por aged it
pdi Al

Dnosraazion. Sia # in CF(A~ ()} € 3 G in H(G)che contiene p;
poriché (A ~ () € CF (A~ G]ln'in'ﬂddhpﬂmnsnlem-P casione,
I 1P i w3 Wy g oy = L Fumaone w= W, che s in (A ~{]),

& nulls in A~G; se g & un punto di G, con g P, posto
) A={xin A~[f: x>q} ¢ F=Cnlvin B4 xze)

i bas
i) F & un compato di A~ (pf;
i) n & oulla in A'~F e P(D)a=10in A"
1n vimih del Teorema 2 di (1], page 271, » risulia analitica su ttte A' ¢
dunque & ivi nolla.
Ripetendo il mgionameao precedente con g ule che g.< pu ¢ e dise-
gusglianze di (1) Ioverite si prova che
i py =0 ot By =
Poiché P(D) vedifica un fenomenn di Hamogs, in virch del precedene lemma
P & darmnty skt ¢ Furkcs ione dell
ne &

conclusa.
Imelcz uuznrllemmldl[i] pag. 380, porgorn la seguente
estensiane del Teorems 3 di (2], pag. 206
Tronasea 1o Le sxguensi proparizioni, pi) ¢ pa) 1 squiswigsns:
o) il sistema difirengisie P(D) serfica il fusmens di Harngs HGY:
o) il sisiems diffrencicie PUD) ¢ mvvadetecnivets (8 ¢ P(D) serificn Pipo-
fosi J)i

1) de G in H{G) ¢ GeBym b i B (x| <glie se [ altin
CRR*~C) ¢ fl(mros = O bt S o gy =
031 e dfereine F(D) & v desinato, e Hom (V, 03 = Exl (4, 9) = 0. 3l
oo o P e e sl o b B (4 9 D10, e & 1 o, o
divloce gl shemersi 2 D)
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Ossunyazsonns 1. Lipotesi [) di p) & Vipotesi 1) di [2], pag. 206, 1 sistemi
differenziali P(D) = [p;(D)] considerati nel Teorema 3 di [2] sono sovea
detcrminati, in vieei dellipotest 1) di [2] ¢ della pm,,wj i [3], pag. 396

Doseriirtn s Tl 1) il p,j il Lemmma 1 prova chie
P(DY) & determinato, ciok che Hom (M, £) = 0. Il Lemima 2 prova che P(D)
verifica il fenomeno di Hartogs H™ (6) = u(s)um, con p in A; dungue,
i virtk del Teoweaw 1 di (3], fellisomachsma 4 dal quale 5 pone K= {5},
sisulta Ext® (M, §) = 0, vale 2 dire che (/%) & un sistema dificrenziale sovr-
determinato.

dimostrazione che P(£0) soddisfa anche allipotesi J) z sinottica alls
dimostrazione dells nccessith dell‘ipotesi 1,) nel Teorema 3 di [2].

) dmplice p,): & facile-conerollare che 'ipotesi J) implica da sals 'ipotesi
1,) del Tearema 1 di [2]. Basea quindi far vedere che vale anche Tipotcsi 1)
di quel teorema, ¢ 11 dimosrarione sard ennclus,
Siann dunque (84,2, e, %) i C(A) ¢ c,r.,;,‘ s fi) I8 CH(A)" ki he
A"IP‘ (D) fi =

Fsizn Cib implica che (s, wy, o, @) & compatibile per il sisterna diffe-
senziale P(D), ¢ quindi, vistn che R* ¢ eonvesso, in vieth del Teorena 3
da|)] pag. 305 5i pub supposce che le £, i < /< s, sian deinite su it R°.

O, amencsio che 1) supp (9} G, con G in H(G), via X I copertors
convess & eompatta 8 G, ovwio che

F= (fuufas oo fi)

stis in Cp (A"~ &)} visto che P(D) & soviadererminatn, i vith del Corol-
lario 3 di [3], pag. 3%, csiste um distribuzione U7 = (n, %y, o 4) 5 K
che soddisfa il sisterna omogeneo F(DYL w0 ¢ tale che Uj(R*~X)= F.
Risulea

BLNF—Uy=W

con IF = (s, 2, 1l fattos poi che lu distribuzione (F— L) abbia sup-
porto compaten, eosi come I I, implica che (F— U) uia in Cr(RY*: Infat,
poiche P(D) & sovradeterminato, un suo minote d'ordine massimo b cerm-
mente determinante nan aullo: ¢ questo minore & il 9(0) = 1 (D)]. con
Isisielsjsniih

[Pt
] det (G —w) =
{22 -

zon e w, nella f-esima colonm; dunque, se si indic con 1 il secondo. membeo
di (1), 5i bt (fy—n) = Vo £, con det (GD)) E = 0. Pes concluders basra




s —
verificare che il supporto di (fi—n) & eontenuo fa A; b dipeade dallipo-
i J): intati (F— U) s in CF(A~G) ¢ supp (F—U) & contenuto in

qualche B, s o & sbbastinza
La dimostrazione & conchusa.
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