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I due recenti lavori (1) & staza provato che il processo stocastico  tempn
<continuo poissoninno pub cssere visto come precésso limite di due pariico

di utw equipartizione del sesiasse pasiti
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poissoniano & intess, & dite il vero, nel senso che alcunc varishili casali mar-
girali tipiche dei dve processi & tempi discreti convergeno, co! divergere di #,
alle analoghe variabili che camnerizzano il processa poissuniano,

Notoriamente il processo di Poisson pud essere presentato come un pro-
cessn aleatorio di arrivi di clienti 4d wno sportello (in senso igurat) che rende
In questa vetsione, infatti, sor0 presentati anche | due procesci a tempi
discreti, convergenti al processa poissoniany, considerati nei lavoel cltat i ()
£ dda notare pert che nel processo a tempo continuo poissoainno i amenette
che in un tempiscoln & pussa arnivire non solo un solo cliente con una. pro-
babilic 1dr, ma anche g di s eliese con peababilind, allora, che & infinitesima
di ordine saperiore a J.

lnvece, nei due processi & tempi discacti (convergenti come s & detto a
quello poissoniano & tempo contiao) considerati in (9 si prevede che in un
qualsivoglia intervallo di tempo (di ampitaza. 1/s) posea arrivare wms ed s sls
sliotie con o probabilitd ijs
¥ela & posteriod come aumero medio di ol di tempo.
Ebbene, 1i ponc il problema se anche nei processt diseretl didngi <itati & pos-
sibile ammestere che in ogni singola unith di tempo. (di ampiezza 1e) il e
mero di clienti arrix eisere

012 ()

sispettivamente, con delle probabilitk come le seguenti

-

© non debba ewsere aecessariamente solo

01

ft5
come di farto & previsio nel lavri cit. in (7.

questa aota viene data uoa risposta positiva nel caso in cui il processo

= tempi discreti & dermenilions 8 pin alternative.
Usa novith che appare smbito in quesio ampliamento del modello di acivi
di clienti, & che Vevento. di « ttalizgagion di esttamente r ciants, (v 1) in uno
dei tratti parsiali dell'equipartizione discrctizaate il tempo va sostituito col
seguente altea « Iolalicgrzione di almens ¢ cliowt'», appunto perche in ogai sin.
parziale pud arrivare un. di i da pit di r clienti.
Tattavia si pud ancors paclare di « tempo d'afters dellr-mo clinte» perchd i

<o lo probabilith

0 o asre pasnle, gl anivl, in questo oo el avvengema 8 grap 4 st
v v, epprare e du e ol cicnte, oppare o due cliene (che arrivane simud.
tacenmenne) da e elieat ¢ coa via.
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clienti componenti un medesimo gruppo posseno scmpre peasasi erdivarf se-
‘condo tn qualsivoghia criterio.

& maturale che Ia varisbile casuale che descrive il matto parsisle alestorio
{dellequipantiziva discretizmante il tempo) nel coro del quale ¢ matura nella
anova vesione I ro jone di almeno r clicnth sk alquanto, complessa.
Le analoghe variabili dei denti modelli discreti
won pusssiliona clasica cd un'altea legge (2 questa convergente, con Finfinitesi-
walith del passo dell'equipantizione) che abbiamo chismata fuseffime. Moctats
{0 condizionar), Questa volia la leage aleatoria che descrive il tempo d'attesa
o coaverge (come Ia Blcate) ad usa paseoilioms olosnice,

Tuttavia (sempre con linfinitesimalith del passo dell'equipastizicee che di
seretizza il tempo) converge (3l pari dells pascallina classica ¢ di quella bloc-
eata dei duc poecedenti modelli disereti) verso s legge continua di Erlang,
che, aotoriamente, & tipica nelia descrizione del tempo alcatorio dattess del-
Fromo cliente nel classi dell di Paissan. La legge d's d
=1 (nel qual caso, notoris descrive anche il tempo separatore aleatorio
fra due aerivi successivi) Bon & pill canetteritnizs in questo AROVO PEOCEHEG 3
rempi discreti che noi abbiamo chismato irresliar o pid alieruatie,

Questa legge che descrive il tempo separstore appate ora Infar soltanto
come una condizianc necessarin ma non sulficiente perché il modello di arrivi
sia bernoulliano 3 pit alternative. Infine segnaliamo che la legge esprimente
il numero aleatorio di client che possono arrivare complesivamente entra wa
fissato numero di tratei parsiali adiscenti dell’equipartizione che discretizz il
tempo non & pit wna beowadiens clatsics o boecots come nei dus precedent]
modelli. E slquanto pii complessa, Turtavia, al pari della bernoulliana clissica
e di quella bloccata, s {con. i lind del passo

ipartiz H tempo) werso Ja distr irsomizzn che,
fotoriamente, & tipica nel deserivere Vanalogo aumero aleatorio nel elassico
modello a rempa continuo di Peisson. L'umplismento del presente modello al
aso in cul dall'urna 3 pils aliesaative lo schema di estrazioni non sia bersonl-
liano bensl - biows potrk essere oggetto di una successiva ricerca. Aache per
il munvo modella viene indicato, tramitc opporuai fow-chact, un'algorimo
per la simulaziane delle leggi marginali.

1. - L 1rOTISE CHE CARATTLRIZZANG 1L PROCESSO DI ARRIVE

La prims, rigusedante Vequipastizione, & sempre 1u medesima. Eecola:

WFe i fssa una cquipsreizione B, del semiasie positivo del tempi in
trat pacziali disgiomi

i
Tosfiers = e,m;). iy )

di ugeale ampiezsa. 1fe che viene assunta come wniti di tempo.




g

Le zlre sono:

b)i: si predispone un'uma U7}, da eonsidercrsi associar
zione D, addirittura o infintc alicrnative che indichiamo co

m B, B4, 0,
ateadibil in ognf singols estrarivne (df vn proceo di ssimziond besnool-

liane; ¢ quindi, seguite ogni volta dal reimbussolamento dellestratta) con le
probabiliti (sppunto, costanti in ogni estraxione)

1204 ) i fRye ok

S C s <)
di somma uno, ¢ Aon negative perchd si potizsa che Pintero u sit abbistaza
grando du soddisfire I disoguaglianz

2

@

1
(o] <3
)¢ si citiene che nel generico tratto purziale 7. siano arrivad sinsul-
{aneamente n gruppo ua mumero m di clicnti se & Faltermativa 9, (idemifica-
bile, appunto, con: un grisppa foemato da e clicati) che ha wvine succesio n
una estcasione du U1 oppurc (la dostaans, dass Vindipéadensa, & equivalcnte,
anche s¢ farmalmente pid complessa): si ritiene che in T, siano srrivat]
clienti (¢=0, 1., m, ..} e nellvltima estruzione da 5 che complets un
campiane: di uglia 7 ha avuto successo Paltesnativa 1, (a prescindece, quindi,
dallesito di cisscuna dalle (- 1 esceazioni precedeat).
Pomiamo, fin d'ora, la segueme

Der

wioni: U peocessa (di arrivi aleatori) camatterizzst dalle ipotesi
R B, W)y & detta process o sempi disceti bormowlieny a pid alersatise € <ap
presentato col simbolo (%), Fappellativo stando o ricordsre il modo ber.
aoulliano (ciod, con reimbusiolimento) col quale vengono. eseguite Je <stra.
ioai dalluraa U7  pid alternative,

2 - Ul Pt AAGCCIO ALLG SIU010. DELLA VARIANLE Drscaina £,

CHE DESCRIVE (L TEMFO. D'ATTESA DELLY-MO CLUNTE NEL POCESSO 35 (1/n].

Indichiamn cun &, il watto parsiake aleataria nel corso del quale, nel pro-
cesso B (3e), 1i totalizea. shem un vamero r, (v 1), di elient arsivari allo
sportello,

Richiamiamo Itrenzione sul futto d'aver detto almem.
» aorma dellpotesi b}f, che anche nel solo primo
tratta pamsiale 7, di D, arrivi un gesppe formato da un mumero s i clienti
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el s it allora si totalizza vn aumero w, (w )

questo nuovo modello quirdi,  differenzn i quelli consi-

 derai nei lav. e (3, Vevento « otalizzazionr di euasiamesie v dliestin va

sostituito col seguente alteo « ftalizzazione di alwess ¢ ciiemiin. £ evidente che

ile aleatoria &, che indica 11 teatto parzisle di D, nel corso del quale

5i vesifica Vevento di toslizmzione nella nvova versione, pub benissime essere

chitmata inche in questo caso omps d'atiess dell'r-we. clsate, implicina essendo

il Fipotesi che ogai grappo plurimo di clienti che arrivano simultanci-

miente sia un grappo andisom. Cid premesso osserviamo dapprima. che Fevento
(82,= T,,) si verifica se in T, arriva une dei scguentd gruppi:

B By i

attendibili rispettivamente con | probabilith
(-6
@ P =Tud= 5 (= 2 o (0 n,

v & implicita la posizione

®  s., alen o

O <l

Ia doppia disuguglisnsa csseado ginstificats dalla (3).

Per probabilizzare invece levento (5, = T, con 71, esserviano che
il suo suceesso richiede il veriicars] simultanco dei due cventi di una delle
seguenti r coppie di eventiz

Oibaye =10 citamate £, (6 =0, 1,y r— 1) clienti_ arrivano mm]im

“mente, in o o pil groppl, nel period

]o.:;'T..-

formate dai prieal (— 1) tratti. parsiali di D, precedenti 7,4
Anarat accive ia T i v, gruppo formaco s slates (7 £) clicel;
i oo el (1), el S dl o 4, o
i 5 i) Ao gruppe sacessiva B, 1, csendo evidentemence aneadi-
bile con I probubilitd

/)

© e
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Artess Pindipeodeaza dei due eventi (7“ =15 A,y componenti la
coppia carrispondeatc al wdun interw {4 comiderrl fhesto fea gl fnterh
dellinsieme (0,1, .., r— 1), atiesa inolire la munia incompatibilith di due
coppie diffcrenti del tipo (w.. e = £); Ap,, opy 81 deduce

perjual,
(s =12,
Vi PEE {. -2,3,.
Si travea allora di vahutare I probabilieh

e
(-
M P =T,)=

® L T Pt
pari 3 quclla che ia ua cumpione di taglia (i— 1), cstratto da L%, vi siano
® e
successl, rispettivamente delle alternative
B B sy B, B
che, appunto nella infiniti numerabile indicats in (1}, soao presenti in U, con

? Nt
L

g (O ()
- 5o e e

ave evidentemente si & tenuto conto delle () ¢ si & posto

r—l)l

2 A A LG

do extess & rurte. ioni i negative del sistema

a.qm_. an.

appens il caso di osservace che Fevento (5 = #) con 1> 0, & impar
m perchié pell'istunte medesimo in cui 5i comincia la coata dei teampi, aon
essends trascorsa alcuna uaisi di tempo, per Vipotesi b} non pud essere arti-
vata aleun gruppo noa vaoto di elieats.




Percid, necessarlimente, dev'essere, Pyl m 1) = 0, per £ 0.
Questo risultato & asche deducibile dalla (1) aon sppena si pongs
) Aias B0 ozt b, 2oy

giustificabill peraliro dal fatto che per 720, ¢ (i— 1) =0 il sistema (10) non
ammette soluzioni nella classe delle solurioni intere non negative.

Quindo invees & £ 0 ed (i— 1) = 0,1, 2,..., il sistema (10) & compa-
Bl anche pells case dele solulon Intere pe ccpatee. Arsete il
Ia soluxione (unica): vy = i— 1,3 =v

{11) porge e uguaglianze

(ORI LT R Y
Atiese queste ossecvazioni e I (1), Ta (7) diventa

(‘] %),  peri—1=0,
9 PE-T=

B a-e3!
sufficiente ad evidenziare, n norma delle (13) e (14), che sussiste I'uguaglianza
W —a), (r=1:i=1,2,.),

Pee= T+ () 0 —adtinas (25

a9 2, -r.s-l

A questo punto saspendiamn Io studia della varishile casuale ¢,,, per ripren-

cuswmle che descrive il numern alkatorio complessiva di clicni che possono
arrivare in wn fissato periodo di tempo.

3. = RICKACA DELLA VARIARILE CASUALE CHE DESCRIVE

reale positivo qualsivoglia sul semissse positivo dei tempi, ¢ dewto

i, x) con .(. x)2>1, il particolare valore dellindice i che individua il trato

parziale 7., (di 12.) contencnte I'x fissato, vogliamo probabilizzate Pevento
itain = %

Wintervallo temporale 0, (i(s, ¥))jk] arrivann issplecivemente & clienti,
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senza aleuna prewess che nell'aliimo tratto 7., ., conténents P fissato, si
debba verificare neccssatiamente un gualsivoglia arrivo singolo o platime,
£ evidente che £ & un numeea aleatorio,

Osservinma subita che i & clicns, acrivabili in 0, (ife, x))s] possono pisz-
zarsi (col loro ordine df arrive in proppi) su ua semers & dei possibili ifs, »)
tened paeziali, di guisa che il pismamento dei gruppi su una Aupls di wrartl

parzlall pud allora verifcarsi in “3”7) modi differentl, £ implicico che sarh
allora

bailex).
Ma sach anche
bk,
perek ik clienti fn arrivo i plazseranno s & traiti parriali (disginnri come
soa i tratti di D) soltamo se arclva 11 grappo %, (comprendente un soles
cliente]) per ogni singolo racto. Quind il massimo valore possibile per 4 &

18 b = ik, i, )

£ evidente d'altronde che il piazmmento d'arrivo dei & clienri (con £ 0)
avverri almeno su uno dei tratti parsiali (precissmente, almeno su vno dei
Primi i, ) srated). Quindi ad & (quando & £ 0) sono smmissibili § valori
axunli soddisticenti le disugnsglisnze

a9 1<hk.

Osserviama inoltre che per ogal Supla I teatti pacsiali, fusnte fra le (’("‘;"3)
possibil individusnte sppunko gli b erote paszial pei quali i piazsaso 3 gruppi
toslizzant] £ clienti in srrivo, non ress determirato aflito us unico modo
col quale 4 possono piasaae questi gruppi in arrivo, Le modaliil 8 pissaa:
mento di ali gruppi sugli 4 intervalli (di una fisssta b-upla) sono, come qui
diencsteereamn, dclriny

e Lzl

Per comoditl del lettare eiportiamo, iferito al nostro caso, Iessenza del ragio-
mmento che riguarda la solusione di un noto problemu di apalisi combina-
weia () B oppoetmn identificarc i 4 clienti in uerivo (peraliro. ordinabill,
anche se artivano a gruppi, éon un qualiivoglia criteriv) come aksecransi punti

(2 duc & duc distints) distesi su una retta ¢ determinant allora (6~ 1) inter-
valli separatasi disgionti, clascuno avente per cstremi due dei £ punti. Per

.1 Reomaar, s Furadetin s Gosbinsiorial Arafys, ], Wiey (1958}, 0. 3, p 92
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effettuace una partizione dei & clienth cod alliodati ia
23000
weoppi disgiunti, basta fissare, rispettivamente
L2 b1

‘punti (qualificabili come i sparatert) nellinterno di altrettanti infersell ipa-
ratsri in modo che ogni singoln dei (£~ 1) intervalli separstori contenigs (oel
yeopld i) al pis un sofo punto separatore. £ evidente che loperarione
di pasieioa in b gruppi del £ clicn In ammivo (ciascun groppo doveadosi
piazaarc in um.d:gk&lmd paeziai delPequipsrriione disesetizzante il tempo,
tuttd !
Vedlonons. sublto I wnnglnem [ e By b
‘Anritutto segus che il pisezamento dei geoppi in arrive su us qualai
Jeupla degli i(n, ) tratt pariali & possibile allora complessivamente in

@ (=)

‘modi differcati. Perd, s modalied di

i clicati che arrivano complessivamente nell intecvallo tesporale [0, (.o,x]ru);
Quindi s norma dell'ipotesi b)f, nelle i(w, ) estruzioni da eseguire

(asvociara n D, appunta, per detcrinise gli aeriv, chc omplmhm.
possono verificarsi in i(n, %) tratti parzia) dovranno aver avato suceesso, fru
i gruppi non vuoti, solo b tma | seguenti

@2 By B Biengre

rispercivamente con le freguense

) i Tay o Faoanr
soddisfacenti e ugaglisnre

@

In+ Uyt ik bk D= (5,
st vt it =y

ed il groppo vuoto By con fa frequenta
@5 =)= (b k) = i )= b

(1) Le {24), ore sebo b, mnmwﬂlmqﬂm&lmhm.

ccupaan (i ¢ 301) b 1t degl s, ), € waliznnd, s s compleniva

icai i asivor B appsn i cae> Al oz ch. il massimn mrmena (8 cler che s i

ee i n ok (s st ok & & —b 11, aerimess | el aelvs mon. posbbers
-
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Attese e probabilitk con cul sone atteadibili i singoli gruppi, segue alloa che
g singals wodsliti cor cvi pessowy plezgarss (s b teate fissati) 4 gruppd
I probabsilith delisrriva di complessivi & clicasi in 0, (is, 3))js]

o O

per cui la probabilith con eui possano arcivare in |0, (i(s, 5))u] £ clienti e

i, )

pzarsi s una qualsns delle duple di wrau £ ke (14 } poibil, &
o e

Pes otienere allors it Pl = &) f0n ceita e sommare rispetto ad b da
uns al suin (&, #(v, 4)), Quindi, quando &= 0, risulta

@ Py =" E ) O g,

Per =0 il caleolo dells probabilinh & immediars, Tnfatt, in cisscuna delle
il ) estemzioni da U5 deve aver successa solanto Palkertativa g, ateeodi-
bile i clascans estrasione, con la probabilitt o, Quindi

) Pl = 0) = i,
4. - VERIFICA CatE  UGUALE AD UNO
1A SOMMA DELLY PEOMABILITA
ASSOGIATL AGLE INTINITT YALORI POSSTIILE DELLA VARLABILE 1 0
Verificismo subito che qualinque sia n (da considerarsi Bssato; ¢ con
quindi & fissato anchie Vindice itw, x) che individus il tratto contenente I’ fis-
sato) sussiste I'oguaghianza

) Z PO = A= 1.

Infatti sceivends per semplicitd solo 7 al pasto di (s, x), wilizando I (29),

e AR

00 FPie= R =sth
== (L EETN06 5 SET)O6
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N

1 fucile convincersi che T somma. delle due duppie sommatoric equivale alla
somma dei tecmini che si ottengono, dallicspressione

=1\ (A [
@2 [ [
ponendn ivi al posto:di & ed b dhie istert per | quali 1s coppia prdinnta (4, 3)
ha come immagine sl piano cartesiamo Gk, £, § punti i coordinate intere dell
parte o piano che nells figera che segue & oscarara da tratteggin.

b

Ne segue allora Voguaglianes

o S i

o U (-4,

Pertanto risult

09 Bron—h=et+ 5 (o (H5) =t fer N et

5 Ponendo b 44 =4, (10, 1,2,0.) 4 ostiete

i v Y e




Possiamo quindi concludere che 7
infiniti valosi interi

(36) T8 £ TRNEY TR
ipettivaninie con le probabilics
(-
1 sei=1
et TEES00
'[(1).; N =
di somma uno.

R 1l nad 15 e Fime el coul
due modelli precedenti studiati nel lav. ci
mere valorl maggion di #r, 5.

Addiriturs’ pob sssomere el § yaloel el pouum sppuaio pdbbe pee
s
3i vuale.

Pr cicordace 1o &herna bernoulliano ad infinite aliermative che gener fa

Beaia €4 1 it che sono infiniti § suoi possibili valori noi chiamiamo tale
varishile eol nome di « poliamial infieits ».

4 & U0 variabile carusie che assume gli

o stk

nee alle anal variabili dei
), In varisbile 1, ., pud assu-

5. - VALOR MEDID B VARIANZA ¥ 1,

Calcoliam dapprima il valor medio. Si ptiiene
g, e 0
g [ 6 R
Di qui, con analoga procedimento con cui si passa dalla (31) alla (33), 5i ortiene:

i e 3 () (S0 =50+ (06
6=3)- ()

08) At Shplt=4)= 5]




o

60"
e stlors, » povisa, della (5), segne die.
@ =g 3 ([t —
B o) P RS

Occopiamoci o della varianzs della . ¢, & tale scopo, ealéoliseon dipprinas
il momento secondo risperto allorigine. Atiche qui, uiilizzsnds il procedimento
con cui dalla (31) si passa alla (33), ¢ luguaghianza

(Y-t

s ottien
“2) :g"l,t-.u{v;r,. -4 -;;"L(k £ DPljia=4) 7;;:.&%». k)=
=3 () S (L
Ma, questa volta, vale Fuguaglisnzs
@ ACHET= e

0 Basta pocs, coe o sl b4 bew k(681,20 S erene

m‘(*i')'(‘f' 'C—l:={”‘" u}}

) 58 ghatifen ool wolivy combiaents df vaiabdles Bkt k{1 01,2, ebe, el o

TTL e




Quindi, ricassends alle (5), s ottiene

@ ERrh == g S e gm
=0 + 20 et
I R
I
Sh 1] SEE

ove, & sppena il caso di avvertie che i & teauto conto della consueta conven-
zione che, nel noses caso, porge "—_I -
Di qui utilizzando la formals di Kienif, si ottiene

5 Varntu=

6. ~ CONVERGINZA DELLA WOLINOMUALE INPDSTA 7, ALLA FOSONIANA

$i teatta di provare Ia convergenza

@ -

Aoz, atteso che

— & & un intero non ncgative Bsaio,

— x & un seale psitiva Bssato, per il quile valgono e solite relarion!

6 ~i< ;.-J"_”"’ <0, lim "’f"— A0, lim ie, 3=+ o2,
sia pur can i(s, x) che pud anche oseillare come & stato rifevare pella nota ()
del primo lay. cit. in (3,

 quindi che, per » sufficicntemente grande, sussiste Isgusglisnza

(48 miny (&, i, X)) - &,




— 67—

s tratta di provace I enavergenza

Y T o

A tale scopo asserviamo che

l()(‘ =B (-

: :j]u.‘i'.”.. A

L f.*}-=0+‘—*:-,
perchi

o0t oe b [ e
B gt ey

Pt P

63 im P“" k—b=0.

Concludiamo quindi che, anche nel processo ®+(3e), a variabile wi,. (chia-
olinesinie infnits) che descrive || numero alcatorio di clenti arrivabili

lmdngo aumero al 1 processo (di e diPaisson.

Le (41) € (45), attese le (47) mostrano che anche la mr.du ¢ la varianza
della polinomiale infinitx convergono, col divergere di n, allx media ¢ varisnza
della poissoniana.

7. - Srumio prsa vARAmLE B
ASERGISTE 1L TIMK) ALEATORIO SIPARATORE DI DUE ARRIVI SUCCESSTVE

Prima di tiprendere 1o studio dells variabile &7, (che descrive il tempo di
ttesa deli'r-mos cliente) inizinto ancora nel n, 2, occupisnioci del lempo aleas
wrin separaore di due arrivi successivi (h arrivo, come & previsto dallfipo-
et b, poiend cmare couitit e o grsppo faats da uno o pi leat).

identifica £2, non appesa i ponga
L'mxg.m dei tempi in uno qualsivoglin degli istanti in cui s verifica un srrivo
(composte, come i & dorto, da uno o anche pib elienti). Con questu posizio-




e

ramento dell'origine dei tempi (che noi ipotieziamo) i doc eventi

) Eendi (w=])

sl identificano. 1l primo peevede il verificarsi dell'srrivo di alwme un cliente
el corso del geaerico intervallo parziale T,,. Un siffatto evenro aved sue-
cesso solo quandn si verificano entrambl | seguenti eventiz

— gers arrisi pel periodn di empo

fiormato dai primi (/— 1) tratt] pasaiali precedent] i tratto. 7, Tale evento,
attese le (1), (2), Vipatesi bj; ¢ e posizioni (5) pub verifcarsi con Ia probas
FroniioR

— elmews un aceivo (e quindiz 1,2,3, .. arrivi) in T, il che & auendibile,
sempre. pet Je (1), (2), Vipotesd b e le posizioni (5), can Ia probbil

PP e
A0=220-

Quindi, per Iindipendenza implicata dalle bernoullisnitk delle. estrazionl cui

sono legati gl arrivi, levento (54) € atiendibile con 1 probabilith

) P ) = (- e,

eome peraltro & indicato nells (16).
E immediata Pugusglisnza

60 FRE =Tl —s) St )

Atiess la doppia corrispondenzn

Ta=t
i
si pud dire allora chie 6, & una variabile caswale che puis assumere § valari

1<)

slspettivamente, con e probabilits

(58 Gz (= oy (1= o




——

che Ia qualifican come una nardaiile geewetrice, nella quale e probabilith (eom-
plementasi) di raccesso ed Inkuccesso soo Hispettivamente

() HEN=2), fu=a,

con 2, defiaita in (3).
Con caleoli clementari si trova che

OIS = (1

Provismo che T mm earatirizga il processo a tempi discreti bernoulliano a
it altermative °(5e), nel senso che si qualifica solo come condizivne neces-
sarki A non
Infanti abbiamor appem wisto che s il processo & un B*(w), il tempo sepi-
ratace di due arrivi succesivi & espresso dalla varisbile T
Fiesmse, fisnds Fnlgion del o vell o dens o] imite o
sale dellequipariizione D, nel corso. del quale i ¢ verifiaio uno quals
{8 i) (et e Bhsots ik Vos ibk licil. Mpiamd et hesesd
che In probabilith che possa arrivare afiew un cliente nel penesico tratto T,
(e quindi, che il tempo separatore fra due arrivi successivi £ia ifs) &
(61) (1=aal?
-um d-ug (5) Infarti In (m) oltre che criere. J- pmlub-ls:- con la quale in un
d4 un'urna come la 77, pub comparire Falterna-
i— 1) estrazioni ¢ una delle qualsivoglia rimancat alice-
Fau estrazione, & anche Ia probabilith con 1t qualc in
un analogo campione estrato da un'urna come la £, prevista nel primo Jnv.
it in (1) a due sole altemative: successo e Insucoesso mteendibili rispettiva-

3 e iy i recmns e s poabe st (34w
anche B(p* = 1— 2.
Percit il fatto che | possibili valori del rempo separatore di due arrivi suc-

Tt e
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it eagiomammento svilapgato nel n. 5'dei fav. <it, in (1), definlamo
la varsabile casuale continua 3., = €} avesre come densith, per ogoi fissatm x,
la funzione

per w1 <0,
(62) fusl¥= %
= =l — e, per >0,

wove, come al solito, i(r, x) & quel pacticolare indice § che individua il tatto
parsiale Ty, (di £.) che contiene il sumero sesle x fissato. Paicht 1 notma
delle (5) risulta
per wt,

per -0

0
Sl = I

€ sussistuno anche in questo ciso le (41), & evidente che
pee %<0,
©) i fae) if.(r)u e

con

f},&; e -]'}.(xme ~ 1.

Di qui, & norma del eriterie di i di Volp
ricordato nel n, 4 del b ('). st conclude che la “.nnbu'l:

o0l come la variabile £, = B, converge in Jgy verso Is varisbile Sxponcn
aiale 2™ tipica del processo di arrivi & tempo continuo di Poiswon per Ia
descrizione del tempo separatore di due azrivi suceessivi, I evidente che anche
il valoe medio ¢ 1a varianza convergono, col divergese di #, al valor medio 1/i
¢ alla varianza 1/3* della esponenziale.

8. - DUFINITIVA ESURESSIONS DELLA VAKIABILE BISCRITA £,
CHE DESCRIVE 11, TIMPO DATTESA DELLY-MO CLIENTE,

Siamo ara in grado di ripeendere e completsre Io studio dells variabile 2

Iniziato nel n. 2, Vediamone intnto la sus definitive espressinne, Utilizzand
I (11) ¢ I (28) con § simboli opportunamente sdeguat, s trova Puguaglisnza

@ AT
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 quindi per la (14) e la (29), la seguente ahea

by

implicito essendo che sia (i— 1= 1, perché quando (-
{13), risulta Ay, =0, per 21, Atiesi quesit risultati, Ja (15) porge

) PEL=T=
G'”‘u =)y per (i—1)=0,
(f,"'u—«.){-.ﬂ +3 '":f”[t‘](‘;' aL””J. per (=D

Ne segue che, sempee 4 nortua dells doppii <arrispondenza

Tiss,

i valori ammissibili alla vaiabile £, sono | scgucati

©n 13

‘attendibili, rispettivanente, con le probabilith

o () e {0 et e,

£ g1 fy— 1) A\
feETE 0 e
che, per =1 ¢ la convenzione che sia (come & abiredine in casi similf)
:

T 20, roisivcono e (59).

9. - VERIFICA Ci & UNEFARIA. LA FRONABILITA DISTRIBUITA DALLA 5,
Sappiama gid dalla (56) che I'agoagliansa
) ZRe =T,

& soddisfatta quando # = 1. Applicando allora il priscipio di induzione com-
plets, Ia supporremo soddisfatta pee (r— 1) ¢ proveremo che allors & sod-




—1

disfatta anche per r. Applieando a (16) € Vipotesi che Ia (69) s soddisfate
per r—1, si otiene

o Fre=ra=ii

(—e)Fdiiimiias  peri2,

ave, & nocma delle (13) o della (65) &

o B G=1)=0,
s ""“"""'I'~ _'"(j:,z]f‘;’)w.—'”‘. b e,

Ne cisuliana allora le ugmaglisnae

o | G P
1 :H . )“' }
A questo puno orserviamo che a sontena delle due: dappie somme equivale
alla somma dei termini che si ottengono dallespressione

&) (v ) e

paneadoivi al posto di i— 1 cd  tucti quel valori interi per i quali 1 coppia
ordinata (i= 1, 6) ha come Immagipc, sl piago (i— L, b}, i peati di cooe-
dinate intere della pacte di piano traneggiar nells figora seguente.

b

=1y




S

Ne seguono allora le uguaglisnze
e i)
2 (3 )e-0

o8 Zres- =S (Ta—ag2 (1) 5
L e amse,

e infioe, panendn 5 1 =1, sl ottieoe

a8 Fren=ro=ie E)
] e [ B RE

=3 (e ) b )

- COMVERGENZA DELLA VARABILE DISCRETA £,
WERSO LA VARIABILE ASSOLUTAMENTE CONTINUA DI ERLANG

] (e [(ES SR

Proveceme ona che, anchie el processo (i areivi) a tompi discreti *(3/n)
Ia variabile casle marginale discrens ¢, (che, come sappiimo, descrive il
tempo di actesa dell’mmo eliente, nel senso ampliato descritto nel . 2) con-
wesge, col divergere di #, verso la varlabile assolwmmente continua di Erlaag
che, nel processo di arivi a tempo contiouo-di Poisson descrive analogo
tempo dantesa.
Per questo i definisce anche questa volta una ile caguale continua
B, (associata ella £ Ia cul densitd, costante a trau (peecisamente costante
tratto parziale 7,, deliequipsnizione D, diserctizzante il

in ogni singol
tempo), & definita per ogni fissato x, dalls fanzione
0, per <0,
6) f..tx)él ?(F.&-TNL-_Q‘ por 0,
ave, come al solito, i(s, x) & quel particolare valore delllindice 7 che individun

il tratto pareiale {unico) T, .. che conticne il fissato x. B evidente, anche
in questo caso, che ln f,(x) & Pespressione analitica del profila supesiare di

1 Come ol sobin, pooeads | 4 w=i— 1, (= 0,1,3,..3 ¥ e
() er e

g (Feger

)= —araen,




i

un istogracima statistico & colenne aventl cisscuna la basc cbie i identifica con
uno del traut pasziali di D, ¢ per il eui trccisto rimandismo alle figure corri-
spondenti dei lav, cit. in (). Ebbene ora proveremo che sussiste b convergenzs

0. per x<0,
@ lim A AL = Al e,

& quindi che K i

o i Pt ,..,,.):.-.;t(r,‘jl'

per =0,

Quando s fa divergere r, il particolare valore i(a, &) dell'indice 7 & pure diver-
gente, come mostrano le (47). Non 3 lede percio 1a generalith se ipotizziama
che nell’espressione (66), ove perd dobbitmo leggere /e, ) al posto di 1, sup-

famo che sia min {r, i(s, 5)— 1}
questa igotesi & senz'altro soddisfara.

() lim Al —a) = 1,

per u ol
50 poi che per le (5) risulta

i1 nostro compito si riduce # dimostrare che

5 (= 1) = Y] o
LT 8- v [ B B =5
ave, come 4l solito per semplicitl, i & scritto solo § i posto di i(n, x). Per
facilitare il compito osserviamo che Ia doppia somma che figum nel primo
membro di (80) & estess a tuttl § termini che s ottengone dallespressione

F—1\ (i1
(5
i al posto di #.ed # quel numeri narurali che sono coordinate intere

poneado "
dei punti dells parte del piana (1, 5) che nells fgur che segue & oscurat da
rratteggio. 4




gl
Ne seguono allor I uguaglisnze
o [l et e (o
1 1 e
con T quali il prime membro di (B0) s trasforma el scgnente

S

ove i soao wilizzase le (41) cd il fatio che ogai prodonto del tipa

1 [i—1 1 1i=1i=2 i—#| 2Hm, (=11 om
(L] :ﬂ( P )*"“’rT'- b T[( N.J]T .
I<b<r—2,

coaverge s sero <ol disergere di . Oscervato che

possiamao concludere che Ia converpenz indicata i (71) & acquisita, Questo
faro, Puguaglianza

[Fase=t

¢ Vesensione del eriterio di compatibilith di Volpato-Bressan (cntrambe sta-
bilite nel prime dei lav. <it. in (1), permertono di concludere che la variabile
casuale contimas E2, ¢ 1o sus aseriata (discress) £, convergono in lggs vess
1a vasiabile assolurimente continua &i Erlang.

11, - Uné ALGORIYMO FER LA SULAFIONE
DELLE VAKIANILE MARGINALL DISCERTH Dis, PROCESSO B4 (ifn),
CONVERGENTT ALLE. ANALOGNE LEGGI DEL, PROGESSO
A TEMPO CONTINUD D1 FRISSON

Sempre in vista di possi i del modello dianzi &oppor-
tuna indicare, con un convenieate fow.charr, un algoritma per la simulazione.
delle varishili £, € ..







Adgoctims per a simalizone 3 o




e

A nle seopo eonvicoe immaginare Plotervallo (0; 1) suddiviso in una infi-
nitd numershile di sortointervalli adisccnt, apesti a sinista (quindi, disgiuni)
di ampicazaz o, A, (U, 1.0, § cof estzemi cisltane allon essere le com-
poncatl del vetsore delle probabilith cumulste

i

Pt

relative alle probabili

<anloquil,s dellfipotesi b, p 3
0,1,2..

clicati.

Per simalare, nel rispetto delle ipotesi camterizzant il nostro medello, il
processa degli arrivi, basta allora estrarse un aumera da un'urna U, contenente
un insieme di numeri y cquidistribaiti nellintervalla (0, 1) e ritcnere che, s
Vestratto si piazza sul primo dei sotointervalli di (0, 1) dirnai descittl, alloa
nel tratto. parsiale di D, coispondente alfestrizione dall'orna non. areiva
alcun clicote: mentre sc Uesteatto s piazza nel sorcoinservallo

R 22 ()

allors nle testto parsiale di D, cosrispandente allestrasione arrivano » chicai.

Soustanso, — Un processn siocusicn « vemp discrah i servd i cliencl s e sporiela fin
5900 igusabo, lncicso peceotemnte da M. Volparr ¢ sl i i ol iogobo trario paseale:di

M tempo
b o A i e oms dce ) m, pimchontr: o l wi

[T —— ol divergere di o, versn Je
piche del processs seacaatic » tevpe coevinan il Poisson, U algoriteso per a simulusdone di tall
e maryjoat] nel prosesss 4 e discti & Gorito de wa appostusa fow.chast,

e ey e ]
Monograis - Via Colauaril, § - Doogna ,




